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Radiação Térmica
e o Postulado de Planck

t-l nnnoouçÃo I

Numa reuniõo d¡ Sodedade Alenã de Ffsica, a 14 de dezembro de l9ü), l'lax Planc&
aPresentou æu artþ 'Sobrc a Teori¡ da Iæi de Distribuição de Energia do Eqpectro Normal".
EsÛe artigo, qw a princlpio atraiu pouca aûen$o, foi o infcio de uma revolução na ffsica. A da-
ta de sua apreæntafo é condderada como ændo a do nasd¡¡ento da flsica quåntica, embora só
um quarto de século mais t¡¡de a ¡necânic¡ quántica modema, base dc nossa concepção atual {a
natueza, ænha ¡ido desenvolvida por Scåroedingcr c outos. Diversos ca¡ninhos convergiram
nessa concepSo' cada un dcles mostrando uq dos aspecûos onde falhara a fßica clássica- Neste
e nos t¡ês capftulos æguhtes vamos cxa¡¡rinar os t¡¡ücos fi¡nda¡nenrris do qræ agora é cftamado
a ønt$a t@rít wtltnt¡cø. O¡ fenômenos cxperinrcntais qtæ wrnos discutir em cone:rão cottr a 8fl.tþ teoria qulntica abrangent todas ¡s discíplinas d¿ fí¡ica clássica: meciînica, ter¡rcdir¡¡lmicar
¡rpcânic¿ estatfstica e eletromagnetismo. Sr¡¿s repetidas contradiç6es com as leis clássicæ, e a
resolução desæs conflitos com base næ idéias quânticas, yÍo nos most¡ar a necesidade da mecá.
nica quântica. E noso estudo da antiga teoria quilntica vai nos permitir obter mai¡ facilmente
um¿ comPreensÍo mais profunda da mecânica quántica, quando começarmos a considerá{a, no
quinúo capftulo.

Assim como ¡ 'æo¡la da ¡elatividarte (qræ é tratada muito rapidarnente no Ap€ndice A), a
ffsica quântica repreænta urna generaliza$o da flsica n.llcsica, que inctui as leis clássicas como
casos especiais. Ass¡n sotrt s rel¡tivtd¡dc csþndp o cütrpo de aplicaSo das þis ffsicas para a
rcgião de grurdes velocidadcs, a ffsica guântica estende e¡se campo ù região de peqrænæ diæn.
sões; e' assi¡n como usa constånte u¡rivers¡I do significaçõo fiurdanrental, a velão¿ade da ft¡z c,
caractaÅzl a relatividadc, também uma constante u¡rive¡sal de signifìcação fundanæntal, a clra.
mada constantc dÊ nanc¡( h, anaûcriza, a flsica quântica. Planck intoã¡uiu cssa constanûc em
æu artþ de 1900, quando ûentava explicar as propriedades obærvadas da radiafo té¡mÍca Va.
mo8 sgora cornÊçar e cx¡minsr csa radiaçÍ0. Seremos levado¡ por €sse estudo à const¿ntc dc

fane e ao confito quârilioo cxtæma.enæ ¡plevu¡te a ela relacionado, o fato de qw a energia
assu¡rp ralore¡ discrÊts. T¡mbém wremos gæ, por sl¡¡¡ vez, a radiaç.lfo tirm¡ca temioruiderável
importância e é hoje em di¡ bæt¿nþ reteva¡¡te. Por exemplo, o fenômeno reæntcrucnte ajudou
o¡ a¡t¡oflsÍcos n¡ cscolh¡ dc tcoriæ sobrc a origem do urivcr¡o.
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l¿ R DtlçÃorfRurc/r
A rrdiago emlüd¡ pof um oorpo dcrirto à ara tcmpcntun ¿ ú$nßda'r/dbÉo thúe,

lodo oorpo cf¡itt ctsc dpo dc radiago prfr o nclo qtr o ærcq e dch r absorvt.Sc um cofpo

cttá htdtlÍænûc mah qucnþ do que o meb, clc lrl æ cdrlrr, porqæ r ntt taxl dc cmlssfo dc

energla exædc å ta¡<¡ de abær$o. Quando o eqrdllbrio térmlco é atingido, as toms de emisão

c rbærfo são þuais.
A matéria Gm um Gstådo conden¡ado (sto é, cólldo ou lfçldo) emltc un GtPcctro cofitf'

nuo do radiaçfo. Oc dctalhcs do cspcctro rÍo pra.ücunentc lndepndcntcr do material pa¡dcular

do çal o corpo é compo.lto, mar dcpendcn bagt¡ntc da tempcretura. Â temperaturas us¡ds, a

E¡iorh rtos corpos é visfræl para nós nÍo pele luz qræ cmitcm, mar pela lru que refletc¡n Se ne'

nhr¡m¡ tuz trddl¡ ¡obæ cles, nÍo 03 PodEmo| vcf. A têmPcratuftl muito altas' no cntento' os

co'rpoc têm lundnosidade próprta- Podemos ¡tlo¡ brilhar nr¡m qu¡rto Gscuro; ma¡¡ mcsmo a t€m'

pctitnrrs da odem dc muitos mith.arcs dc grau¡ Kehin, bcm ¡n¡ts de 9096 da radiafo térmica

cmtüda é hvi¡fwl para nós, esta¡rdo na rcgião do infrswrmelho do espectro eletromagnético.

Poftsnto, co'rp6 oom luminosidadc própria do muito $æntca.
Considcremot, por cxemplo, o aquecimento dc um atlçador de fcno no fogo, de ondc o

rctl¡amoc periodicamentc para obærvarmos nras propriedade¡. Quando o atiçador cstá ainda

¡ umt tcmpcratura relatir¡amente baixa, cle inadia calor, mas csûa radiafo não é visfwl. Com a

tÊrnpcratun cresændo, a qqantidade de radiafo qræ o atipdor emite aumenta muito rapida'

msntÊ, c nobrnos cfcitos visfwis. O atiçador adçiæ ulna oor vermelha apagaila, depois uma

cor rrrmclhr brilhante, c, a temperatuns muito altas, uma cor brancoqzr¡lada intensa. Isto é,

com o ¡r¡mÊnto da tcmperatun, o colpo cmite mais radiação térmica.e a freqäência na qual a

radiaÉo é mdr ¡ntcnsa aurncnta.
A relaSo entrÊ a tcmpcratura dc um corpo c o espcctro dc freqû€ncla da radiafo emittda

é utilizarta cm um agarelho charnado pirômcEo ótico. Ele é cscndalmente urn eE cctrômetro

rudinænta¡ quc permitc ao operador estima¡ I t€mPcratura de um Corpo quente, tal como uma

cstrcl¡, obæryarido a cor, ou composiçlo de freqflênciæ, da radiaSo térmica por clecmitida.Há

um ctpccto ænttruo de radiafo emitida, c o olho v€ prlnclpdmenÛc e cor cor€spondente à

cr¿s¡o mals intcnsa na regiÍo do vlsfrrl Bremplos familtaæ¡ dc objetos que emitem radlação

visfrcl inclucm carvõcs em bnsa, fìlamentos da t6mPada c o stl.
[Þ um¡ mancin mals gcrel, r fornu ibt¡lhd¡ do cspeclrc de radiaSo térmica emitida por

un oofpo çentc dcpende dc algUm modo rh orryodçe daæcorpo.Nocntanto'8cxtl€riendl
no mÑra qræ há um tipo dc corpo qncnt! qt¡c crültc capcctot térmlco¡dc ca*sJ qlye.F4.
Escr co,rpos são úan¡doc tode ¡ nill¡-
&ú;çrdcr,hdilrßlir, ætæ.
ffiû.cxemplo de umÏärruc) corpo negoærltqualqud obieto cobcrto som uma ca'

mad¡ difusa dc pigmento preto, tal como o negro de fuligem. Um ouho excmplo, completa-

¡ræntc difcrente, ærá dcscrito mels adianto. Indcpcndmtctnmtc do¡ dcbllæ¡ dc rua conposi'

@, rtrtflce* qw todot oi cofpot nGgfor I mcüm tûmpofrtun G6ltcm ndle$o térmica com

o ærno cspcctro. Bss fato gcral podc ær cntendido corn baæ crin srgum€ntos clásicos que cn'

votrvrn cquillbrio tcrmodinâmico. A forma cspclflca do cspcctro, no entanto, não pode ser ob'
dda a partir dc argumentos termodinârnicor apenæ. As propriedade¡ uniwrsais da radiaSo emi-

tida por corpos negos fazcm com quc elcs sjam de intere¡sÊ teóiico pafiicular, e que os flsicos
proctæm explica as caracterfsticas espccffìcrs de æu cçcctro.

A distribuição espectral da radiação de corpo ncgo é especifìcada pela qnnúdaðe Rr{u),

dramada radíâncÍa especffal, que é dcfìnida dc forma quc Rfr,)du seja igual å energia emitida
por unidade de tcmpo em radiação dc frcqilência comprcendida no intcrvalo de v a v + dv Por
unidade de ¿lrea de uma zuperffcie a temp€ratura ¡bsoluta ?- As primeiras medidas precisas des

sa grandcza foram feitas por Lummer e Pringshcim em 1899. Eles utilizaram um instrumento

æ

brdcamcntc iguel roc crpcctrôrrcùo¡ dG prlrnr uvdos nas mcdida¡ dc Gtpcc.trcr ó66q dllefh-
do rpenar nos mate¡ids crpcciair quc cr¡rn ncccssários para quc .s t ntci, prti,¡r, ctc, foscm
tnnrpe¡lntca à radiaso téI-to de frcqllência ¡clativamena b.¡x¡. A d;;;danjt. obærvrdr
cxperirnentalmcnte dcR{rr) cm yc 1é mostreda na Figun l.l.

0 I 2 3 4.
r (l0r'llz)

FIGIJR^ l'1. A ¡adlância eçccÛrl dc um corgo ncgro cm funçfo de frcqllênch de ndlsçfo, nostndr pür
tcmpcteturü dc 1000"K, l5ü)"K c 2000oK. Ob¡ctrc+ quc r froqlt€nclr ne qrntr rrrtËich
ml:ùnr oænc (llnh¡ pontllhr¿¡), .urncnt! tiner¡nct¡ti on ¡ tilrp.ntt n, c r potênch
totel cñlt¡ù Pol rnctro quedndó (lrcr sob r qrftr) rumcnt! nulto npldanentc oorn ¡ tcrn-
pcrttu¡r.

fttnfrt de dlstrlbulçÍÍo, das quals e radiânch cspcard é um cxernpto, úo multo 6munr na flsic¿ por

9x9¡do, I funçfo dc ttlsttlbulção dc wlocld¡dc¡ de tftrwell (qrrc rc parecc brtsnte com ü cuÌr¡s de f¡gunl'l) no¡ dlz como ¡¡ moléa¡l¡r Gm um ¡lr r prcnfo c tcmpcrrtun fur¡ æ dl¡trlbuom dc ro¡do com in¡r
wloc'ldedc. Outn funÉo rl,e dlsHbuifo quc o crtudrntc Já pronrclmenæ vlu é r quo crycc{flcr or tempo3
de dcca¡mcnto de núclco¡ ndioatlvo¡ cm ume lmosts¡ contcndo núctæs dc dadrl elplclci (quc tern e fonnr
de uma cxponenchl decresccntc), c clc ce¡tamentc Jl vlu uma funfo dc dfutrtbulÉg da¡ nota¡ rcccbld¡¡ cm
um cx¡me dc ffsica.

A funfr'o de dlsttlbui$o d¡ ¡adiânc-i¡ crpectral d¡ fgurt f-l par¡ urn corpo nego dc lrc¡ d¡d¡ c r
umt tcmp€r¡tnra part¡q¡l¡r, por cxcmplo, lfl)ooK, nor mostsr que: (l) hl multo poucr potêncb tr¡dhdr
nurn_ lntervalo de freqllência fïxe dv !Ê estc lntcrr¡lo crt¡vc( êm unr freqüêncla r muito pequenr compatade e
10r-'Fz. A potência é nuh pan r fual e zero, (2) A potênci¡ kradiad¡ no lntcn¡to dy c¡c¡cc npldamcntc I
medid¡ que l ctercc r prrtlr dé vrlo¡c¡mü¡to pcqucnor. (3) Fica rnlxûna para urn rrtor dc r r lj x l0r.H¿
Isto é, r potênci¡ i¡radhd¡ é mals lntense nersa fieq0ê-ncle. (4) Aclma dc =lJ , l0r . ¡{" . potência fttadhd!
cd lentt mas continuatncntc à medid¡ que v crrscc. É notamcntc zcro quando r * 

"proxtnr 
dc ralote¡ lnfl.

nltamente grrndes

.' A¡ duas funções de dishibuiçã'o para rzlorer malorcs dâ tcmperatu¡a, ljü)oK e 2000"K, epresentades
nr'figura, nos mostsem que (5) a freqllência na qurl a potência in¡diada é meir lntcn$ crcrcc com o aumcnto

* ,:.f_l 5t Uma lnspes"o verifìcará que cssa freqi¡êncie ctc¡ce line¿¡mentc com a temjenu¡e. (6) A po-
¡cncta total irâdi¡da em todas ss fleqüêncas crcscc qurndo 8 tcmpcrstut¡ rurnentr, c o f.z dc forn¡ m¡i¡il-
pida do quc tineâmentÈ. A potênc¡¡ totel krad¡¡da; ume tcmpetetura partlctlar é drd¡ ùnplc!ilcnte peti

Í* -b r curva pâr¡ cssa tcmþratura , li RlÐ av, y quc Rfv) dv é anotência lradied¡ no intcnato dc
frcq0ênciadc ysv1'dt,

A integral da radiância espectral R¡(r,) sobre todas es freqäências y é a cnergia total cmiti.

N

€
È
Io

xc

{

i

(.-

l

t"-¿

¡

2l



da por nnidadc de tempo por unidade de rfrea por um c{¡rpo negro a temPeraturs T.Ê ditaa¡a'
diltttc¡oR'.lsloé, 

VRy=l R7Q)dv (l-l)
-o

Como vimos na discussão precedente, da Figura l-1, Â, øesce rapidamente com o aumento da

t€mperstura. Dc fato, esse ¡esult¿do é ctwrnado lei de Stefan, e foi enunciado pela primeira vez

em 1879 sob a forma de uma equafo empfrica.

Rr=øf

o=5,67 x lO-E w/mz-oK4

(t-2)
onde

é ¡ dr¡m¡da ¿rnstante de Stefan-Boltzttønn. A fìgura l.l t¡mbém ¡nostr¡ que o esp€çtro s0 de*
locr pcra m¡io¡o¡ frcqäêndæ å ¡¡pdida que f au¡nsnta. Esto {e$¡ltado ê churradôt lel do defu'
ønentodclllan

Yma¡r o I (l-3Ð

onde rrr*r, é a freqüência u na qual 47.(u) tem seu valor máximo para uma dada temperatura.

Quando I crescc, pmax s desloca påra freqüências mais altas. Todos esæs resultados estão de

aco¡do com as experiências familia¡es discutidas ante¡iormente, especialmente de que a quanti-

dade de radiação térmic¡ emitida aumenta rapidamente (o atiçador irradia muito mais energia

térmica a altar temperaturas), e a freqüéncia principal dr radia$o se toma maior (o atiçador

muda dp cor, do vermeho ao branco azulado) com o aumento da temperatura
Um outro exemplo de corpo negfo, que veremos ser de grande irnportância, pode ser obti-

do ao conside¡armos um objeto gue contém uma cavidade lþda ao exte¡ior por um pequpno

oriffcio, como na Figura l-2. A radiação térmica que incide sob¡e o o¡iflcio vindadoexterior
entn na cavidade e é refletida repetidas vezes pelas suas paredes, sendo eventu¿l¡rpnte por elas

sbsorv¡da. & ¡ ú¡ea do oriffcio for muito pequena comp¡uada com ¡ á¡ea da superffcie inûema

da crvidade, uma quantidade desprezfvel da radiação incidenûe çrá ¡efletida parafora dacavi-
rhds. Esænclahænte tod¡ a radia$o incidente sob¡e o oriffcio é absorvida; portanto, o oriflcio

FIGURA l-2. Uma cavidade em um corpo t[ada ao exter¡or por um pequeno orifício. A ndiaçio incidentc
sob¡c o orifísio é compþtûnente aborvida apór sucessþas ¡eflexõe¡ sobre a supcrfície intecna

d¡ cavidade, O o¡ifícb ¿bsorve como um corpo negro. No processo lnvcrso, no qu¡l a radh$'o
que deiu o orifício é constituída ¡ p¡rt¡r de emiseões da superfÍcie inlcrm, o orifício emite
como æ fosse um corpo ncgro.
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deve te¡ propricdadcs da nrporflcic de uur corpo negro. A maioria dos cortlos negrorutil¡oa* ll
em experiênda dc l¡bontó¡io sæ co¡struldos desa forma. I

Suponhamor agora $æ ar puedea da cavidade esûejs¡n wriforæmente aqræcidas a r¡m¡ N;
temperatu¡8 1. &¡tfo rs paredcs emiti¡ão radia$o térmica qræ vai endær a cavidadc. A pcoræ- I
na ftaçõo dcssa radiaflo vinda do intcrior que incide ¡ob¡e o oriffdo vai atravcssá.Io. Po-rta¡to I
estc atua como um cmissor de radia$o térrnica. Como ele deve te¡ as propriedades de nrperffcie t
de um corpo nogfo, I rsd¡a$o eniti{a por ele deve t€r um esp€ctro dc corpo nego; ¡tr¡s como 0

o oriffcio cst{ cimplew¡tc tros då¡rdo uma amostra da radirflo cxisûente dento da c¡vldsd€, é i
claro qræ e radiaç{o &nt¡o dcla deve tas¡bém tsr um espect¡o de corpo negro. Dc frto, cla tcrá i
um espectro do corpo nÊgro carsct€rfstico da tenperatnra I das paredes, já qræ esta é a únice
temp€ratura d€l¡r¡¡ds para o sistema. O espectro emitido pelo buraoo ¡¡ cavidade é espedftcado
em þrmos do flr¡xo dp energ¡aAlv). É måis útil, ent¡et¡nto, especillcar o espectro da radiago
donto da cavidndo, dllz rdla@ de cavidade, €m termos de wna de¡sídade de enøgla, pfv),
qræ é dcfinida coaro 8 erærgia contida cm um volus¡e u¡ritário da cavidade t t€mgeratura f no
lntenralo de freqiEnch de y a y + dv. Êevidenta qw essas quantidades são proporciouafs ente
si, isto é

eñ),'Rñ) (14)

Port¿oto, E ¡sdis@ d€ntrc de u¡n¡ cavid¿de orþ pareder €6t¡o I um¿_têmt€¡etr¡r8.?&"
tem o mesmo corátor quc a radiaçÍo emitida pel¡ n¡perffcis de rrm corpo nifróîæöpentunp
1. E convenþntc cxpcrinrntalmenûe prodrzir umesp€ctro de corpo nego por meio dc um¡ c¿.

vidade num corpo. aqæcldo qræ tem r¡m oriflcio para o exúerior, e é oonveniente em tr¡balho¡
teóricos e¡tudar r radiagão dc oorpo negro a¡¡alisa¡rdo a radiaç5o dc cavidade, porqræ é poslwl
aplicar a4umetrtot mu¡to gerais p¡ra prever as propriedades dcsta radiaSo.

EXEMPLO r.I
(¡) Como Àv = c, ¡ wloc¡dad! oonstante de luz, a hi do dedoc¿mento de \ilie¡ (l-3¡) t¡mbém podc scr co.
locad¡ n¡ fo¡rn¡

\¡¡xf = const (l-3b)

oadc I'mâx é o comprimento dc onda no qual e radiância especkal atinge æu valor mlxtmo para um¡ d¡d¡
temperaturr T. O v¡lo¡ dctcrmin¿do cxpcrimcntrlmente p¿¡a s const¡nte de Wþa é dc 2,898 t lO-tm-"K'
Sc opusrmor quc u nrpøfldc, erlalru;et æ oomportsm oomo corpor negos, podemo¡ obtcr um¡ bo¡ cdl.
m¡tivå de ¡¡¡t t rtrpcs¡tu¡rr mcdl¡dotc ¡lbo. P¡r. o 

þ.1, 
Ir-, = 5100 Â, cngu¡¡rto quc prre r Elrch do

Norle (E¡t¡eh tbl¡f) \¡x E 3$ü) Â. Ach¡¡i-tcr¡pcntura ai srþrffcic dcr.s¡¡ c¡ùcl¡¡ (Un aq:¡trpm = I Â
= l0-¡! m.)

P¡¡a o ¡ol, Tæ2,89t x l0-rm-oK/51(X) x l0-¡0m =5?0dK.Pe¡¡¡EsbclrdoNortc, T=2,898t
lb-tm-oK/1s00 x to-t.¡n- 830f K.

A 5700'K, r opcrffcÞ do rol cstl próxinr da temperatura na qual e meior prrtc de ndhfo øt{ dcn
tro ila região vi¡frel do spectso. Isto s¡gcrc quÊ, du¡ant€ a evotugo hu¡n¡¡¡,Dossorotho¡æ¡dapt¡¡¡r¡¡o
rol' dc formr r flc¡rcn ¡ui¡ æn¡fvci¡ ¡o¡ com¡rlrnentos de onda quc elc i¡ndl¡ u¡b inúcnrrrncntc,

(b) Us¡ndo ¡ l¡i dp $tcfa¡, (l-2), c ¡ tcmpcntura obtida acima, determinar I potêncla irradlade por t ont
dc ¡¡perffcþ cfet¡¡.

P¡r¡ o ¡ol.

RT=of =J,$f x l0-rflmt-oK' x (5700'K)'

=5,90 ¡ l0? ìV/m¡ = 6000 flcnrt '7'

23.
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Prn r Est¡ela do No¡tc'

Rr= or
= 2,11

= 55? r lo-rwmr-oK' x (830dn'

x lo'flmt = 2?,000 Wcrnt

ct ct

ot Qt

EXEMPTO I.2
SuponhaquctëmosdolrPcqucnoscorpotoPacorrc.parrdorporurnegrrndcdistôncia,rultcnt¡dosPol

fb¡ nun ¡n¡dc ¡ocþr*. o*Jäiäüåü]. 
--û", 

pr*,it 
'oo 

oiec, o n"ot'". r tcn¡Pcratu' conrtrnlc'

Ncatc ctþ, or corpos . ., pt'"Jt' poacm Úocü enetgíe apenar aürvds dc ndiaÉo' Scja c r taxe de cml¡So

dc enc*h râdirnte por ur -rä, ä;';;-;"-d.ittoiþo ¿t cncuh r¡dhnte' Mosl¡c que' no cqulllbrío'

(l-5) tica é um¡

þilsto
E¡t¡ ¡cl¡Éo, (l'5), é conhccidr com o t lct dc Ki¡dtholl pa a nAtaçø' .

o cstldo de cquitfb¡io é;ïq*-;¡;þn$;-é' con$ntc cm todo d¡tema f¿chado, e nessc estado a

tlxr dÊ cm¡ssâo é n"c"sori"rn.ntc ìgual I texrìc rbsorSo pan ceda corpo' Entâo

(
(

I

,I

- Ct =ût c c'=42

Pottanto

cr . c,

or a,

Sc um corPo, por cxcmplo, o corpo 2, for um-corpo ncgfo' cntão ¡t >'" Ylut.ul copo negro ab'

ro¡rt mclhor ao qu" ut quo iã" I "t 
åtpt""¡t"' t¡go' scg;c{¿ de (l'Si quJa' ) at ' Então' o fato obser'

rzdo de que bonr "Uror".¿o*î,iür 
åä mnr-..isoies é prcvilto pcta lci de Kirchhoff. a

l-3 A TEORIA CLÃSSICA DA RADIAçÃo DE-CAVIDN'B 4

No infcio ¿.rt g."rî, n"irc¡grr,. t"ru. Jeans, fizcram o cálcr¡lo da densidade de ener'

gia da radíação Ue .aviAa¿e touTt;'tP" Jrcg-o)' 
o.quel most19u uma Sria di:t$-Y1ii::"'

flsica clássica e os resultado; cxperime;tais. Esse cálculo é rnálogo aos qua eParecem ao consl'

derarmos muitos out¡os iJiãr.lot 6ot.*.mPlo, c€lor€s cspccfficos dc sólidos)' que s€rão tra'

ta.os mais tudr. Ap"*nü"n,oi otä.*n* ao $$o aqulì, mat, como uma forma de facilitar

it* -ip".ngo,'faæmos antes uma digresão sobð o problcma' 
-

_Þ Consideremos ume ;vidade com Pafedes m€tálicas aqræcidas uniformemente a uma tem'

pcratuf¡ li As pareile Gfdtcm rt(ltafo elctromagréttca n8 fat¡q térmica de freqiÉncias' sabe'

mos que isso âcontecÊ, ffi;;;t :þ caue do; moyimentos acelerados dos elétrons nas Pa'

rcates m€tálicas, que su;;;;; re'srltaAo da egitago térmica (Yide Asndice- B)' No ent¡nto'

não é necesário estudar detalhadamente o comPort'amento dos Gtéfons nas Paredes da csvida'

-¡ de. Em r¡ez disso, e¡¡lgdaremos o comPortame4to {a9 gldas çlctqÍLalt€ti-cqF-em æu interior'

Rayreigh . J.*, pro..d@, a tesd¡-çþllg4lgné!¡s-clássi-

ca é usada p.r. *onr.r'-iir-t .giçn"- *"tro da car¡ldade devep¡lstir ltt,ryTo de ondas est4'

cio;&¡is ióin nós sobre .ì-*Jrrr.riir ;atflicas..usanào-sc agumentos geométricos, fgu.gg'

contasem do número des¿s ondas 9f-t9ci94ári¡s cuja¡-freqü€ncias e-stão--{rg n!9¡v'4s-dÊ-J-¡

Ëtr;ääJi.'.ïtt''""ä';-¿o,noi* ;o*tt" ¿tptn¿t ät 
',:-En!{-o-glgJp=ll4rcsultadoda;e;#;r':ñ;i1ilg;jerp+rgg*ï+,es.-,**#i'#;ï;l|¿îi:Ë*::f#fr

iø está em equillbrio térmico. A energia to-ltl 49gl
p€ratura r. O núo*,n-i;.'oid.|o[ä"*dno ¡itte-tiäto ¿t freqäências, multiplicado 9919--e'n-er'

gia média das ondas e ¿iri¿ll" p.l" volume da c¿vidaãe, nos dá a cnergia média coniida.e-rn uma
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FIGURÂ 1.3. um¡ caúdadc cúbica com porcdar nrctálicas contendo radhçfo ctetronrgnétic8, mofirndo

as üês componcntes quc nâà sc mlsturtm dela tadiaÉo oscihn<to entrc rs paredcs c forrn¡n'

do ondar csteèionftias com nós em cada parede'

1l

O autor æ refere à diret'o de propagação c não a comPonentes do vetol campo elég¡co' (N' do T')
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Considcrepo.r ago¡gg4roblcma-dlconteggn-do¡rlmero"de¡ndas.cstacioqá¡i¿¡¿op,gl¡
gg-grlgÉç{g¡-df ,¡i'¡,lod", cg¡gg_nprinenûo¡.dc onda ng intcrv¡lo entre À c )r +dÀ..quc cor'

ìt-tggÐg inþ¡-valo dc fics$t¡i:l_*-l ¡ r, +ã-rrPara resrltar as idéi¡s envolvidas no c{lculo,
v¡ñì6 iifc¡sl"o¡its u ¡b¡r-ji¡¡i *o..--;;ctiräiro¡e¡te-¡¡ ou æja, vamos considcr¡r o ci¡so

sËplifÌc¡do;¡¡r Ëm qræ utificial, de um¡ 'caviclado u¡ridi¡¡ænsional" de comprimcnto ø. Dc'
po¡¡ quc ¡c¡olvermos €ste c€so, ve¡emos qw a mureira de gencralizá-lo para o cåso de cavidade

t¡idi¡nensiond rc¡l é óbvia.

-Þ O campo €létr¡co para ondas estacioná¡ias u¡tidimensionais pode ær descrito matenstica'
uænte pela funSo

E(x, t)=Es æn (2zx[) sen (2æt) (l-6)

onde v é a freqilência da onda, À seu comprimento de onda e Eq sua amplitude máxima. As

duar priræiras grandezas estão relacionadas pela eçtação

v=c^ (l-7)

onde c é a veloddade de propagação das ondas eletromagnéticas. A cquação (l'6) repreænta

um¡ ond¡ cuja amplitude varia no espaço senoidalmente s€guf¡do æn (2¡øÂ) e que oscila no

ûempo também ænoidalmente com freqüéncia v, como um oscilador harmônico simples. Como

a amplitude é obviamente ?tto,emqualquer instånte f, para posições que satisfazem à relação

2xA = 0, 1,2,3,. . . (13)

¡ onda tem nós fxos; ou æja, é uma onda estacioná¡ia. Para satisfaze¡ à condiSo de que as on'
des tenham nós nos dois extremos da cavidade unidimensional, escolhemos a origem do eixo x
como estando em um dos extfemos da cavidade (x = 0) e então irnpomos que no outro extreno
(x=o)

bl\=,
n= 1r2r.3,4,. . .

puax=ø (t-9)
onde

É conveniçntc oontin¡¡¡rmos a discr¡ssáo em termos de freqüénciæ posíveis, em vcz dc
comprirnentos de ondar posfveis. Essas fregäðncias são y = c¡tr, onde 2{\= n.lsto é,

v=ailù n= 1,2,3r 4, . . . (l-10)

Podemos rePrpsentsr esscs poslveis vzlores da freqilência em termos de um diagraru, consistin
do dc um ei¡o no qurl marcaruos um ponto para cada valo¡ intei¡o de z. Num diaga¡na dcsæ
tlpo, o valor da frcqäðncir permitida. conespondcnte eo valor puticul¿r de n é, por (l-10), iggat
a cf2a veæs a disti¡d¡ d da origem ao ponto considerado, ou a distância d é2alcvezesafre.
qüÉncia v. Estas rehgões estão most¡adas na fìgwa l-5. TaI diagrama é lrtil para calcularmos o
nlnne¡o de freqäênclas poslveis no intervdo de freqüência entre y e y + dv, qtþ denominamos
N(v) dv.Pua obtermos ersa quantidade, bæta que cont€mos o nrlme¡o de pontos sobre o eixo ¿
qræ est!Ío entre es8e8 doir limites, qæ são construfdos de forma a coneqponderem às freqäên
€nsv e v *dr, respcctivamcntc. Como os pontos estão distribufdos uniformeÍ¡ente sobre o eixo
z, é evidente que o númcro dc pontos ente esses dois limites ærá proporcional a du, mas não
depcnderá de y. Dc fato, é fácil verifìcar qræ ù(u) du = (?t/c) dv. No entanto, devemos multipli.
c.¡¡r essa expressão por um fator dois, pois, pua cada uma das freqüências posfveis, há na reali.
dade dus ondas indepcndentes, corespondendo ¿os dois possíveis estados de polarização dæ
ondæ eletromagnéticas. Então temos

4a
N(v)dv =-dv

c
(l-l l)

Isto completa o cálculo do nrime¡o de ond¿s estacionárias para o caso artificial de uma cavidade
unidimensional.

O cálcr¡lo acim4 torna evidente a generalização para o caso real de uma cavidade tridimen
sional. Essa extensão é indicada na fÌgura tó. Neste carc, o conjunûo de pontos uniformementc
distribuldos ao longo de um único eixo ¡ é substituldo por um ururjo tridimensional uniformc
de pontos cujas trêr oordonadas são valo¡es inteiros tomadoc ao longo de três cixos ¿ mutua-
mente perpcndiøÅate*&do ponto do anurjo corresponde a uma posfvel onda est¿cíonári¡ tri'
dimensional. Os v¡loæ¡ inteiros de nr, n" e n, especificados para cada ponto dilo o nrlmero de
nós dar componeîtþsx.y g z,respcctivarúente, da ond¡ tridi¡nensional'. O proæsso é cquÍvalcn.
te a decompormog'nr¡ q¡¡{¡ l¡'idi¡¡pnsional (isto é, qup se propaga numa direção ubitrária) næ
t¡ês on¡bc u¡tidi¡nensio¡ai¡ $æ ¡ oompõem. O nl¡me¡o de freqäêndas permiti<tas no intervalo
dc fregäência ent¡c v c v +ùy é þual ao nrlræro dc pontos contidos entre cam¿das de raios cor-
respondenÛee às freqüÊncirs rr e v * dr, respect¡ya¡r¡ent€; cstç núnæro será proporcional ao volu.
æ contido entre ess¡s duu camadas, pois os pontos æ distribuem uniformenænte. É evidente,
Porta¡to' q¡D iv(u) du ærá proporcional a v2du, sendo o primeiro fator,v2 ,proporcional à área
das camadas, e o ægundo, dr, à diståncir entre clas, No eræmplo abaixo, faremos esse cálculo
detalhada¡nente, c obteremo¡

,t¡
l: -
1t
l.^
\ir¡'I /.r,
I
| .*,,
II! ..'"
i ,f'

I

/'*^

'",..

i'

I

FIGUR.A l.{. Amplitude das ondas estacionárias em uma cavid¡de unidimensional côm par€des em ¡ = 0 e

x =d, t ¡¡8 os t¡ôs primeiros valores do índice ¿.

Esta condição determina um conjunto de valores possfveis para o comPrimento de onda

À. Para esæs valores posfveis, a amplitude da¡ ondas estacionárias tem a aparência mostrada na

figura 14. Estas podem ær reco¡rlæcidas como análogæ às amplitudes das ondas estacion¿l¡ias

em una co¡da vib¡a¡¡de com ps dois extremos f¡xos, um sistema flsico real gue tamMm satisfaz

a (ló). No nosso caso, são ondas estasionáriæ eletromagnéticas.

N(v)dv=ffr, a,

ændo Z=ø3, o voluæ da cavidade.

(r-r2)

: . O le¡to¡ podcrá vaificrr,_cxemln¡ndo ¡ frg. 14, que o núme¡o de nó¡ de cad¡ componente én¡- l,
'paf¡ I=¡.¿ ¿, ¡¡!6 ¡ondo coat¡do¡ o¡ cxtremo¡ d-o intørvalo, (N. do T,)

ì
'i

t_ ta
."1,

{
{

n=l
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FTGUR^ l-5. O¡ trfo¡c¡ posfiair do fndlcc n, quc dctcr¡nin¡n or poufvck velo¡cr d¡

caúd¡dc unirtlmcnslonrl dc comprlrnento ¡'

Àr/2 = À/2cos o

rr/2 = À/2cor !
xrl2=rl2cost

FlCl,rRA 116. As freqüênchs posslvcis cm uma cavlde¡tc t¡idbncnsioml corn ¡ forma dc urn c{bo cuja arcla

mcd" o ,¡o ¿attmtnøar por trås fndhcr ao 
'|y 

Q,lt¡r;Gm quc cada um delcs pode assrmír

apems valorcr ¡ntei¡os. Prra quc o dcscnho täo ftu. åbrccucgrdo,apenas poucos dos mul'

tos Pontos clrespondendo a conjuntos destcs lndlct¡ sb mostfrdo¡'

E(ElrPto l-3
obten (l-12), que dá o número dc ondås Gletrcmrgnét¡ces dtscion&l¡s possfvtis em ceda intervalo de

frcqllência, prl! o 
""å 

de um¡ cavidade t¡idimcnsiond na fo¡ma de u¡n cubo de paredes metálicas cujas are*'

tss têm comptimento c'
conside¡emos ndiaçalo de comprimento dc ondt À c frcqüênch r = c¡l, propagando+ na dhefo defi'

nida pclor trêr ângulos a, p, r, -io.morffados na fgure l.?.-f ¡adhdo aevc ç¡ um¡ ond¡ cstaciondri¡, já

quo tod., suos trêl componentci são ondas estacionífiÂr tndicamor as localizaÉes rte alguns dos nós fuos da

Jid¡ estacionrír¡a por um conJunto de ptanoi perpendlarlares I dhc$o dc propagação c, É, 1' A distância en'

t¡c c3set plâno¡ noãais da radiaglo é cxetamenie i/2, ondc À é scu comPrlrncnto de onda. Tambem indicâmos

3 tocatiáScr, nos três cixo¡, do¡ nór das rrêr componcntcs. A¡ distânch¡ cnt¡c cstes nós 9o

Vlmo¡ escrcver as cxprcrsôcr prra or vrlorcr, nor tsês cixor, dor crmpoi ctéclcos d¡s tÉs componcntcs. sab

E$,tleEo, æn (2a¡tr) æ¡ (!n'¡)
E (Y, tl = E g æ¡ (hot N) *¡ (2lo¿l

Elt, tl = E % *n l?''z l 4¡ çn 12*r,

A êrpreldo púe a componcnte ¡ scprcrntr unr¡ ond& com rmplitudc mlxlmr for, oon vrrhÉo cpschl
çn (2rxl\1,..q.: :r"P com freq0ênch y. C¡mo æn (2ra,A) é zcro prn kÀl0. 1,2,3. _., ¡ onde é
urn¡ ondr crtscionãrir de comPrimcnto dc ond! \, potque terñ'nór frxos æpandoipcla dlstlnch ar = ¡.¡t2.
Ar cxp¡c¡sõc¡ pa¡¡ ar componcntes/ c r repeænt;in ondas cleclonC¡l¡r dc rrnplltuder mlxirn¡¡ e.. c S1-o
comP¡imsntos dc onda rt c Àr' mr3 lodlr ¡s ffi¡ ondr¡ csteclonl¡¡¡r componente3 or"U"r .or . tlaoeltJ
t .ll tldl!ç{o. obs?lttmol quc cssar cxprcs6cr tutometlcemcnle s¡tllazcm I condtÉo dG quc r çgrnponcntc
rlcnhrumnócnr¡=0.rcomponentcytcnhrumnócmy=Qcacomponcntcrtånhruri¡rócmz=0.ü-
n quc ola! tsmbém $tlf¡çtm à condlça-odequer componentcx tenha um nócmx=¿,! componcnrey tè
nhr um nó cm y = ¿ c r oomponcnte z tenh¡ um nó crn j= ¿, f¡Fmo¡

2l/\x=nx
2ll\'=ny
Èh=n'

ondenr=1,2,3,...1nr,=1,2,3,...;nr=l,2,3,...Usando(l-13)cstâscondiÉcificem

(2¡l)cosc=a, l?aþùøsp=n, (bþ'lætl=n,

FIGUR^ l'7. os phnos nod¡b dc um¡ ondr catscionári¡ quc æ pnrpaga em uma cerlr dheça-o em ume caú-
d¡de crûblcr.

Ehv¡rdo os dol¡ membrör derer cqurçõcs ro qurdndo e somando<¡. obtcmo3

(2¿Â)t (colt c + co¡¡ p .t cost 1) = ¡t + aj + al

Or lngutor o, p, 7 têm ¡ p¡oprþdrde

0123,t"' fl+

1
n,

frcqllêncla crn urne

t2

t.

pttt r =¿
P¡,f¡y=a
pe¡åz =a

.,

t"J

ù"rl

L"t'

i-V

t: 28

0-l 3)

\,..-

cotra+cortp4costl=¡

29



Port¡nto

Vamos agora conl¡¡ o núme¡o de freqilências possfveis em um dado intervalo de freqliência, construindo um¡

¡ede cúbic¡ unifo¡mc em um octsnte dc u¡l s¡stcm¡ de coordenadas retangul¿¡es, de tal folml gue ¡s l¡ês co'

o¡den¡d¡¡ de ceda ponto da rcde scJam iguair e um conjunto posrfvel de três inteiros zr, nv n, (vi6e tr9ttrt

ló). Po¡ const¡uç5o, ceda ponto da redc conesponde ¡ uma poslvcl freqilênc¡¡' Além diirc'lV(v)dv,o nú'

m€¡o do f¡eqllêncirr permitides entrc yG r + dv, é Ewl sv(r)d¡, o número de pontos contidorcntrc c¡nr¡das

conc€nt¡icas de ¡aÍn,c¡ e¡ + dr,onde

t=J{-+TTT

De (l-14¡), isto fica

b^=Jq74t4

I ¡t¡r d¡
Nkllr-4¡¡2 fl¡=-

82
tgualando essa exp¡essão a lf(v) dv, e catorlando rt d¡ de (l-l4b), obtemos

associada s cada onda estacion¡¡ria dc fregäência u. De acordo com I fÍúca clássica, a energia de
'un¡ onda pode tcrgualqrær valor, desd€ Tr;ro até infìnito, ændo este yalor propordonal ao qua-
d¡ado do módulo dc sua amplitudc constantc 86. No entanto, para u¡n sistem¡ contendo r¡sr
grande rúr¡Ero do cnte¡ ff¡icos do mes¡r¡o tipo, qu€ estão cm equillbrio térmico ent¡e si a um¡
t€mlr€raturs 1, ¡ ff¡ic¡ clá¡¡ic¡ faz ur¡ta pr€visão bem definid¿ dos valo¡es médrbs das energias

destes ente¡. Isûo so aplica ao nosso caso,Já que o grandç número de ondas estacionár¡as que

oonstitr¡em a rad¡sçÍo térmic¿ dentro da cav¡dade $ão entes do mesmo tipo que estão em equi-
llbrio térmico ent¡e d s u¡ns temp€tatura ln, a temp€ratura das puedes da c¿vidade. Oequilf.
brio térmico é garurtido pelo fato de qræ as pa¡ed€s de qualquer cavidade realvão sempre ab-
Eorvef e irr¿dia¡ novamCote , em dife¡entes fregüéncias c dire@s, ræsrno uma pequena quanti.
dade da radia$o i¡¡cidcnte sobre elas, e, port¿nto, as diferenþs ondas €stac¡onári¡s podcm tro.
ør de enetgagradt¡aln€nûe, como é necessá¡io para $le o eguillbrio æja nrantido.

A previrão wm ds tcori¡ cinédca clásic8, c é Ãnmi'þ þ¡ sa gìnclplo do equÐàïttií&f"
etwglaiEtta lcl af¡¡n¡ quo, pa¡s um si¡tcm¡ dc molécr¡l¡¡ de r¡m gl¡ em equillbrÍo térmico{
ums tenPer¡tu¡a l! a enprga c¡øtica nédia do uua moléorla por gra¡¡ d0 liberdado é kTl2,onÈ
dc,L= t,38 x_10] Þulofrf .cé útmadaænsunte dc hlømsn: A lei se aplica,narea[dadog
ãftrfuGËffidá¡d,ro gue contenbr, no equilfbrio, l"q grande número ào sntöí"ddffi
tipo. Para o caso cons¡dcrado, os entes rõo as o¡tdås estacionárias qræ têm um graù ¡C Í¡be;dåd;,
a amplitude de æu campo elétrico. Po¡tanto, em nrédia, todas suas energias cínétícas têm o mes.
mo Yalor, efl2. No entanto, cada onda estacioná¡ia que oscila ænoidalmente tem uma energia
totøI q\e é igual a dua¡ vezos a sua cnergia cinética média. Esta é uma propriedade usrul de sis"

þmas flsicos qw têm'um único grau de liberdadc e que executam oæila@s harmônicas sim-
ples com o temPo; casos familia¡es são um pe^ndulo ou uma mola. Portanto, cada onda estacio.
n¡l¡ia na cavidade tem, de acordo com a lei de equiputição clásíca, uma energia total médi¡

E =kT (l-r6)

o ponto ¡la¡s importsDt€ I ær notado é quÞ æ prevê qræ a energia ûotål médis tem o lnesmo va..
lor ¡nra todas as ond¡¡ e¡tadoná¡ia¡ n¡ cåyidad€, i¡dcpendentementc de nus freqäêncio..

A cnergia Por ur¡idad€ de volu¡nc no i¡tervalo de fregüência dev av * dv do espectro de
corPo negro de um¡ c¿vidade I tem¡,eratura 1é portanto o produto da energia média por onda
çstacionár¡a wzÊs o trúlr¡crg {ç q¡.bc s¡þciená¡ias no intervalo de fregäência, dividido pelo vo.
lune da cavid¡de. Dc (1.15) c (l-lQ obæmos final¡nente o resultado

'*16+

ondc a-. n- c a, podem sssumir qualqucr v¡lor l¡tei¡o. Es¡¿ equat'o dcccreve a limitação que cxiste per¡ os

posslvcîs oómprilmentos de ond¡ da radht'o ctetromagnét¡c¡ contiù n¡ c¡vidade'

Vamo¡ nov¡mentc continuar.¡ ¿i¡¡¡¡sgo c¡n te¡mo¡ dac f¡cqllências possfveis, em vez dol comprirncn'

tos dc onda posfvci¡, El¡¡ ¡ão

"J=.|-rdg-,'p

Oomo JV(¡) dr é þual ao volume compreendido cnüe ås camadas, multiplicado pela dcnsidade dos pontos da

¡edc, c Já que, por const¡ução, a densidade é u¡n,,lV(¡) dr é simplesmente

?Á
f =-V

c

x<oa"Jff ,, a,

(l-l4a)

it
t

0-t4b) i

0-ls)

C.om isto termlnsmos o c¡ílculo, mas ai¡d¡ devemos mult¡plica¡ cstc resr¡ltado por um fetor 2, pois, para cada

freql!ência posfvct quc con¡ide¡¡¡nos, bl, n¡ ¡ealid¡dc, duas o¡¡d¡s independenter, conespondentes aos dois
posfwis cstados de pol¡¡iz¿çâo d¡ ¡adi¡É clstsomaSnétice. Po¡t¡nto obtivcmos (l-l 2). Pode'se mostrar gue

iV(v) indcpende da forme supostr de cavidrde, c que depende apenas de seu volume. ^

Obserræmos que há uma diferença muito sign¡ficatira entre os resultados obtidos Para o

caso dc uma cavidade tridimensional real e os resultados obtidos ¿rnteriormente para o cæo artifici'
al de uma c¿vidade r¡¡¡idimeruional. Veremos que o fator v2 encontrado em (l'12)' mas n¿fo em

(l.l l), desempcnha¡á um pappl fundamental nos argumentos gue se seguem. Este fator aPa¡çce'

basicamenæ,lorgue vivemoiem um mundo tridi¡nensional - sendo a potência à qual u está ele'

vado igual a essa d¡mens¡onalidade menos u¡n. Embo¡a Plan*, ao soluc¡onar as sérias discrepân'

cias ent¡e a teorÍa cl¡lssica e a experiência, tenhå quest¡onado certos Pontos qu€ s€ ti¡rham como

obvianænte verdadeiros, nem ele nem ôutras p€ssoas trabalhando no problema guestionaram

(t-12). Era, e ainda é, geralmente ace¡to que (l'12) é VáJida.

Agon temos uma contagem do número de ondas estacionárias, O próximo pæso na teoria

clásric¡ dc Rayleigh-Jeans da radiação de corpo negro é fazer o cálculo da cneryia total média

30

BzlpzkT
,,,'Py9)dv V'
'ffii,'-....,.-,.,:.', . é

Bstaé Nîömda de fuyleighJeans pøa ø rodÍação de corpo negro.

Tr

(r-tÐ

Na fìgura l{ comparamos as previsões desa equgo com os dados experimentais. A
disøepância é evidenæ. No limiæ de baixas freqüências, o espcctro clássíco sp aproxim¡ dos re-
n¡ltados expgrimentais, mas, à medida gue a fieqúéncia øesce, a prevMo teórica vai ¿ infìnito.

nfro validadÊ ds tooda glársicr gS regi{o;

tr
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14 TEORHDEPLAI{CKDARADI çÃODEC VIDADE
Ao tentar ¡oluciona¡ a discrepåncia cnü€ t þorl¡ a r cxperi€ncia, Pland< foi þrado a con'

dderar a hipóteæ de uma violação da lci da c$dPafdflô d¡ morgi¡ sob¡e a qual a tcofia tG ba'

laÖrb
d¡i¡sica

I
,
I
I
I
I
Il/

1= l500oK

Re¡¡lt¡do¡
-cxpaüncntelr

2

v (l0ra Hz)

FtGtRÂ l-8. A prcúsão dc Rayþbh-Jcans (linhe pontilhedr) crn comperaçío com os resultados expelF

mentais 0inha ¡ólida) para a dcn¡idadc dä energh dc ¡rne cavldadc de corpo ncgro' mostran'

do e discrçâncie érh chamad¡ de cat¡ístrcfc do ultr8 lolcts.

æry¿ Da fìgura l8 é claro quc a lei dá rcsultadoa satidatórlos para baixas freqäências. Portan'

to, podemôs supor

(1.18)

fito é, a cnergh totsl média tcnde a Él quando a freqllênda æ aProxlme de z¡ro. A disacpân'

cia para altas ftÊq¡iências poderia ser cltminads æ houtrssÊ, por algum motivo' um corte, de

fo,nna qæ

(l-le)

isto é, æ e cnergie total média tender a zcro quando a frcqpênda tenderainfìnito.E¡noutras
palamas, Ptan* descobriu qup, nar¡ cirsr¡nstfudar quc predominem no caso dgadiafo de cor'
po ncgro, a cnergia médla da¡ ondas estacionária¡ é uma funfo da fteqüência 8(v), com es PrÞ
priedades indicadas cm (l-lS) c (1.19). Isto contadiz a lci da eçipartifo da energia $rc assor.

cia à energia média Eum valor Índependcnte da freqi!ênda.

Voltemos à origem da lcl da cquipartiso. Ela augÊ, badcamente, de um resultado m¡l¡
comprcenslvel da teoria sinética clássica, a dishibulçÍo dc Boltznann. ((h argrmrentor qu
lcvrn à distr¡bu¡çÍo dc Boltz¡na'rn cstão desenvoMdar no Apêndict C, Para os ætudanter qu€

¡inda não tém familia¡idade com cla.) Vamot eçi urilizu ume þnru especÍal da dßttíbu@ dc

hltztnonn

I

I

N

É

Iê

x.q

t.-

t-/
l-J

ii

(io/

L.;

t..-

E+kT
r-t0

E+0
t+-

D-alkTfl8)=-
KT

lrJ

+

32

(1.20)

33

ne qutl P(8) d8 é a probabilidadc de encontrar um dado ente de um slstema com energia no in-
teryalo cntre I e I * d8, quando o número de estados dc energia para o entc ncssc interyato in.
dcpnde de 8. Supõe.se quc o sistema contém um gande número de cntes do mesmo tipo cm
cquillbrio térmico a tempcratura I, c lc rcprcsenta a constante de Boltzmann, As energias dos
cntes no sistema que cstamos considerando, um conjunto de ondas estacioná¡i¡s oîc¡lendo cm
rÍoyimento harmônico simples em equillbrlo térmico em ume cavidadc dc corpo negÍo, são go.

vcmadas por (1.20)'

A funçáo de distribuiç¡io dc 8o¡tzmenn cstá intimemenlc rclacion¡de ò função dc distribulçlo de Maxwelt pa.

r¡ r cncryis de uma molócula num sislema de moléa¡hr cm cquilfbrio térmico, Dc falo, r cxponcnchl na dir
trlbuiçao de Boltzmann é ¡esondvcl pclo fator exponcncial nr dllribulção de M¡xwcll. O frtor Srtr,que
slguns cludrntes já dcrærn tct v¡sto ru disttibulção dc Maxwetl, resrlta do fato que o número de catadot de

cncrgia para ums molécr¡h no lntc¡valo de I â I + da nã'o é lndcpcndcntedcS,mâ3sim sumêntapto¡tor-
clonalmcnteaertz.

A funçeo de distribuigo de Boltzmann nos dá informações completa sobre as energies dos
entes no nosso sistema, incluindo, é claro, o valor médio ã das energias. Este pode ser obtido de

{S) usandose (l-20)

(l-21)

O integrando no numerador é a energia 8, com pcso dado pcla probabilidade que o ente tem de

ser encontrado com cste energia, Integrando-æ sobrc todas as energias possfveis, obtém-æ o va-

lo¡ médio desta energia. O denominador é a probabilidade de encontrar o ente @ñ qualquer

eneryia c portanto tem valo¡ um. A integral no numerador pode ær calcutada, e o resultado é
justamente a lei da equipartição da energia

E=kT (t-22)

nrmm or gráIìcos de ^P(8) e E mostradæ na parte supe rior da figura I -9. Esta fìgua é o gráfioo dc

,P(8) em função de 8. Seu valor máximo, llkT, oæne para I = 0, c o valor de P(8) deøesce
sualemente å medida que I øesce, æ aprorimando de zpro quando I .+ æ, lsto é, o resultado
qu æria encontrado com maior probabilidade em ume medida de I é zero. Mas a média Edos

fsl¡ltados que seriam obtidos num grande núme¡o de medidas de I é maior do que zcro, oomo
é ¡nostrado na abscisa da fìgura do alto; já que muitas medidas de I vão dar valores maiores
que zero. A parte de baixo da fìgura 1.9 indica o cálculo de 8-a partir de p(S).

r;i: A grande contribuifib de Planck surgiu qrundo ele descobriu que poderia obter o corte
n€cessário, indicado em (1.-19), se modificasæ o cálculo que leva de P(s) a E, tratando a enèr., fr
$4.8 como æ cla fosç uiäÁvarùtvel dîsctet¿ cm ræz de uma vøùÍvel contlru4ær¡þæmp¿ fot+,
considcr¡da na ffsica clásdc¡. Quantitativamente, lsto pode æÍ feito rcescrewndo-æ (l-21) em
tc¡mos de utna soma, em yez de uma integral. Veremos logo que isto não é diflcil de æt f.ito,
mas srá muito mais instn¡tiyo estudarmos em primeiro lugar a repreæntat'o gráfìca na figura
l-10.

Ptanck supôs que a energia I poderia ter apenas certos valores discretos, em vez de qual-

ó
I

' I 8P(8)d8
J

f 'øo.



qucr valor, c que os vslo¡€s disc¡etos da energia fosem uniformemente distribufdos; ist'o é, cle

tornou

I = 0,48, 248, 348,448,.. . (r-23)

/ì

.Ât

É\l

¡aù

.d+ù

r$l

4r

d,ù

/tb

llc

1

d
*
oÉcon¡o o conjwrto dc valores posfræls da cnergia. Aqui A8 é O intervalo constante entre valores

posslvei¡ suc€sstvos ¿" rn.rgå. A p.æ tuperiãr da hgura l.tg ilustra um cálculo de Ea partlr
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FIGuR le, Ao eltot GráÍtco dr dicribuiso de probEb¡¡idadc dc Botrzm¡nn P(a) = c-aßT ¡¡jf' o vslor

médio rb cne|E¡¡ a p"r" oå airuuui6o é E= kn,quc é a tei c{srice da g4uþTt¡Éo da

cnergia. pan c¡lo¡l¡¡i¡æ v¡lo¡ de õ , integamo¡ 8f(a) de zero ¡té inftnito. Esta é e quantl'

d¡do d¡ qu¡l c¡tamo¡ calc¡¡l¡ndo r médi¡, a, mùltþlic¡da peta probabilidadc rel¡t¡va P(a)

com a qual o v¡lo¡ I æ¡¡l obtido nunu ncdide da cncrgir . Embaìxo:Il'í4 f'iÁfiæ & 8P(8). A

il¡c¡ ¡ob c¡¡¡ q¡rt¡ dl o v¡to¡ dc E.

de (A), p+*..pn caso Bo $¡al A8 ( &1r' Nesþ csso, o resultsdo obtido é E= kT. Ou æJa,,r

obtón c0 
-r¡n-v¡to¡ 

cssds¡oÊlto igrral ao ¡sguttado dárslco, Já que o l¡tcrvalo A8 ó muito "

pequeoo congsrado ¡o i¡têrvalo do 0 a kfno qual{S) y3rts rtc forn¡ dgnificatlvs;Best€ caso "
i¡ó f¡¿ !3nhr¡m¡ difenlçr fr¡od¡nental ¡o I é discret¡ ou contf¡rr¡¿ A Partç do rneio da flgura

l-10 ilrutra o caso no q*i aa =,tL Aqut encontramos E< &f, porqræ a maioria dos entes têm

cnergia I = 0, já quo ¡(8) æm um valoi muito pcçæno pua o primeiro vdor posfvel não nulo

aa,-Ae forma qua$ = 0 domln¡ o cálcr¡lo do valor ¡¡Édio dc 8, e obtém'ç umÉsultadome'

o*. O.foito dõ f¡to ¿c I ær disc¡eto é visto ¡¡rais clara¡nent€, no entantor n¡ Pa¡t€ dc baixo d¿

f¡gg¡ l-l0, $¡o ilu$t¡a urn øso no qgal A8 >> &L Ncsfc caso, a probabilidade de Gnconü8f'

rot ,* cnto-com qurlqrcr doc valop¡ de encrgia posfvois maior qr.rc ?ßn é &splezlwl' já Suo

.P(8) é cxtrcuramcnie pcq,æno pafa todos esses vatotes, o o ¡esultådo obtido é 8( lcl
Rccapitulurdo, n-* ¿*coUu_qræ clo poderi¡ obtcr Ã = IcÎgru¡¡do r difcrença gn!¡-e

GærEþt næt$o¡ A8 for peq¡cne, c I cl 0 quurdo Aß é gfatrde. Csmo oþ Preds¡Yl obtor o

v

FIGURÁ l.l0.Ao altozSp, sene¡Eia 8, não é '¡'" w¡iável contlnua, mas sim rest¡ite I Blotet discretos 0, Á8,
2ABr 3ô6,, ..., como indicado pclos t¡aços no eixo I da frgu¡a, a integral utilizada para o cãi'
culo do v¡lor médio E devc ær s¡bstituída por uma ¡om¡. O valor médio é então uma som¡

das á¡es¡ doe retångulor, ceda ulr de hrgura ô8, e com alturas dadas pelo valor possível de I
multipticedo pcto vzlor de P(A) no começo de cada ¡ntervalo. Nesta figura, A8 ( &1, e como

as energiar posfveis est¡-o ba¡t¡¡tc próximas, a á¡ea de todos os retângulos ttão difere quaæ

da ¡í¡e¡ ¡ob s cufv¡ n¡¿vÊ. Portanto o valor médio 8é quase igual a IcI, o valor obtido ru frgu'

n l'9. M¿loz 68 = kT, e i! tem um vator menor do que no caso da fígura de cinz'Emba{nz
Âs >> *f, e E é mai¡ ¡cduzido ainda. Nas três frguras os retångulos mostrem e cont¡bu¡ção
para a íree þtal de 8f(S), p¡n cad¡ energia posível O retângulo Pa¡a I = 0 tem, é cla¡o,

sempre, altuE z€ro. tsto c8u5a um efeito bastante gande na área total, se as larguras dos re'
tångulor raÌo grandcs,

primciro resuhado para baixor valo¡ps & freqüÉncia v, e o lpgundo Para g¡!4&EJalor€$^ dÊ t&r

ele"obviåmente pre;iüù fsirr ¿c ô8"iÉrö fi¡nc¿o 
"ietonæ 

de u. Alguns cálculos lhe mostr¡ram
qæ æ poderia i;äräî.|eËçeo m¿s s¡rnpt ;fÃssfvel entre A8 e y com esa propr¡edade. Isto é,
ele supôs que essas gandezas fossem proporç¡onais

(t-24\
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Escrito na forma dc uma equaso cn vez dc uma proporcionrlidrde, tcmos

A8=lu i (r¿s)

h=6,63x l0-3'Joulc+

Esta ænstrntc, muito famosa, é c)tiluadaørnstantc dc Planck¡

A fórmula obtida por Planck para E , ao fazer o cálcr¡lo da soma de forma análoga ao da

integral em (l-21), e que obtcremos no excmplo 14' é

(1.26)

l,00

0,75

0,50

0.25

0

** ,ltvlkT + l'+ hvlkT qirando hvlk\ + O_, v€mos qu€ E (r,¡ * klneste limite, como é

prcvisto por (l'18). No limite trr'/er + ø, ¿ftv lkr * -' e E(r') + 0' de aco¡do com a previsão de

(l-le).

A fórmr¡la qræ ele imediatamente obteve para a densidade dc cncrgia do espcctro do cor-
po ncgro, usando esse resultado para ã(rr) cm vcz do valo¡ clásico ã= tf. C

8tw2 hv
P7Q)dv=f 7tr6¡a,

Esl¿ é o especno de corpo negro de Planck A fìgura l-l I mostra uma comparaÉo do resultado
da teoria de Plenck (oxpre¡so em termos-de oomprimento de onda) com os rcsultados cxpcri.
mentais Para um¡l temPeretura I = l595oK. Os ren¡ltados experimentais cstão cm totel acordo
com a fórmuta de Planck, para qualquer temperatura.

Dcvcmoo lembrar quc Ptandt nÍo'alterou a distrlbulfo de Boltanrenn. 'î¡do. quc cle.
fez foi trat¡¡ ¡ cncrgia das ondas estacloná¡ias eletomagréticas, oscllando senoldalmcnte com'ol
tcmpo, como grandeza di¡qeta em ræz de contfnu.

EXEMP¡¡ I.{
obter a cxprersaÌo y'e Planck para a cnergia média êe também para o espccrro de corpo ncgo.
A quântidade Ãé c¡lculada a partir da raza-o ent¡e as somas

¿8P(8)nlt
-._

t P(e)
¡d)

análoga à razâo ent¡e as inlegrais em ( l -21). 'Deyc-s€ usû somes porque, com o postulado de Planck, a energia
8 sc torna uma va¡iável disqeta, que assume apenas os valores g = 0, åy, 2hv,3hv,. . . lsto é, 8' = rá¡,, onde
n = 0, 1,2,3, . . . Substituindo-sc esta exptessão na dístribuição de Boltzmann p(e , = ,-&lkT kT, t" o,

:onde å é a constante de proporctonalidado. I

Cálculos poster¡ores pcrmitiram a Ptand< detcrminar o valor d¡.constantc å, obtcndo o va'

lor que ajustava melhor sua teo¡ia aos dados experimentais. O valor por ele obtido cstavobcm

próximo do valor atualmentc aceito

(t.27)

ht
onde a =-

KT

t-t'

t,7 5

r,50

1,25

E
I

t
o
2,,
o
2
¡r
a,

v
Y

\t
\-ri

!",

v
,'A

i\-nn"nr i no-no

u-|4 
kr 

=krÃ
i\-nnv¡kt î"-'oÁkf ^4

Isto, pot sua vez, pode ser calculado maís facilmente se notarmos que

d6
4=Ze-na

uo rnîr-no= 
donã

da-"¡â î 
"_nonâ

- io1"-'" în*-tro
nta d" n1a

Ë--" -1"-,-

=-trLtn î-r-n"
da n{)

FIGURA l-ll.A previsão dc Planck para a densidade de enctgir 0inhasólttl¡)comp¡radeaolrc$¡tadosex'
peiimcnøis (cfrculos) Para a densidâde de cncryh dc um corpo nego' O-r dados foram diwl-

gados por cobtentz # tste e foram obtidos para um¡ lcmper¡tura de 1595'K. O autor oÞ

seryou em scu altito que, após traça¡ as cut"ti dt cnergir eçcctral tesuttantes de suas medi-

das, ..dcvido 
"o-*itõ 

á" i¡rt", räi impossfvet nos meses seguirtes dat etenÉo à enálise dos

. dador'. os ¿a¿os, quando finalmente analisados, leva¡am a um vator dc 6,5? x lo-t'joule+
Para a constantc de Planck.
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6lv)=-
"hvlkÎ - 1

r (10'Â)

de forma que

E= lcI

37



M¿s

i 
"-n"= 

I + c-û + c-2s+ c-3d+ -'
¡Ð 

=l+x+ JF+xr+-'

(1 -X)-t=l+X+F+Xr+-'

onde X = e-c

e

dc forma quc

d
ë= -åv-ln (t - c-o)-t

ds

-hv l)(l - ¿-c¡-r'-c
(l - c-c¡-r

hvc-d hv hv=t_*=ñw
obtivemos (1.26) pa¡a I energia méàia de uma onda estacioná¡ia elet¡omagnóticå de freqliência v' Multipli'

c¡ndo esse expres€o por (l-12), o núme¡o,lv(y) dy de ondas que têm csta freqliência, obtido no exemplo l'3'

obtemos imediatamente o cspectro de corPo ne8¡o de Planck' (t'2?)' a

EXEMPU) I.5
É convenþnte, ne análisp de resultados experimentais, como n:¡ Ígwa l-ll' expressa¡mos o especüo

dc corpo negro de Planck em função do complimento de ond¡ tr em vez da freqilência r" obter efÀ)' a cx'

prrrøo..p"ra o eryêcl¡o de Planck em fung-o do compfimento de onda, a pa¡ti¡-dc pfi'), a expressão para o

.çrrfro ". fungo aa freqtiência. A quantidadc efl) é deñnida å P.¡tif da igualdade pfÀ) dX= -pr(vl dv'

-' 
À (10' A)

FIGURA l-l 2. A dcnsidade dc encrgia dc Planck da radiaçío de corpo negto E várias tcmPereturas em função

do comPf¡mento de onda, observc que o comprimento dc onda no qual a cufv¿ atinSe scu má.

ximo dec¡esc¿ à medida quc a tçmperatùra crescc'

38

o sinal meno-s tÍio.q1" cmbora rfÀ) e plv) sejam ambos posítivos, dy e dà, rêm ¡in¿i¡ oposros, (um
rcré¡clrno na ¡reqrænc¡8 prus Um Oecl€sc¡mo cor¡€spondente no comprimento de onda.)

Da relaçelo I = c/tJ çrnss ¿y = -(c/Àt ) dÀ, ou dvldÀ = -(cÀr ), de forma que

dyc
plxl= -pn/¡v)-- p¡vl-

dÀ ' ¡\t

S€ f¡zermos ago¡a v = ch em (1.27, obtemos

Sthc dÀcltlax=;-ffi

Na l-tgura l'12 most¡amo¡ um grífico d" plf) x I para vrírias tempereturas d¡ferentes. A mudança de.cor
vømelh¿" para a 'tor bnnce" e para a 'coi.azul" da radiação térmíce, à medida que a tempersrun eumental
$ torna ev¡dente quando csúuds¡nos e dislribuit''o de energia ¡sd¡enþ €m funSo do compr¡mento de ondâ
pars temperaturst cresocnæ¡. .

A lei de stefan, (l-2), e a le¡ do dedoc¿mento de wien, (l-3), podem s€r obtidas a partir
da fórmula de Planck. Ajustafrdo-as aos resultados experiÍ¡entais, podemos determina¡ os valo-
res das constantes h e k. A lei de Stefan é obtida integrando-æ a lei de Planck sobre todo o eç
Pectro de comPrimento de onda. Obtém-æ gue a radiância é proporcional à quarta potência da
temlreratura, sendo a constånte de proporcionalidade hf k4 llsc2å3 identifìcada com o, a conr
t¡nte de stefan, qræ tem o valo¡ dcterminado Gxper¡mentalriente de 5,6? x lO-8w/¡na-o¡r.
A lei do deslocar¡ænto dp tvien é obtida fazendo-se dp0)/dÀ = 0. Encontramos \rxr =
020l4hc/k, e identificamos o lado direito desta equação com a constante de 1Vien, deiËñina.
da cxperimentalmente como ændo 2,898 x lO-3m-oK. usando-se esæs doisvaloresmedidos,
e suPondo'æ uln valor Pa¡a a velocidade da luz c, podemos c¿Icutar os valores de h e k.De fato,
isto foi feito por Planú, estar¡do os yalores obtidos bastante próximos dos obtidos posterior.
m€nt€ por outros ¡¡útodos.

l-5 o u.so D_A- tJI DÄBADTAçÃO,DE pr.At{ß NA TEAMOMEf,RTÂ?

- - A radiaçalo em¡t¡d¡ Por um corpo quente pode scr usade para medir s¡a tempetatura. Se a radiafão fo.
lal é usada, entã'o, a partir d¡ tei de Stef¡n-Boltzmann, sabemos que e razllo enû;asenerg¡aÍemitldaspelac
duas fontes é þual à rezlo cnt¡o rs quùtas potências das temperaturas, No entanto, é d¡fícil medir a radiação
tot¿l da maioria das fontet. dc forma que medimos, em vez dele, a radiâncl¡ rcb¡e uma faixa finita de comlr¡
me¡tos de onda. Aqui utiliz¡mos e lei dc radiafo de Planck, que dá r r¿diância em funfo da temp€ratura
c. do oomprirnento de ondl Pua radia$'ö monocromática de compr¡menûo de onda à,, a räão ent¡e as ¡nten-
ridades espectrais em¡t¡d¡r por fontes a IroK c a I, "K é dada pela lei de planck como

Jclt&T, _ t

lcIúT, _ t
Se. It é tomada como lemperatura de referência pad¡ão, entäo I, pode ser determinada ¡elativamente ¡ este

Idol'"-p-.ttit desta exprersío, medindo-æ a razão expcriment"lrente, Esse procedimento é utilizado na
Escala Prática dc Tcmpcnlurs tntgrnacional, onde o ponto de fusão no¡mat do ou¡o 006BoC) é tom¡do
@mo o ponto fixo padrão. lr;lo é, o pùôñctto óltco é, ajustÃdo de forma a comparar a radiância cpecüat de

:,r .opo negro ¡ tcmpe¡¡twr desconhecida f > t06g"c com um corpo ncgro no ponto de fusão do ouro.
Na.p¡åticai pa¡a lcva¡ eo cont¡ que a maioria das fonte¡ não são corpor neg¡os e que um¡ faixa egectral
fhita é usada em vcz de ediaçalo monocromática, dcvemos estÊnder ; teor¡ae adotar procedimentos esp€.
ci¡is.

A maio¡ia dos p¡tômcros ótioos us¡ o olho como um dctecto¡ e necessita de uma larga faixa espco
tral, de forma que haþ s¡ficþnte cne¡gia pare quc o olho enxcrgue. o tipo mais símples e mais precio de ins.
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tn¡ñcÍto uido p¡r¡ tcmFÎrtusrt lciÍì¡ do ponto dc fuco do oü¡o é o Phônctlo-óttco de fil¡mcnto (v¡r

ft¡¡,. l.l3), A luz da fonr or¡ tÀpcnt*i qo.,"to, ,nodh é focrtÞ¡dr pb¡c o fitamcnto d¡ lârnptd¡ do

Dhtmcüo, e r¡ri¡æ ¡ corcnrc';a råp"¿" .té qu. o fihmcnùo pücçü $mh nå lmrgem_dr fontc. unr cali'

üË" -¡ti¿"i c potcnclômÊtfor dc prcclrto rræg'nrn unu ncdldr proci'. d¡ t''npcl¡tl¡r¡' 
,

um cxenpb pútlq¡lrrmcntc lnt.r"tt"ntc nr crtegor¡ ¡cill ¡l¡ tc¡¡ro¡net¡h ur¡ndo r¡rdhÉo dc oo¡'

9o n"so rir i.bti¿o p.r Di;¡;;, P;bt . wntq tÃ 66ia" dc 1950. Usando um ndlotchsoóplo qut

opcr¡yr cm urn c¡mpo A. ærnprtmcitos dc ondr dc rbgn¡ nllúnctot r d8un! ccntfmcttos' clc¡ de¡cobri¡arn

qü 
" 

.æ""t- A. co¡po t¡.go d" 6¿Uøo .Ltot"gt¿tt¡¡, coíl utlu tcrnpcr¡tr¡rr crnsttllclcr dc rproxlma'

ãÃont ¡'I(, crtl et'lnghðo t i* ót Er¡¡ ¡ntcn*¿¡¿c c¡r todlt It dhÊÉcl A unformldadc cm dhcf,o

hdt q"" . L¿¡"øo irccnchao untver¡o-unlfonncrnentc. O¡ r't¡offilco¡ conddcr¡m Gss's mcdld¡3 cono

microrcópio

fontc dc

rrdhçÍo

Ã contribuição de Ptan* pode sÊr colocada na form¡ dc um Postulado' toTo T *l::
MtCus ate Íß¡æ oom um grutt dc libadade arþ."æordenoda" é "'* fuY:-

do ,ffiiir;oî:;ä¡; ;".f,rçõ"; høn¡ntas sb¡q,hsl pdc poñtþ apenas eneqtot totals I
qtte s$awnàtcl^øo

8=nhv
"r ': n=Orlr2r3r.

ondev ë afteqûêncta da o*{la$o, c hunu@ttîtøttuunteûüL
pá."t. *ot¿tnada é usada em æu æntido gpral, dgrrifìøndo qualçer ryti9"-1:d.r*;;;diditJ-ta".t do cnt9. São exemplos o lptt*l-" 11i:1"1Ï

angular de um fndulo c a amplitudc de uma onila. Em todo¡ esses exemplos as coo¡denadas

são também funses ænoidais dotempo.
Um diagrama Ae ntve¡ de energia, oomo é mogtr¡do nr figura l'14' nos d1*1f:Ti

-";ä;äñ;;;;rp"rtamento ¿e um ente ¡c'ido pof essÊ postulado, e ?rbé. Í,_q1
para resSaltar ¿ difefença.nti. tt. comPorta¡nento C o què ssris €sP€radotom base na

ãrnü:-il;ãaffia aese tipo, indicamos por uma linha horizontal cåda um dos

cstados de cncrgia. Ã dsten6. dáuma llnha à tlnha de enerüa zero é proporcional à energia

. A cxprcrco btg ba,g podcria ser tfaduzid¡ como "grrndc cxptosío". Preferimos' entletento'

. .rn JJiir-tñä;öäJ;;;;;te cntrc os flsioor brasitchos quc 
" ïf:t'S 19: T"q::-'::":1:

;ä-ä-u]i;;i;;;;;ñ';i;ærh h¡vtdoomr td "cxplon-o'nosprhnórdlos da formaçãodo

äïäï;i;ä'ij;'iifrä;"r"ä;;;;;îJ;¡o de quc o unt'ciso crl em cxpansão' (N' do r')

Þ
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FtGtrR¡, 1.13. Dhgrama cquemático de um plrômctro ótlco'

umr forte cvldêncb crú f¡vor dr ch¡mrda '1co¡h do btr baag-i ægundo r qual o unlwrso cla¡l¡ n¡ fo¡m¡

dc ¡mr bol¡ de fogO multo acns 
- 

quentc dc prrtfarhib ndhÉ hI ¡Prorlmedlme]ntc l0r c rnor' Dcvltlo

I cxpanso obæq6ente e ro cfclto úppter, crpcr'rrae.la quc r tcfltp''atuie d¡ ndleso ellvcssc stutlmcntt

& oidcm do vator obærtrdo dc 3oK.

,.t{l' ': o Postt IlDo IrE nir¡¡cK E SUAS IMPIICÀçÛr3

4 4l

ttl ¡ qud ch corcrpolrdc. Como o cnte pode tcr qualqucr cnergla dc zero e lnflnlto, dc ¡cordo
ø¡r r fldc¡ clísslca, o dirgramr de.nfwis dc cncrgia ctássico cond¡ûc de um contfnuo de l¡nhdf
$É tG cJtcndem pa¡! cima r partlr dc æro. No cntanto, o entc, cxcqrtando oscilagc¡ h¡rmônl.l
cú dÍrplcr, podc tlr rpenar as cncryías totais disqetas I = 0,lru, 2lo,3hvr. . ., caso etc obcdc-
F !o qostulsdg dc. Plandc. Isto é lndicado pelo conjunto disc¡eto & llnhas em æu diagrama ã
ûfwb dê ener$a. A cncrgla do ente que obcdecc ao postulado de Plendßé dltaquanttzada,os
crtadordcenergiaposfwbgodito¡esfadosquântíøs,eointeiro¡é dilonúnurc4úntlæ,.

É poslræl quc o cstudantc æ ¡ecordc de alguns sistemas ffdcos orjo oomportamento pa-
f?oc 6rtû cm ctaro de¡acordo com o postulado de Planck. Por cxempto, um p€ndulo .orùt
cxccuta oæilaSr harmônlcas simples, € mesmo assÍm esse sistema æftanrent€ pa¡eoe ær q¡paz

dc posulr urn conJunto contlnuo de encrgie. Antes dc eceitermor cssc argumcnto, cnùetanto,
fartmos algumas estimativas numéricas stmples relacionadas com cstê sistem¡.

- 

I =5åY

- 

I = ¡llly

- 

8=thv

- 

8=zhe

-8 

=àP
A=0 

-8=0

Pl¡nck

HGURA l-14,À cqucrda: Ar cncrghr poslwk pln um rlstemr cllslco, oslhndo ænold¡ìmcntc com frc'
q0€nch r, do dbhlbufd¡¡ continuamcnte. À d¡¡crta: Ar cncrgbi posfvels, dc ¡cordo com o
postul¡do dc Plenck, Éo dlst¡ibulde¡ dlscretamente, Jl que podem ¡3srrnlr rpcnar or vatores
¡åv. Dlzcno¡ quc a encrgle é qurntlzrda, a ecndo o nrlmcro qu¡nt¡co dc um cstrdo quânt¡co
posfiæL

E'G¡'lPrc Tó
Un pêndulo, conrlrtlndo de um¡ m¡g¡ dc 0,01 þ, ertf suçeîso por utnr cordt dc 0,1 m de comprl-

ncnlo. F¡çrmot a rmPl¡tudc dc nra orclhfo tel quc r cordr em nrar porl$cr extrcmrt façr um ângulo
do 0'l nd com ! Ertlcrt" A cnc4le do p€nduto dinlnul, por cxempto, dcvldo¡ cfcito¡ dc ¡trfto. A dlmlnul,
fo tb cncrgb obscrr¡d¡ é contlnu¡ ou dcæontfnu¡?

A freqllênch de orclhgo do p€ndulo é

t Ft lmy=- l-=- ¡-=l,qs2¡J I 2¡:l 0,1 m

A cnccgls do pêndulo é lgu¡t i sus cncrgle potenclat mÁxima

ngh=nSl(l - cos0)=[,Qt kgx9,8 m/st x0,t m x(l - cos0,l)

=jXl0_3Joule

AeneAle do pêndulo é quantlzada, dc formaque variações de encrgia ocor¡cm cm saltos de valo¡ô.E. =l¡y;llr¡t

ú = hv = 6,63 x l0-t. Joulc-s x 1,6/r = lO-t I Joulc

le1n9 quc E = 5 x lO-t Joule. Portanto, úlE = 2 x l0-2 t. logo, para obsewarmos quc a diminuiçåo na
cneBi¡ é dllcret!, precisarnor medi-le com prccisaio malor do qu" ãu"i partc¡cm lort, Èevidentc que mce
no o cquipamcnio cxper¡mcntal mai¡ sensfvet é totalrnente incapaz de ter cata resolução em encrgia. ^

I
*irffi

ffi
.@
ffim
Oisico



conclufoo¡ que experiênciarGtrwlvendo r¡m pêndulo oomum não podem determinar æ o

p"rü,l"dr da pt-di ¿ øi¡¿o ou não. O mes¡no é válido para experiências em todos os outros

¡istpm¡¡ mrcánicos macroscópicos O fato de l¡ ær ext¡e¡¡a¡nente P€queno faz com que o,s 1f'
*f, a. u*rgi" dææs sistemÅ esþjan tão próximos urs dos outfos que se tor¡a imposlvcl di+

õ;Jil d.-*t" distribuição *nifo,4 Sem drlvida, å poderia ser tomado çgmo zÊro para sis

t* 
-"1¡S*t, 

c, de fato, uma fonn¡ de redr¡zir as fórmulas quânticas ao æu li¡nitc clássico é

irrtt n * 0 nessas fõrmulas. Apen¡s qrundo conside¡¡mos sislemas nos quais r' é rnuito grande

cþu 8 é tÍo poqwno que A8: hv é-dz ordem de I é qræ estamos em con{frs de tpsta¡ o

óstu¡¡do ¿c ifai*. Eiemplos são, cvidente¡nente, as ondas estacioná¡ias de alta fieqüÊncia na

i.¿¡"go ¿. corpo negro. M¡titos outros exemplos æ¡ão consid.¡ados nos próximos capftttlos'

I.7 T'M FOUCI) DE H.I TON¡¡ DA FTSICA QUÂIVTICA

Em a¡¡ form¡ o¡iginat, o Postut¡do de Pl¡nck não e¡. täo ab¡8f¡8ente quanto na forma em gue o exPu'

æmor O t¡sb¡lho l¡¡cial- de Planck foi fcito t¡¡tando, del¡Ihedrmentr, o comportârnento de elétronr nas pe'

¡cde¡ do cottto notro c æu acoplamento ou lnte¡8Éo com e radiafo elet¡omâ8nética denEo d¿ cL¡dade'

E¡1G æopl¡!¡ento hn ¡o me¡mó falor ut que obtivemos cm (l'12) se part¡¡mos de a¡gumentos maisgerais'

dcvirto¡ i R¡ylcrgh o Jeans. Atf¡vés d3sts ¡coph¡nento, Plsnck ¡¡¡os¡ou ¡ energia a uma dada freqilência da

¡¡d¡¡ffo dE å.ñ oe¡o à.oe¡gh de r¡m cléton ne ¡nredq orcihndo ænoid¡lmente com a mesma fregüência'

c olc podulou rD€n¡t que a cne.rgia d¡ pütfo¡h oscil¡trtc é quantizede SomentÊ mats ta¡dc foi que P¡anck

¡ocitoi r tdéia ø quc ar p¡óprhi ond¡r elctromagnétic¡s e¡¡m qruntlzadas, e o postuhdo foi empliado de

forme r lncluir quaþuc¡ entc c¡¡j¡ coo¡denad¡ osc¡¡acsc seno¡d¡l¡nentc.

Em princfpb, Pt¡ncL nó €stsy¡ certo !e c¡s ht¡oduÉo d¡ constant€å e¡a apenas um ¡¡tiffcio mate'

¡ultlco ou i¡go ó ¡i¡nftc¡¿o flsico mais profundo. Num¡ cs¡t¡ a R. ì¡t. Wood, nânck chamou seu postulado

liEitrjo d€ tm ¡tode dcrcçero", "Eu âb¡e", ccc¡eveu,'que o probterna (do equillbrio ent¡e maté¡h e ra'

d¡"Éo) é do fund¡mc¡t¡l ¡þnificado pare a flrica; eu ¡abi¡ a fó¡muh que reproduz a distribu_lção de energia

no iço3to ¡or¡n¡t; ¡u¡ inierprotação tÁtlq tt¡tlt¿ que æ¡ encontr¿da r quolquer custo, nj[o lnteæssando

Cu& t¡to". Po¡ rn¡i¡ dc um¿ d,ócada, Phnc& tcntou encaix¿¡ ¡ idch quântica dent¡o.da teo¡la_clissic¡' Em ca'
j. æot"tit¿, aþ peredr r€our dc a¡¡ ou¡adi¡ o¡iginal, m¡¡ æmp¡c gøeve nover idéias G técnlcas que s teoria

qr¡i¡f¡c¡ ¡n¡¡ t¡rda ¡dotou. Ap4rentemcntsr o que Í¡n¡lmente o 0onvençou ds Goneção e do profundo signi

ng¡¿o ¿r nra hipóææ quiintica foi o f¡to dessa hipStese teva¡ a um¡ formulação mais exate da tercei¡a lei

d¡ te¡n¡odi¡É¡nlc¡ c do conceito est¡tfstio de enEoP¡a.

Fol druantc cræ perfodo de dúvida que Planck foi oed¡tordojo¡natalemão depes4ui*Anrulender
pttydh. En 1905, ctc ¡ecebcu o primciro ertþo de Einstein sobrc a ¡cl¡t¡vidade, e defendeu vigorosamente

€¡s t¡rbûllro. Dcpoir di¡¡o, to¡nou-æ um do¡ p¡troqo¡ do þvem Ei¡¡þl¡ cm cf¡culo¡ cþnllficoq m¡s ¡esistlu

du¡¡ntc d$¡a tofupo ¡r idéh¡ cmitid¡¡ pof El¡rgein ¡ob¡c e teorir quôntica da rodiação, quc mai¡ t¿¡de con'

f¡¡¡¡¡r¡o ãc1çnAqr¡¡ o próprto lrlbrlho d¡ Pl¡ncxJi¡sæin, o¡j¡ g¡ofund¡ visão do cht¡omqnest¡s¡ño e da

mocl¡bt o¡t¡tl¡ttc¡ t¡lvci fossc lnbr¡¡líwl ne¡s¡ époc¡, viu como ¡?sutt¡¡b do t¡¡bålho dc Phnck c necessída'

do dc um¡ rcformuht'o complcta ¡u cdetfst¡ca ô ctelromagnetisrno ctísico¡ Ele fo¡mutou previsões c inter'
p¡etEçõÊr dc muito¡ ienômeno¡ flsicor quc fo¡am mai¡ tarde nol¡volnrente confumados pelas expetilncias.

i¡o p¡óxt¡no c¡pftulo. yar¡¡o3 voltsr ¡ umäeste¡ fcnômenos c rcguir um out¡o caminho em direfo à mccônica

quiatlcr,
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Um oorpo negro sempre ap¡uente ser negro? Expl¡que o termo corpo negro.

Cavidades formadas por carrrões em brasa prirecem mais brilhantes que os próprios car.
vões. É a temp€raturs em tais c¡vidades aprcciavclmente maior do græ a temperatwa da
superflcie de um carvão inca¡¡descenþ exposto?

& olharmos para o htcrior de uma cavidade cujas paredes são mantidas a uma temperatu-

ra @nstant€, or destalhes do interior não são visfveis. Explique.

A relâSo Àt = sf é €xata para corpos neg¡os e vale pua todas as temperaturas. Por qw
essa relação não é r¡sada como base para urna definição de temperatura a, por exemplo,

100'c?

Um pedaço de n¡etal brilha com um¿ cor vermelha brilhante a I100'K. Nesta mesma tem-
peratura, no entanûo, um pedaço de quartzo absolutamente não brilha. Explique. (Suges-

tão: o quartzo é transparent€ à luz visfvel.)

Faça uma lists das funções de distribuição usadas normalmente nas ciênciæ rcciais (por
exemplo, distribuição de famflias em relação à renda). Em c¿d¿ caso, especifÌque se a va-

riável cuja distribuição é descrita é discreta ou contínua.

Em (14), qræ relaciona a r¡diância espectral com a densidade de energia, que dimensões

deveria ter a constsnde de proporcionalidade?

QuaI é a origem da catástrofe do ult¡avioleta?

A lei da equipa¡tição da eneryia requer que o calor especffÌco dos gases seja independente
da temperatwa, o que não está de acordo com a experiência. Vimos que essa lei conduz à

lei de radiação de Rayleigh-Jeans, que também não está de acordo com a experiéncia. Co
mo vooê pode relacionar nestes dois casos a não validade da lei da equipartição?

Compare as definições e as di¡nensões da radiâncie espectral R/u), da radiância.R, e a
densidade de energa p r(v).
Por gue sÊ usa normalmente um pirômetro ótico para temperaturas acima do ponto de

fusão do ouro € não abaixo dele? Qu¡ir eþjstgs t€m tipicamente suas temperatu¡as npdi.
das desa form¡?

IIá grandezas qUn :z^das na ffsica clássica? É a energia guanfi"'da na física clásic¿?

Fae æntido fs¡sr de qua¡¡tização da carga em ffsica? Em que isto é diferente da quantiza-

ç5o da energia?

As partfculas çþnentares p¡uecem ter um conjunto discreto de massas de repouso. Po-
de-æ encara¡ çssc fato como uma qruntização da massa?

Em muitos sish¡n¡s clássicos as freqüências possfveis são quantizadas. Cite alguns desæs
sistemas. Nestes casos a cnergia também é qruntízada?

Mostre gue a constantÊ de Pla¡rck tcm di¡nen$es de momento angutar. Isto necessaria-
mente sugere guÊ o mon¡ento angUlar é guantizado?

Para qræ os efeitor quânticos fosæm perceptfveis no dia-adia de nosas vidas, qual deveria
ær a o¡dem de grrndaza mlni¡na de å?
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18.

19.

20.

O que é que a radia$o de corpo ncgo univtrsal de 3oK nos diz,* é que diz algo, sobre a

temperatura do espaço exterior?

A teoria de Planck zugere estados de cnergia atômlca quantizados?

Discuta o fato memorável de que e descobertâ de que a cnergia é discreta ter sido feita pe-

la primeira wz na análise de um espectro contfnuo cmitido por átomos ¡nteragindo cm

um sólido, em yez de te¡ sido feita na análiæ de um eqp€ctro discreto tal como o emitido
por um átomo isolado em um gás.
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PROBLEMAS

n Em que comprirnento de onda um radiador de cavidade a 600OoK irradia mais por unida-
de de comprimento de onda?

2. Most¡e que a constante de proporcionalidade em (1.4) é 4/c. Isto é, mostre que a retação
entre a radiância espectral Rr(u) e a densidade de energia pfi,) é R"(r,) = (c/a)oyÞ) av.

t) Considere duas cavidades de materiat e formato arbitrários, as duas a uma mesma tempe.
rctvra T, ligadas por um tubo cstre¡to no qual podem ser colocados fìltros de cor (supos
tos ideais) que vão permitir a passagem apenas de radiação com uma dada freqäência u.
(a) Suponha que cm uma certa freqüência v', pr(v') dv pa:.a a cavidade I seja maior que

p¡Q') dv para a cavidade 2. Um lìltro que permite a passagem apenas da freqüência u'é
colocado no tubo que liga as duas cavidades. Discuta o que vai acontecer em termos de
fluxo de energia. (b) O que.v¡i acontecer com as respectivas temperaturas? (c) Mostre que
isto violaria a segunda lei da termodinâmica; portanto, prove que todos os corpos negros a

uma mesma temperatura devem emitir radiação térmica com o mesmo espectro, indepen.

^ dentemente dos detalhes de sua composiçâo.

t.\ Um radiador de c¿vidade a 6000'K tem um oriffcio de 0,10 mm de diâmetro feito em sua
parede. Ache a potência irradiada através do oriffcio no in tervalo de comprimentos de on-

. da entre 5500 ,{ e 5510 Å. (Sugestão: Veja problema 2.)

i.) (a) Supondo que a tcmperatura da superfície do sol é 5?00oK, use a lei de Stefan, (1.2),
para determinar a massa de repouso perdida por segundo pelo sot sob forma de radiação.
Considere o diâmetro do sol como ændo I ,4 x I 0e m. (b) Que fração da massa de repouso
do sol é perdida a cada ano sob forma de radiação ctetromagnética? Considere a massa de
repouso do sot sendo 2,0 x l03okg.

i. Em uma explosã'o tefmonuclear, a temperatura no centro da explosão é momentaneamen-
te 10?oK. Ache o comprimen¡o de onda para o qual a radiação emitida é máxima.

'. A uma dada temperaturâ, Àrn.* = ó500 Â para uma cavidade de corpo negro. eual será

À,n"* * a temperatura nas paredes da cavidade for aumentada de forma que a taxa de

emissão de radiaSo espectral æja duplicada?

. A que comprimento de onda o corpo humano emile sua radiação térmica máxima? Apre-
sente umå lista das hipóteses que vooê fezpua chegar a esta resposta.

. Supondo eue Àn.,"* está no infravermelho próximo para a radiação térmica de cor verme-
lha e no ult¡avioleta próximo para a radiação térmica de cor azul, a aproximadamente que
temperatura na lei do deslocamento de Wien corresponde a radiaçat térmica de cor ver-
melha? E a de cor azul?

Ù. A taxa média de radiafo solar incidente por unidade de área sobre a superffcie da Te¡ra é

0185 cal/crnz.min (ou 355 Wm2). (a) Explique a consistênc¡a entre esse número e a
constante solar (a energia solar que ¡ncide segundo a normal por unidade de tempo sobre
uma unidade de área da superffcie da Terra) cujo valor é 194 øUcm2-min (ou 1340
lV/m'). (b) Considere a Terra como sendo um corpo ncgro irradiando energia para o espa-

ço segundo essa mesma taxa. Qual seria a temperatura de sua superffcie sob tais circuns-
tâncias?

45



I l.

't2.

Mostre que a lei da radiaçlio de Rayleigh-Jeans, (l-l?), não é consistente com a lei do des'

locamento de Wien u."" c< f, (l'3a), ou Àfn.*r= const' (l'3b)'

Obtemos vmax para o espectro de corpo negro fazendo dpr(v)ldv = 0, e À,n.* fazendo

dpr(À)/dl = 0. Por gue não é poslvel obter a partir de À."*I = const que rma* =

const x 1, simplesmente us¿ndo-æ Àn.o* = c/r,n.*? Isto é, por que é errado suPor'æ que

,r"*1..* = c, onde c é a velocidade da luz?

Considere os segu¡ntes fiúmeros: 2, 3, 3, 4, l, 2,2, l, 0 repreæntando o número de gois

feitos em cada partida pelo Fluminense no último camP€onato. (a) Calcular diretamente

o número médio de gois por Pattida. (b) Seja x uma va¡iável significando o nú¡nero de

gois por partida, e æja flx) o número de vezes que o número x aParece. Mostre gw o nfi'

mero nÉdio de gois por partida pode ær escrito como

É'l(Ð
=-0

åon
(c) Seja p(x) a probabilidade de se obter o número ¡. Mostre que .Í é dado por

t3.

14. Considere a função

0(x(10

qualquer outro r

f .nn*

f to,*

x:= Exp(x)

4'¡=f 1ro -'f
Í(x)= o

G) A partir de

ache o valor médio de x. (b) Suponha que a variável x é disc¡eta em vez de contfnua. Su'

ponha que Ax - I , de modo que x toma apenas os valores intei¡os 0, 1,2, . . .,10. Cdcu-

le i e compare com o resultado obtido no item (a). (Sugestllo: Pode ser mais fácil calq¡lar

a sonri¡ apropriada di¡etamente, em vez de trabalhar com fórmulas gerais de soma.) (c)

Calcule .f para Ax = 5, isto é, x = 0, 5, 10. Compue este resultado com o obtido no item

G). (d) Faça uma analogia enùe os resultados obt¡dos neste problema e a discussão da

ñ sgão t4. Assegure-se de ter entendido os paffis desempenhados por I, A8 e {8).
!5. ì Usan¿o æ relaçõcs p(8', = ,-aßr¡kTelî {S)dg = l,faça ocálculo daintegnl de (l-21)
" e obtcnha (l-22),8 = kT.

¡6. Uæ a relação Rr(v) dv = (cla)pr(v) du, entre a radiância espectral e a densidade de ener'
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gia, e a lei da radiação de Planck para obter a lei de Stefan. Isto é, demonstre que

Tzon v3 dv

":|iffi=or
onde q x 2tts ko ll5ê h' .

I Tddo oo\
lsucestão:, i--¿ =- |
\- Jo4-t tsl

obtenha a lei do deslocamento { Itun, Àr.*r = 0,2014 hcrk,resolvendo a equaçøo
dp(lr)ldl' = 0. (sugestiÍo: Fag hcfl,kr = x ä'ñostre que a equação citada leva a e-r *
xlS = l. Mostre enüÍo que r = 4,965 é a solução.)

Pa¡a verifìc¿¡ experinrcntalnænte que a radiação universal de 3oK, recenter¡¡ente descober-
ta' se ajusta predsamente ao espectro de corpo negro, decide-æ medir Rfl) desdc um ì
*1o: S:.. Àr¡{,_Pt^" o qual, ß¡(À) = 0,2Rrûm.x), até um À maior que \"*, para o
qual RtO) = 0,41\n"*) novamente. entré qúô valores de À devem ær feiiai^as meo_
das?
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potencia.l de corte; limiar de freqüências; auséncia de retardamento
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Compton
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monto, fotoelétrica, de produção de pares, e total; atenuação exponencial; coefìciente de
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Fótons - Propriedades
Corpusculares da Radiação

z.t nrrnouuçÃo 4
NesÛe capftulo examina¡emos processos nos quais a radia$o interage com a matéria. Três

processos (o efeito fotoelétrico, o efeito Compton e a produção de pares) envolvem o espalha.
msnÛo ou ¡¡beorçfo dc ¡ad¡atro pela natéria. Dois prooesos ftremsstralilung'c uriquilaçro de
pares) envolvem a produçifo de radiação. Em cada cæo obteremos evidências experimenta¡s de
qræ a radiação se comporta como uma,partlcula em sua interação com a matéria, diferentemen-
te do comportamento ondulatório qræ apresenta quando æ propaga. No próximo capítulo estu-
duemos uma generaliza$o desæ resultado, devida a de Broglie, que teva diretamente à mecáni-
ca guântica" Algum material destes dois capftulos pode ser uma revisão de tópicos que o estu-
dante já encontrou ao estudar ffsica ele¡nentar.

za oEFEirïffiffi ffiÍ
Foi em 1886 e 1887 que Heinrictr Hertz realizou as experiências que pela primeira vez

confirma¡am a existênda de ond¿s eletromagnéticas e a teoria de Ma¡<well sobre a propagação

I l*. ! um desscs fator paradoxais e fascinar¡tes na história d¿ ciência que Hertz t€nha nota.
do, no decorrer de ruas cxperiências, o efeito que Einstein mais ta¡de u*u p"r" conhadizer ou-
tros asPectos da Ûeoria eletromagnétic¡ clássica. Hertz descobriu qu€ u¡ns descarga clét¡¡cs €otr$
jois eletrodos ooo¡æ nai¡. fadlncnte quando se faz incidir sobre um deles tuz ultraúotetaþ
Iteyd'-æsuindo algunr exPerinentos de Hallwact¡s, mostrou logo em æguida qw a luz ultra.
violeta faciüti a dcscarga so fazü com que elét¡ons æjam emitiãos da sulerffcie do catodo. A
er¡ússa--o de elétrons de uma superffcie, devida å incidéncia de tuz sobre essa superflcie, é chama-
da eleito Íotoel¿ttico.

- A figura 2'l mostr¡ um aparelho usado para estuda¡ o efeito fotoelétrico. Uminvóluøo
de vidro encÊra o aparelho em um ambiente no qual sc faz vácuo. Luz monocromát¡cå, ¡nci.

. . Como erplicado mais ad¡¡nte, esta expressão, de origem alemÍ, denota a radiaçalo emitida por u¡n¡ ça¡-
t¡ clétric¡ em dcracclençio. M¡ntcvc*c r cxprcssão original alema-, dc ur¡ corrente tamtÉm entre os físicos
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FIGUR.A 2-1. Aparelho usado para eludaf o efeito fotoelétrico. A rnâtn¡tude da voltagem ¡/ pode sef valia'

de conti¡uamcnte, e seu sinal podc scr trocedo pelâ chave lnversora'

ðente através dc uma janela de quartzo, cai sobre a placa de metd /4 e lib€ra elétrons, chamados

fotoelétrons. Os clétrôns podem sêr detectados rcb a forma de uma conente se forem ahafdos

iara o coletor metálico Eatravés de uma difereng de potencial l'estabclecida entre I e I' O

ampcrfrnetro G mede ess¡r corrente fotoclétrica.

A curva a na fìgura 2-2 é um gâñæ da conente fotoelétrica, em um aParelho como o da

figura2.l,emfunçaJdadiferençadepotencial Y.seVémuitogrande,acorrentefotoelétrica
aõnge urn certo vaior limite (ou ãe saturação) no qual todos os fotoelétrons emitidos por z{ são

coletados por 8.
& o sinal de I/ é invrrtido, e corente fotoelétrice não cai imedialemerite a zero' o que su'

qete (rue os'elétrons sÍo emitidos del com alSrma energia cinëtlce. Algunsalcançarãoocotc'

ö;bìp."t õ *.p. elétrico opor-se ao æu;ovimento. Entretanto, sc esa diferença de pe

tcncial toma-se suficientemente grandc, um wlor /6 chamado Potenc¡n| limite ott de corte é

F¡GURA 2.2. Gráficos dÂ conentc i em fun$'o da voltagcm y. de d¡dos obtido3 com o apuelho da figura

2-f . n ¿ife¡enc¡ J" pot.i.irt åplicaaa f ã oiu pos¡tiye qurndo o coletor , na figura 2'l eslá

a um porenciai maioì que a sujerflcie fotoeléttiø A. Na a¡rva ä a lntensidede da luz inciden'

te foi reduzide à mctade dâquela da c.trr a. O potenciâl limite lzo é independente da int€nsi'

dade da luz, mas as conentes de saturaFo /o c tô são dirctemente proporcionais a ela.

\52

'-:. 1

I

I

{

I

{,;
1. ',

ì

-0+
Diferença de

Vo potencialaplicada Iz

rdngrdo, c a corrente fotoctétrica cai a zc¡o. É¡i¡ ¿i¡.;ËffååþfiffitTffiffifffiffi
;çlr4e 

do ctCtron, mcdc I Gn€ryla cùiéücaK;;* ¿o n|¡s-4ËI{q*f9.rge!9F.s".iË.!!S g
'KÀt'=tß (2-l)

¡ixprinæntalmente nota.se que a quantidade í."* é independente da intensidade da luz inci.

dente, como é mostrado na curvâ D da fìgura 2-2, na qual a intensidade da luz foi reduzida à ñre-

tade do valor usado para obter a curva 4.

A fìgura 2.3 mostra o potencial V¡ pan o sódio em função da freqüência da luz incidên.

tc. Note que há um lfla ìar de freqüênc& ou freqüência de corte uq (também chamado limíar fo-

toelétríco), abaixo do qual o efeito fotoelétrico deixa de ocorrer. Estes dados foram obtidos em

l9l4 por Millikan, cujo árduo trabalho no efeito fotoetétrico valeulhe o prêmio Nobel em

1923. Devido ao fato do cfeito fotoelétrico ser basicamente um fenômeno de superffcie para a

luz na região do vislvel ou próximo, é necesário nas experiências evitar*e.filme s de óxidos, gor-

duras e outros contaminantes de superffcies.

- 4,0 ü,0 lZ,0

F¡eqüôncia (l0r'/s)

FIGUR.A,2-3. Um gráfico dss medidas de Millikan do potenciâl limite no sódio em várias freqllôncias. O li'
miar de freqltências uo é 4,39 x l0r'Hz.

Há três aspectos principais do efeito fotoelétrico que não podem ær explicados em ter'

mos da teoria ondulatória clássica da luz:
l. A teoria ondr¡letórla rcquet quo a amplitude do campo elétrico oscilanto E da onda lur

nlnosa cresça se a intcnsidadc da luz for eumenta&. Já que a força aplicada ao elétron é eE, is'

lo $rgere quc a enøgia cinêtíca dos fotoelétrons deveria também crescÉr ao se aumentar a inten-

sidade do feixe luminoso. Entretanto, a fìgura 2-2 mostra quo K..", que é igual teVa.inde
pende da intensidade da lue. Isto foi testado para variações de intensiáade da ordem de lQt .

2. De acordo com a teoria ondulatória, o efeito fotoelétrico deverla ocorrer para qualquer

ficqli€ncia da luz, desde que esta fosæ intensa o bastante para dar a energia necessária à ejeção

dos elétrbns. Entretanto a fìgura 2-3 mostra que existe, pæa cada_rup-{fcjç ,"Y-Wyf¿: tl
qüências vs característico. Pèø |¡eqüêncía menorcs qte vò'o eÍètto'fotoäIêitlco'nño oørì4
'qtralqrt 

Ere sela d Íntenddode da íIumìtu$o.
3. Se a energia adquirida por um fotoelétron é absorvida d¡ onda incidente sobre a placa

metillica, a "ârea de alvo êfetiva" para um elétron no metal é limitada, e Provavelmente não é

muito maior que a de um clrcuto de raio aproximadamente igual ao raio atômico. Na teoria

cHsica, a energia tuminosa está unifonnemente distribufda sobre a frente de onda. Portanto, se

a luz é sufìcientemente fràca, deveria haver um intervato de tempo mensurável, que vamos esti'

\
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n¡sf no cxcmplo L!, enlue o instante Gm que a luz come ça a i¡cidi¡ sobre a superflcie e o ins
laflt€ d¡ cjeç5o do fotoelét¡on. Drua¡te cse intervalo, o elét¡on deveria esta¡ ab¡orvendo ene¡-

gia do feixc, até quc tivesse ¡cumul¡do o bætante para escapar./Vo entanto, nenlum relarda-

,rønb dctecatvel loí *t¡tuis mediØ. Ests di$ordâ¡¡cia é particularmente ma¡c¡nte quando a

subst¡nc¡s fotoclétrica for um gás; nestas ci¡cu¡rstâncias, rqecanismos de absorção coletiva po-

dem ¡cr þoradoc e r energia do fotoelétron cmitido deve certûnente ter sido extrafd¿ do feixe

luurinoso por um trico átono ou molécula.

ÐcE¡au) 2-l
Unrphcrdcpot¡íssioécoloc¡d¡¡lmdeu¡Dafontcluminosapoucohtensa,cujapotênci¡élW=l

þt¡lc/r. Sugo[h¡ quc um fotoclé!¡on cjctedo posa te¡ colet¡do ¡r¡¡ cnergi¡ em uma úeg circular da pleca,

o{o nlo r é. di¡uror, um ¡¡b ¡tômico: l = I x t0 -r cm. A cnergia neccssiria pare remover um elét¡on da

nrpcrffcte dc potásrbé cc¡c¡ de 2,lcY = 3,4 x lo-t'Joulc. (lJm etétron*olt= I cV= 1,60 x l0-rtjoule é a

cncrglr grnhr por urn clétron, crrþ carga é 1,60 x l0-r t Coulomb, so Éasssr .través de uma diferença de po
tc¡c¡¡¡ do t V.) Qu¡rþ &mpo lev¡¡¡¡ o clétron pan rbrrver êss¡ (¡ugntidade de energia da fontc lumlnose?
Suponhe quc e oacrgi¡ cctl uniformementc disl¡ibufda sob¡e ¡ frcnte dc ond¿.

A ¡¡c¡ dc úvo ê, *2 = r x l0-ro mt. A l¡e¡ de um¡ cfe¡¡ com I m de ¡aio centrsda na fonte é

4r(l m)t = {r mr. Sc ¡ fonæ in¡die uniformemenfe em todas 8s d¡reFcs (¡sto é, se a energia está uniforme-
mcntc d¡¡t¡¡búfd¡ ¡obrc frc¡te¡ dc ond¡ cdé¡ica¡ que æ afastam d¡ fonte, de acordo com a tcori¡ clássica) a
taxr R scgundo r qurl r cnergia incide sobre o ¡lvo é

¡=¡¡ou¡r¡rrË=2Jxlo-¡¡joule/s t4r m!
Supondo que tode csse potêncie é ¡bsorvid¿, podemos calcr¡la¡ o tempo necessário e um elétron para adqul-
rir cnergie c¡ficþntr parE escapi¡r; c cnconl¡s¡nos

,- 
3'4 x lo-¡t joule 

=1,4x lo¡ ¡= 2min
2,5 x l0-il Joule/s

É ctero guc poderfarnor d¡min.u¡r o tcmpo c¡lculâdo supondo uma l¡e¡ efetiva maior. A hipótese mais
f¡vo¡drel, quc e cncrgie é t¡¡n¡¡nltid¡ por um proocsso de ¡c¡so¡únci¡ d¡ onda luminos pere o clét¡on, lcv¿ ¡
u¡u ¡f¡c¡ dc rlvo [url e À: , onda À é o compri¡¡ento de onda d¡ tr¿, m¡s rlnda obte¡f¿mo¡ um ¡ctardamento
ftnlto qæ c¡t¡¡i¡ bcm dúnt¡o de nossar posibilidade¡ de medid¡ cxpcrirnental. (P¡n ¡ tru ultrsvioteta de
I = lül A, por cxcmplo, f = lO-tr) Ent¡etanto, não fo¡ detcct¡do ncnhum retårdametto em quaisquer cir-
ornrtincler. er primciras expcriênci¡s fu¡ndo um l¡mite superior de l0-tr para qualquer rcterdamento possí-

*¡*ATFOBIAIIUåMIÇAp."E FE{SIEtr{ soBRE O ETEJIO FoTOELEf,R¡co
Em 1905 Einstpin co¡ooou em qu€st¡io I teoria clássica da lw, proÉs un¡ no teoria, e

citou o cfcito fotoclétrico como ur¡¡¡ aplicação qu€ pod€rís t€star qua¡ teori¡ e¡tav¡ correta. Is-

to scoateoeu v¡kios anos ar¡tes do t¡abalho de Millikur, mas Einstein foi influenciado p€la exPe'
rüind¡ dc knud. Como j¡l mencionamos, Plurck originalnænte restringiu seu conceito de quut:
tizåFo dc cncrg¡¡ ¡os elétrons nas paredes de urn corpo negro. Phnck aøeditava qw I energ¡s

chuom¡gnétic¡, u¡¡r¡ wz in¡di¡d¡, s0 GEpa¡h¡va pelo crpaço da mesm¡ fonna que ond¡s dt
água æ oopallum n¡ águs. Em vez diso, Einstein propôs qu€ ¡ energia ¡adisriûe cstá quantizada,
cn.¡,¡cgtot cono0irûsdos, que g¡a¡s tüde vie¡a¡n a scr cl¡a¡nadosfótons.

Einstein ergurilentou que as exper¡ências óticas bein conhecidas de interfe¡ência c difra-

çã'o da ndia$o cletromagrrética haviam sido feitas apenas em s¡tuações que €nvolúam um nú-
æro tu¡io glrsr¡d€ d€ fótons. Estas €xperiênc¡as fomecem resultados que go médi¡s do com-

Portsmonùo dos fótons hdividuais. A preænça dos fótons nc$E¡s €xper¡ênc¡¡s não é mais apa-
rontc do quc ¡ prcsença dc gotas d'água isoladas em um jato de águ de uma mangueira de jar.
dim, æ o númÊro dc gotar é muito grande. Evidentemenle, as çxperiênc¡a¡ de interferência e
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difração mostram definitivamente que os fótons não vão de onde são emitidos até onde são
absorvidos da mesma maneira simples que partlculas clássicas, como gotas d.água, o fazem, Eles
se propagarn como ondas clássicas, no æntido qræ cálculos baæadoi neste tilo de propagação
clásico (e, em puticular, na mane¡ra que duas ondas se superpõem, reforçando+e ou anulari.
do'æ dependendo de ¡ua faæ relativa) explicam corretamente em média como os fótons viajam.

E¡nste¡n não concentrou sua atençifo na forma ondulató¡ia familia¡ com que a luz selre
Paga' ¡nas sim na ¡naneira corpuscular com que ela é emitida e absorvida. Ele arjumentou que a
exigência de Planclc de que a energia das ondas eletromagneticas de freqtiência-v igadiadaspor
u¡na fonte (por exemplo, uma fonte de luz ultravioteta numa experiência fotoelétrica) fosse
apenas 0, ou år, ou 2hv, , . ., ou nhv,. . , implicava que no pfocesso de ida de um estado de
eneÍgía nhv Para um estado de energia (n - lþv a fonte emitiria um pulso discreto de radiação
ele tromagné tica æm energja hv.

Einstein aQôs que um tal pacote de energia estd inicíslmente localizado em um pequeno
volume do ewço, e que permtneçe loulizado à medida que se afasta da lonte com vebcidade
c. EIe wpôs que ø enagia E do pacote, ou fóton, estd relacío¡adt com wa freqüêncía v pela
equaça-o

E=hv

K=hv-w (2-3)

.{^o*7 hv - wo ! Q4)

i-* y.'ufH"9ssråHgc3{rstica_{oJ*:j-1t chay1lllyngo llolqlk:.Íj:*¡E¡.nes*ps-ceqilria para u¡n e!étnin.ätrarésai'a luþii¡rcø-do'rærat é'dscalai'àîTöiËäiä-ilvËj!'48.1il,|9'R9Í;Mryl,: ligam o -e!Étron 49 rncralrt
Vejamos agora como a hipOièiäAe Einstein resolve as três objeções levantadas contra a in.

terpretação ondulatória do efcito foto€létr¡co. euanto å objeção t io fato de que Kr"* não de-
pende da intensidade da iluminação), â teoria do fóton concorda integralmente com-iöxperiên-
cia. Dobrar a intensidade da luz meramentc dobra o número de fótons e portanto duplica a cor.
¡ente fotoelétri cal isao nõo muda a energia hv de cada fóton ou t natureza do processo fotoelé.
trico deærita por (2.3).

,^ .. { gbjeção 2 (a existência de um limiar de freqüências) é removida ímediatamente por
(24). Se Kro* é ¡gual a zero. temos

(2-s)
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ondehvéaenergiadofótonincidenteabsorvidoewéotrabalhonecesáriopararemoveroelË.
Ùon do metal. Esæ trabalho é neoessário p¡¡ra superar os cåmpos atratiyos dos átomos na super,
flcþ e as perdas de energia cinética devidas às colisões intemai do etétron. Aþuns elétrons estão
meis fortemente lþdos do que outros; alguns perdem energia por cotisões em sua trajetória, ffi

l€$:Ca l¡Eç¡o Utok&mj{Fglhgqra, ipgrda ittema;o fótoelétron'vat eiribigir.õitîi-Ë'€ìieffiffi
né t ica máxf ry, l( n.;,,P"ç_rrUt_o..,:.,]:*l-i

(2-2)

t1',

ñ
.-t

gupôs também e!ffi processo îotoeléttico um fôton é completomenle absitniifo;pç.ffi,ffi
trcn nolotoqtodæ'"'

Quando um elétron é emitido da superfície do metal. sua eneryia cinética é '1.
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/ttrg = x'g



quc s¡gnifìce que um fóton de freqúência vo tem cxataÍicnte a energia ncæsária para ejetar os

fotoclétrons, c nenhum exæsso que Poss¡l aPareær como energia .¡n¿Ut'' f a fre$ên{.a fo¡

m€nor quc vo, os fótons, ;" ñ;tñ* ô-tT ctes scJam (ls1o c' -l9o 
lntcnsa seja a ilumi'

;;-åó,;ã" t"øo in¿iriau"rmente a energia nccesária para eJetufotoelétfgm:..

A objcção ¡ (. .ugniiiã. t t.t¿.äento) é climinada pe6 hlpótcæ do.fóton, pols a ener'

gia neccssária é fomecida ;;;ì;t ;næniado-ç Ela não æ cspalha unlformemente sobre

uma área cxtensa, -ro ,upu*'* no excmplo 2't ,suposição esù¡-baæada na hipóteæ de que

a tcoria ondulatória ctássiJfr.-"eø.¿eira. Sc trouver tui inàdhdo soUre o catodo' haverá pelo

*"ä 
",o 

fOan que o atinge; cste fóton será imediatamente absorvido pot algum átomo' cau'

sando a imediata emissão de um fotoelétron'

Vamos reescrerær . "f*go 
fotoelétrica de Einstein, (24), substituindo eZe por K..*

ægundo (2-l). Isto dá

,,:
t--",

\:"¿

(*
I

(rY

t. .;

í:
L

(v
t,

vo=h' -noee

firöirääto,e.ieorh dc Einstcin prcv€ uma rclafo ling,u.cntc bþËñdät limile f¡6 õî ireqoê-nciâ

5!. em completa concordânciaiom resultadoi expeiimèntais como os mostrados na figura 2'3' A

ñclinafo ã..utt. experimental da fìgura deve ær ft/e; portanto

h

e

220V-0,65V
= 39 x l0-¡ sV-s

l0O x l0t4/s - 6P x lOt a/s

wo=hvo =6,63 x 10-t' j'sx4,39x l0r'/s

leV
=2,92xr0-t'i "6;i6;;
= l,82 eV

(ri
.ltla.tr

Podemos determinar tr multiplicando esta fezão pela cuga eletrônica e. Portanto h = 39 x

ìó:ËV{; i,l* tO-t, C'=6,2 x l0-3a j-s. De uma análisemuitomaiscuidadosadestese

ãc outros dados, inclusive dados obtidos com zuperffcies de lltio, Millikan achou o valor

;= 6jt- t¡-irl-s, com uma precisão de aproximadamente 0,5%' Esta medida estava bem

prO*¡t* do valqr ¿. Á ¿u¿*i¿o ìa fórmula dã radiação de Planct<. A concordância numérica

åæ duas determinaFes de ft, usando fenômenos e teorias completamente diferentes, é notável'

Um ralor moderno de å, deduzido de diversas experiências, é I 5^ .,
h=6,6262x lo-ra i-, =4,L36 

d lo ?'tt

Citando Millikan: "o efeito fotoelétrico . . . fo¡nece uma prov¡ lndependente åa iornecida peta radia-

t'o de corpo neg¡o, dâ exatidão da hipótesc fundamentst da teoria quôntlcr, ou seja, a,hipótese da emlssão

descontfnua ou explosiva a. **g¡. qu" ¿ tbsorvida das ondas Pelos con3t¡tuintes eletrônjco-s dos átomos' Ele

materializa, por assim aizer, a qiantidade å deæobcrta por Planckem seu estudo da radiação de co¡po negro

e,. como nenhum outro fenômeno, nos faz acrcdíta¡ quc o conceito ffsico básico que está por trás do trabalho

de Planck cores?onde à ¡ealidade"'

E;/If,IIPTß 2.2
Obter a funça-o t¡abalho para o sodio da figura 2'3'
A interseçãó ¿" tintra ,eia na ftl"i" Z-S cóm o eixo ho¡izontal é o limiar de freqüências, v¡ = 4,39 x

10¡'/s. Substituindo em (2-5) temos

Ll6___

O mcsmo valo¡ é Óbtido na figurâ 2:3 pare o módulo da int€rseÉ'o d¡ ¡et¡ com o c¡xo vcrtical. Entrct¡nto,
cxpcriências moderna¡ dalo o valor mais alto 227 eY.

Pa¡a a maioria dos mêleis o valor da funt'o tmbalho é da ordcm dc poucos ctét¡ons+otr. É igual ao ve.
lor da funçlio t¡abalho para a cmissalo termoiônica d€ses melais. .

EXEMPTO 2.3
A quc taxa por unidade de á¡e¿ os fótons rtingcm a placa metrílica do cxcmpto 2-l? Suponha quc a tuz

scþ monocromátic¡, de compr¡mento dc onda 5890 Â (luz amarela).
A tâxa por unidade de á¡ea segundo a qual r energie incide sob¡e uma placa metállca ¿ I m de diláncia

de uma fontc luminosa de I lV (vide excmplo 2.1) é

I j/s
R =¿- =8,0x lo-t j/mt.s

4r(l m)'
= 5,0 x l0¡ t eV/mt-s

Ceda fóton tem uma energia de

hc
f=fiy=-=

6ó3 x t0-¡r j-sx 3,00 x l0¡ m/s

À 5,89 x l0-? m

- 3'4 x l0-tr ¡

= 2.I eV

Portanto a taxa R segundo a qual os fótons atingem uma unidadc de área da ptaca é

I fóton fótons
R = 5,0 x lot ? eV/m'-s 2.4 x l0r ? 

-J2,1 eV ml -s

O efcito fotoelitrico pode ocorrer porque a energia do fóton é exatâmente þual à funS'o t¡abalho de 2,1 eV
para a supcrffcic de potássio (vide cxemplo 2-l), Note que s€ o comprimento de onda for ligehamentc eu-
mentado (isto ó, æ u fot ligeiramente diminuída) o efcito foloclét¡ico dcixa¡á dc ocorrcr, n¿io importando
quão grande seja a taxa R,

Este exemplo sugcre quc a intcnsidade / da luz podc scr interprelada cromo o produto dc y'f, o número
de fólons Por unidade de irea por unidade de tempo, por år, a cncrgia de um único fóton. Vemos aqui que
tnesmoaintensidades¡elativamcntepequcnas(= l0-rW/m¡)onúmero/VéextremamentegÍande(=l0rt
fótons/mt-s) de modo que a encrgia dc um único fóton ó muito pequena. tsto cxplica a exlrema granulosida-
deda tadiaçaio, e indica por que no¡melrncnte é tâo difíc¡l detectá{a, lsto é anílogo r tentar dctcrt¡¡¡ a ctru-
tuta atômica de uma porção dc matéria quc, pare a maio¡ia dos fins, pode sc¡ considerada contínua, sua gra-
nulosidade sendo ¡evclada âpenes em circunstâncias especiais. 

^
Em l92l Einstein reccbeu o P¡ômio Nobel por ler preyisto tcoricamenlc a lei do cfcito fotoelétrico.

Antes quc Millikan validasse expcrimentalmcntc cssa lci cm 1914, Einstein foi indicado para mcmbro da Aca-
demia P¡ussiana dc Ciôncias por Planck e outros. A atitude negativa lnicial perantc a hipótcse do fóton é reve.
lada por cles em sua declaraçjio, elogiando Einstein, na qual eæreveram: "Em resurno, podemos dÞer que di.
fìcilmentc haverá um grande problema, dos quais a ffsica moderna é tão rica. ao qual Einstein n¿Ío tcnha dado
uma fuñportante contribuição. Que ele tenha algumas vezes e¡rado o alvo cm $¡as espeorlações, como por
exemplo em sua hipótesc dos quanta de luz (fótons), não pode ser reelmente colocedo contra ele, pois é im.
possível introduzi¡ idéias fundamentalmente novas, mesmo nas ciências mais cxalas. sem ocesionalmente co¡-
¡e¡ um ¡isco".

Hoje a hipóteæ do fóton é usada èm todo o espectro eletromagnético, não apenas na re.
gtão vislvel (veja a lìgura 24). Pode-x dizer, por exemplo, que uma cavidade de microondas
contém fótons. com À = l0 cm, um comprimento de onda tfpico de microondas, pode-se calcu-
lar, da mesma forma que anteriormente, que a energia do fóton é I ,20 x lO-s eV. Esta energia
e muito Pequena Para ejeta¡ fotoclétrons de superffciæ metálic¡s. Para ralos X, ou para ralos 7
tais como os que sâo emitidos por núcleos radioativos, a energia do fóton pode ser de 106 eV,
ou mais. Estes fótons podem extrair de átomos pesados etétrons fortemente tigados por ener-
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gias da ordem de 105 eV. Os fótons na região visível do eqpectro eletromagnético não têm ener'

gia uficientè gara fazll. isto, e os fotoelétrons gue eles ejetam úo os dramados elét¡ons de con'

du$o,qwes7ão lþdos ao metal por energias de algunselétrons.volt'

.Obærvc qræ os fótons são absorvidos no processo fotoelétrico. Isto requer que os elétrons

cstcjaar ligadoo a iltomos, ou sólidos, pois urn elétron completas¡ente liwe não pode absower

r¡m fóton c conærva¡ simultanea[iente a energia e o momento relativfsticol totais. Devemos ter

r¡m cléûon þdo para que as forças de ligação transrnitam morn€nto pua o átomo ou sólido'

æmFimento
dc onda

(m)

freqüência
(Hz)

l0?

l0ó raios ï
l0r r¿ios X

l0'

l0r

l0¡ J
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T
I
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l0- r
I

I¡rfravt¡melho
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l0-'
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' Faix¡ utilizeda ne distribuiçalo de eletricid¡de'

FIGI R 24. O e+r€ct¡o elctlomagnét¡co, most¡ando o comprimento de onda, a freqüência c a energia por

fóton cm escala lo8Â¡ftm¡cå,
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¡.rev¡so a tfa¡¡oç ¡¡¡å\5ô sË u¡¡¡ aùomo, ou sotroo, comparada com a do elétfon, o ststema pode
¡bsorver uma grande quentidade de mo¡nento æm adquirir uma qruntidade sigrificativa de
energia. Nossa egrução para r energia fotoelétrica permaneæ válida, õ o efeÍto é possfv€l apenas
porque existe uma Partje¡la pcsada quc ¡ecr¡¿ além do clétron ejetado. O efeito fotoelétrico é
urna yåeir.a importante pcta qrul fótoru, com energias que rao até às dos raios X (inchuive),
são absorvídos pela matérie. A energiæ ns¡s altas, outros processos de absorção de fbtons, que
logo discutiremos, torna[r.æ ¡na¡s i¡nportsnt€s.

FÍnalmente, devemos cnfatizar aqui que no modelo de El¡sæin um fóton de freqäência u
tem exatamente a energia hv, e nio múItiplos intei¡os de åy. Evidentemente, ¡rode haver ¿ fó.
tons de freqä€ncia v dc modo qu€ a energia nessa fregüência $a nhv.lo traiu a radiação de
uma c¡vidade de corpo negro com o modelo de Einstein, lid¿moi com um r.gás de fótons';, pois
a errÊryta ¡adi¡næ está localizada no espeço em pacotes em ræz de estar espãhada em ond¿s es
tacion¡lrías. Anos depoir de Plå¡rck ter deduzido sua fórmula para a radiaÉå de c¿vidade, Bose e
Einstein obtivpram a ¡ncqn¡ fórmula basçados em um gás de fótons.

24 orrErrocoMPlCI¡r
A natueza corpusadu da radiação foi dramatic¿mente confìrmada em 1923 pelas expe.

riências de Compton. Elo fcz con qræ r¡4 feixe de ¡aios Xde comprirnento de onda'I inddifu
sobtg um alvo de 8ralito, cono Cind¡¡tiiïo na figura 2-5: Mediu.oe e i¡æ¡uid¿de dos ¡aios,Xer
espalhados como funso d9 æ¡ conprimcnto de onda, pua vários ângulor da espattramentoi A
figura 2ó mostra seus ¡ccultados experimentais. Vemos que, embo¡a ó feixe incidenæ consista
esæncial¡nente de u¡n único comprimento de onda À, os raios X espalhados têm m¡lximos de
intensidade em dois comprinæntos de onda; um deles é o mesmo que o comprimento de onda
incidente, c o outro, N, é maior que ì, por uma quantidade AÀ. Este é o chamado deslocø-mento Øtwton aÀ = r' - tr, e ra¡ia com o ângulo segundo o qual os raios x espalhados são
observados.

- 
'A p¡eænf"do coni¡þçnto,d,g.^o.sda llnão podo ær óarpreondi¿¡ ¡oos øo¡i¡¡'ðÍriríä.

ter fo_EISeFILd9¡$g!)-.mo o¡i'da slströmsgDét¡ca ctfsdca.l Nã modelojássico o cameo elé_-

@d9 onda lncidcnte age sobæ õætrotrs tfitrerão ¡Ivo fazen-
doos olcilal,com_ç_[rp_{!!t_f¡equênaa. ñäilëññs]õffi@-osdlanito-êinuñE¡m¡
8nt€na ds rádio, imdi¡m ondrs elotromagnéticas com a næsnr freqilênda y. &rt¡¡tillñöff&

a"

r"'

i.

fq

1,3\

tf,ñ

.rel

Æ.
'..1

fo[te dc
¡aios X

fcndas
colimado¡as
de chumbo

FIGURA 2'5. O esqueme de cxperiência de C.ompton. Raios X monocromíticos de comprimcnto de ond¡ À
incidcm ¡ob¡o um ¡lvo dc Sraf¡te. A disl¡¡buigão da inten¡idade em fungo do comprimento
de ond¡ é madida pur os reþ¡ Xcspalhados em qualquer ânguto 0, Os comprimento¡ de onda
espalhador So ¡ncdidos obse¡v¡ndo-se a reflexão de Bragg em um cristel (veja a frgug 3-3),
Suas ¡nten¡¡d¡dcr do mcdidas por um detcctor como por cxemplo uma câma¡a de ionização,

.i

i

I
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cùô_ d&oco. a onda cspalhada devefle tcf .lmcsma fæqitqnd¡ v G o fæsno oompr¡mcnto-$9 on:

,dâì,ùi o¡iÛi lncidente.

'l

IjIGUR-À2-6. Os rcsultados experimentais de Compton' A-linha dlida vertical à esqucrda-corresponde ao

comprimento o" îîäî,'"'l !u"-"r,1 I _air"i," "" 
..tpt¡t*,o de onda ¡'¿' os fesultados sa-o

mostladospafaquatfoângulosde..¡palt,"m"nioãaiierentcs'obscrvequeodeslocamento
compton, ÁÀ = Jïî;ö;: 

'0" 
' 
å¿ ¿t t""tã" *ia previgo teôriøhlmoc =0'0243 Â'

"iÈ perte de sua Gnergia' Pí

. A própria nogo de róton ou quântum .: ly T1ï:lå:åïJïiiìl*Ë;il1,1îll"iTîlllïil;i
;:"mru'n":"rul::îii"ä;"'T:":1fföüiË"ä"î' 

i"* ¿"fo' no ponto de vista da con'

ærvat''o do momcnto " 
ot,"*'git' enttctanto' o p'o"""to.p-å'dJs"i á"sctito como o espalhamento de uma

¡iio p,,ti,*r" - *".11-i,{ï"":'åi;.î#äÏr:ï:jTi$i^.î,î""Lîåï:îi,'-uîîÏ,Ïi,liå;}"i
efcito fotoclétrico, a aÞsorça(

(N. do T.)
\ütr

\"J'

0,?00 0,750
¡.(Â)+

gaf 'meno$prtg$g,_clp-C9ycle¡¡49f ìtrSûl¡siCgaßb{xer'=E/å.oilloimp[ca

ffi ^T,il,l'f.i.iiL',äLäHl¿iffi#rffi,#"*rrrtfcr¡las, e não como ondas, e que, ao contrário de scu comPortanrento no efeito fotoclétrico,
eles s¡o espalhados em vez de ærem absorvidos. Vamos agora analisar uma coliso fóton+létron

quantitativamente'
Para radiação X de freqüência r,, a energia de um fóton no feirc incidente é

E=hv

Adotando a idéia de que o fóton é um pacote localizado de energia, vamosconside¡á.lo como

sendo uma partfcula de energia É. e momento p. Tal partfcula deve, entretanto' teÍ certas Pro'
priedades bastante especiais. Consideremos a equåção (veja Apêndice A) qu9 dá a energla total

ietativfstica de uma partfcula em termos de sua mass:l de repouso m6 e sua velOcidade u

6=n o¿z¡r¡@

Já que avelocidade de umfótoné igualac,e sua ener$aE=hvé finlta,é aParente n* a*1rr.
de iepouso de um fóton deve ær zero. Portanto podemos considera¡ que o fóton é uma partfcu'

la com massa de repouso nula, e cuja energia relativfstica total E é inteiramente cinética. O mo-

mento de um fóto; pode ær calculado da relação geral entre a energia relativlstica total E, o

momento p, e a massa de repouo mo ' Isto é

É = c, p7 + (mscz)z

Pa¡a um fóton o segundo termo à direita é zero' e temos

P=Elc=hvlc

(2-6)

(2-7)

p = h^ (2'8)

onde tr = cþ è ocomprimento de onda do fóton. É þ_qs13¡te in-teressante obsewar que a teoria clás''

sica de Maxwell da radiação eletromagnética também leva a uma equação p = E lc, onde ago:,a p

r@eìenta a quantidade áe movimento por unidade de volume da radiação e E a sua energia por

unidade de volume.
Foi obærvado que e-Ûre.gÉg!g3-L-da r$-þ@ esp{rr-a-{-a qra þde¡9g!e¡19-d.9-41t9¡ial 

qué

çgN!t!u_íg_o_4yo. Istoimplica que o espalhamento não envolve átomos inteiros' Compton supôs

que o esp¿nãmento era devido a colisões entre os fótons e os elétrons do alvo. Supôs também

que o, .iétron, que participavam do processo de espalhamento estavam livres e inicialmente em

fepouso, Pode-se encontiaialguma justificativa a príori para essas suposições se conside¡armos

que a energþ-de--u-¡¡ fótq4 de -¡aiq X é yáriaS-er-den$- de-grandeza maior do quq 4 e-¡e¡glq 
-d-.e 

u1n-

fOton ¿e uttrav¡oirtr. e de nossa discussão do efeito fotoelétrico ficou claro que a eneryia de- u--m

titon Ae ultiavioleta é .comparávcl à energia mfnima com que o elétron está ligado em um me-

lgl,
Consideremos, então, a colisão entre um fóton e um elétron livre e estacionário, como na

figura 2-7. No diagrama da esquerda, um fóton de energia total relativfstica^fo emomentopo

incide sobre um elétron estacionário de encrgia de repouso ou própria moc2. No diagama da

direita, o fóton é espalhado de um ânguto 0 e æ afasta comenergia total relativlstica'Et e mo'
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nrcnto p¡, enguanto que o etétron recua, formafido um ânguto I Com o eixo da colisãO, com

energia cinética K c momento p. Qg¡nptgn aplicou a conærvação do momento e da energia rela'

rivfsiica total a.esæ problema de co¡ìs,io.Forarä usaäâs aC-äqùações ¡elativísticas, um-ãEq'üso-
fóþn sempte se movicãm veloiiãades retativfsticas, e o elétron com o qual ele se choca na

maioria das vezes também o faz.

A consewação do momento requer que

Elevando ao quadrado essas equações, obtemos

po=ptcos0*pcosg

p¡ send=P*nv

(po - pt cosd)2 =p2 cos2 9

p1 æn' o -- p2 *n2 9

p'zo + p1 - 2popt cns0 = p'

e

Somando, encontramos

(2-e)

A conærvação da enetgia total relativística impõe que

Es*msc|=Et+K+mscz

Portånto

Es-Et=l<

De acordo conr (2-7), isto pode ser escrito como

úpo - pt\= K

Fazendo E = K * msc2 em (2-ó), obtemos

(K + moc2)z = c2 p' * (moc2)2

o que pode ser srmplifìcado:

K2 42Kmsc2 =c2P2

ou

K2 fc2 + ZKmo = oz

Substituindo p2 de 12-9'¡ e K de (2-l 0) na expresão acima obtemos

(Fo - pr)t * bnsc(Ps - P)= P'1o + Pl - 2PoP,
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(2-10)

fóton
Ee,Pc

-\4,+
À

FIGURA 2'7. A intctprct¡çai dc Compton. Um fóton dc comp¡imento dc onda À incide sobre um elét¡on li-
vro cm rcpouso. Após a colisío, o fólon ó espalhldo de um ângulo o tcndo scu comprimento
rlc onda aumcnl¡do p.rra À,. cnquunto quc o elót¡on sc afasta sltundo um ângulo 9,

Que se reduz a

moc(po - pt)= popt(l - cos 0 )

lll_ __=_(l _ cos d)
Pt Po ttoc

Multiplicando por /r, e aplicando (2-8), obtemos a equação de Ømpton

AÀ=trr -Àe=À.(l-cos0)

onde

!".= 
h/mo, = 2,43 x l0-r 2 m = 0,0243 A

é o chamado comprimento de onda Ømpton do elétron.
obærve que aì. o deslocamento compton,depende apenas do.ânguro de espalhamento 0,

e não do comprimento de onda inicial tr. A equação (2.11) prevê os deslocamentos compton
experimentalmente observado.s da fìgura 2ó dent¡o dos limites dos erros experimentais. Eiñ,

!z.lt) v:pos gue 4I-"r¡"_@.S ry!9_G_a# g =..lg'rgggtpot ¿rn¿o 
"_.qr1.9oligq-:.dclÐp{oroe o loton ¡ncidentc nal é desviado)_ ztÉ ?hlmsc= 0,0a9 Ä þua d = 180", corrcspond¡irirdo

JFtorefõ-'¿eïleñ6'-Fñããö fóiõ inc¡dirrrc ¡çsr_c_ç¡üd; dc æu movimenro.icre4ldo).
A fìgura z€ é um grån¡i iiã Aì conrra 0.

. Experiências posteriores (feitas por Compton, Simon, Wilson, Bothe, Geiger e Blas)
oelectaram o elétron atingido no procêsso, mostraram que ele aparecia simultanea¡nente com o
taio.Xespalhado, e confirmaram quantitativamente a previsão para a sua energia e direção do
espalhamento.

- A prescnça do pico.na figura 2-6 para o quat o comprimento de onda do fóton não muda
após o espalhamento ainda deve ser explicadã-supusemãs até aqui que o elétron com o gual
o fóton cotide está livre, Mesmo que o elétron este¡a inicialmente ligado, essa suposição é justi.
lìcada pelo fato da energia cinCtica adquirida po, ,i. n. colisão ser muito maior do que a sua

(2.1 t)

(2-r2)

depois

cos 0
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¡,;

glos clássicos e o espalha¡ne$g 'llgfnso!_-ç-._dominante. lndo para a região dos raios X, o espa'

@eompton começa a se tornaf importante, particularmentc para alvos com Pequeno

¡fgrero atômico onde os elétrons atômicos nâo ettão muito fortcmentc li8ados; n€ssc câ!¡o, o

dcelocamento do comprimcnto de onda no espalhamento por um elétron que é libe¡ado no pro'

ccso toma'se facilmente mensurável' Na região dos ¡aios ? onde À + 0, a ene¡8i4.-4S-!0!g[,!9-

tg:go Ellde qgg um_g[f-tr-o¡¡:gtpr-e-él¡berado na colisão, c o espalhanrcnto Compton do'

w=
- Êna região de pequenoscomprimentosdeondaqueosresultadosclásicosdeixamdeex-

'[cu 
o espalhamento de radiação, da mesma forma que é nessa região que as previsões clási-

äs referentes à radiação de cavidade divergem râdicalmente dos rezultados experimentais ge-

rúdo a catástrofe do ultravioleta. Isto é devido ao valor'da constante de Planck. Para longos

comprimentosdeondaafregüênciauépequena,ecomoåétambémpequenoagranr.rlosidade
da cnergia eletromagnética,hv,é lão pequena que se torna virtualmente indistingufvel do contf-

nuo da flsica clássica¡ Mas para comprimentos de onda sufìcientemente curtos, onde v é sufi-

cientcmente grande, l¡v não é mais tão pequeno a ponto de ær desprezfiæI, e efeitos quânticos

tomam-se aparentes.

EXEMPLO 2'4

Considerc um feire de ¡aios X. com À = 1.00 Â, e tamtÉm um feixe de raios 1 vindo dc uma fonte de

Csrtt, com À = 1,88 x l0r A. Se a radiaçaÌo espalhada pelos elétrons liwes é obsenada a 90' do feixc lnci'

dentc: (a) Qual é o deslocamento Compton em cada caso? (b) Que energia cinétics é cedid¡ ao etétron em

."d¡ Caso? (c) Que percentagem da enetgia do fóton incidcnte é perdida na colisalo cm cada caso?- 
(a) O dcslocamento Compton, cöm o = 90", é

h
AÀ=_(l _ cos0)

ñoc

6,63 x l0-t' joule-s
x(l -cc9,ll x l0-tt kg x 3,00 x l0r m/s

= 2,43 x l0-r'? m = 0,0243 A

Este fesultado é independente do comprimenlo de onda incidente, e vale tanto pata os raios I quanto para os

raios X,

þ) A equaça-o (2-10) pode s€r escrita como

Enta:o, como À'= À + AÀ, temos

hcllt=¡ç¡' * ¡ç

hclx= hcl(t + aÀ) + /(

de forma que tr = åc AÀ/À(À + AÀ).
Pa¡a o feixe de raios X.com À = I O0 Â. temos

6,ó3 x l0-t' joulc-s x 3,00 x l0r m/s x 2,43 x l0-r' m
= 4,73 x l0-r? joule

1,00 x lO-t0 m x (1,00 + 0,024) x l0-Io m

= 295 eV = 0,295 keV

Pa¡a o fcixe dc raios 7, com À = 1,88 x l0-2 A, tcmos

6,63 x l0-t' joule-s x 3,00 x l0¡ m/S x 2,43 x l0-'2 m

1,88 x l0-r' m x (0,0tE8 + 0,0243) x l0-Io m

= 3?8 keV

(..,

r-J

f-/

o ¡12
0+

FIGLJRA 2-8. O resuttado de Compton AI = (hlmoc)(l - cos 0)'

t.,

energia de ligação. No cntanto, se o eléron GStiYef muito fortemente ligado a um átomo do al'

;;; il* . .-n.rgi. do fóton incidente for muito p€quena' há uma chance de quc o elétron não

*¡ä .¡r,"ø do ãtomo. Neste caso, podemos p€nsar que a colisão se dá entre o fóton e o átomo

¡ri.¡rå. O átomo ao qual o clétron eìtá ügadorecua como 
'm 

todo após a colisão' Entilo a mas

sa c¡facterfstica pa¡a o processo ¿ a masú M do átomo, e ela deve subst¡tuir na equação do des

locamento compton a mass¡¡ eletfônica m¡. como.ilf )) ms (lú ='22 000 mq p_afa o carbono'

po, ei.tpfo¡, vemos de 1Z'tt¡ e (2'12) que o deslocamento Compton para colisões com elé'

Lons fo.t mónte ligados ¿ .*tóm.m.nie pequeno (um milionésimo de engstrom pafa o cafbo

no), de modo qu. o *tpri..nto de onda do fóton eqpalhado.perm1t* ttt1111t-Yl1Í'
Bm rcsumo, alsuns fótons Jo espal¡aqos Dor eléuons qYe são li!êrado.! p:h eftgi:t*ffO
tons tcm ¡ee- ffi rirnent dslí-aa mo4@ rerl{!p¡t-1"t
r!*ses-^"ru.dFaeoqf .o1r¡eoj:ry:!.ogll¡:1T-Æ*,t:*,P"*:Hå"nä*

t"

|,
l._,

{.-_.

{.

¡l

*o;*fróu._öpO¡ffi Ott"t¡gqualnroEilt¡f iiäåmseucomp¡þente-dc

*d^émffitolffi:"mho "nagemtum 
ffsico que desenvolveu por volta

¿e 1900 uma teoria clássicã dfÃpffi- ento de raios X por átomos' Thomson considerou os

raios X como sendo um fe¡*e Ae åndas eletromagréticas cujo cåTfto elétrico oscilante interage

com as ca,ges dos elétrons ãã J,¿o. Esta intera6o faz com que o clétron oscile. Como resultado

de suas acelerações, os elétrãt 
"¡å 

i,,.¿¡o onåas eletromagréticas com a mesma freqü€ncia e ¡

rnesma fese das ondas in.iàrnter. Portanto os elétrons atômiCos ebsorvem enefgiâ do feixe de

raio X incidente e o espalha cm todæ as direções, sem modiflca¡ scu comPfimento de onda' Em'

bora a explica$o clássica ao .tpaüt"*.nto Thomson seja diferente- da cxplicaçâo,quântica apre'

sentada no parágrafo anterioriambas explicam o meimo fato obærvado através de medidas'

i;'*;;õ;'h=.-.qlel-'õåI'q*$est."iges+^*#tr11-qïHi"i;l*#:i'portanto o espalhamento rrtp*g_lq_ut!-*gl"rggjgqtados clássicos e qu4ntj!9!-!9-çonfu-!-dem' 
l- :'- --

E interessnte saær em iue reái-eo ao esFõtroãelõñilmco o tq+Ttnto]h"t:--"1t 
I

será o processo dominante,, * qui região o espalhamento.compto-n irá domina¡. se a fadi&l

ção incidente está na parte visfvel, de microondas ou de ondæ de rádio do espectro eletromag'i

nético, entäo À é ext¡emamei t gtLat comparado com o deslocamento Compton AÀ' indepen'i

denæmente de æ é usada ui. iãto.l.trônica ou atômica no cálcr¡to do comprimento de onda i

Compton. Portanto a raOia$o dessa parte do espectro que for esna\fa terá æmpre 
"rn TT: i

prim€nto de onda que e igui ao comirimento de onda da radiação incidente dentro da precisão 
i

experimental. Assim, à r.*t* í * -, os rezultados quânticos æ 
-confundem 

com 9s r-e¡u! 
,

K=

(#
Í

= 5.98 x l0-r' joule
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(c) A energia do fóton de raios X incidente é

hc 6,63 x l0-¡' joule.s x 3.00 x l0¡ m/s
E=hv = 1,99 x l0-" joule

À lO0 x l0-ro m

= 12.4 kcV

A cnefgia pcrdida pclo fóton é iguul à ganha pelo clétron. ou 0,295 keV, dc forma que x Pefda Pcfcentual dc

energia é

0.295 keV

ffi* roo%=2'a%

A energia do fóton de raios ? incidentc é

hc 6,63 x l0-t' joule-s x 3,00 x l0¡ m/s
E - hv =-=- - 1,0ó x l0-' ' jou¡e

À 1,88 x l0-r ¡ m

= ó60 kcV

A ene¡gia pcrdida pelo fóton é igual à ganha pelo clétron, ou 378 kcV, dc modo que a perda pefccntual dc

cne¡gia é

378 keV
x 100% = 57%

660 kcV

poflanto. os fólons mais cncrgéticos (aquelcs que lcm menoÍes compfimentos de onda) sof¡em uma maio¡

parôa perccntual de ene¡gi¡ no cspalhamento Compton. lsto corrcsponde ao fato de quc fótons dc menorcs

comprìmentos dc ond¡ rcf¡cm um-maior aumen lo percentual em æu comprimcnto de onda ao ærem cspalha'

dos.lsto fica cloro a partir da cxpressío pila a pcrda rcletiva dc encrgia. dada simplesmente por

K åcaÀ/À(À + aÀ) aÀ

E= N^ =^-*

A paftL daí podc scr mostfado quc para À = 5500 Â, correspondendo a fótons na faixa do visível, a perda

peicenrual (pla a = 90')é menoi qui um milésimode lg6,enquanto que P:ua À= 1,25 x l0-' A, co¡respon'

lendoa fótons¿c I MeV,a pcrda percenrual (para 0 = 90")é de 67%' a

2-s A NATLREZA DUAL DA RADIAçÃO ELETROMAGNÉf,ICA

Em seu artigo "Uma Teoria Quântica para o Espalhamento de Raios X por Elementos [æ'

ves", Compton escreveu: "A presente teoria depende ess€ncialr¡ente da suposição de gue cada

etétron qul participa do proæso espalha um guantum corf¡pleto (fóton). Isto envolve também

a hipótese dè que às guanta de radiaçâo vém de dire@es definidase são espalhados emdireç¡es

defìnidas. O apoio experimental da teoria indica de forma bastante convincente que um quan'

tum de radiação carrega consiSo tanto momento quar¡to energia".

A necesidade da hipótese do fóton, ou partlcula localizada, para interPretar processos

que envolvem a interação da radiação com a matér¡a é clara, mas ao mesmo tempo é necessár¡a

uma teoria ondulatória da radiação para explicil os fenômenos de interferência e d¡fração. A

idéia de que a radiação não é um fenômeno puramente ondulatório nem mera¡nente um fe¡xe

de partÍculas deve portanto ser levada a sério. O gue quer gue seja a radiåção, ela se comPorta

como uma onda em certas circunstâncias e como uma partlcula em outras. Sem dúvida, essa

sifuação é colocada e¡n evidência no trabalho exPef¡mental dç ComPton, onde (a) um esPec

trômetro de cristal é usado pa¡a med¡r o compr¡mento de onde dos raios X,sendo as medidas
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uralis¿das por meio da teoria ondulatór¡a da difração e (b) o espalhamento afeta o compri-

¡o€nto de onda de r¡Í¡a forma que só Pode ser comPreendida t¡atando-æ os raios Xcomo partl-

.urc.Énaspróprias€xprcssõesE=hvep=h^queascaracterfstic¿sondulatórias(ue)t)æ
combina¡n com as c¿¡scterfst¡cas de partfculas (E e p).

Embora muitos ffsicos tenham a princfPio sentido um gande mal+star ao encar¿u esta
,.dupla personalidade" da radiação eletromagnética, a amPliação de pontos de vista causada pe.

lo desenvolvi¡nento da ¡ræcánica quântica fez com gue I at¡tude contempori¡¡rea æja bastante

diferente. A dualidade evidente na natureza onda-Partlcula da radiação não é mais considerada

¡5o estranha, porque agor¡ s€ sabe que isto é uma cåracterfst¡c¡ geral de todos os entes flsicos.

Iremos ver que prótons e elétrons, por exemplo, têm a mesm¡ natureza dual dos fótons. Tam.

bém veremos que é posslvel concili¡u a existência de aspectos ondulatórios com a existência de

aspoctos corpusculares, püa gualqu€r u¡n d€sses entes, com o auxflio da nrcånica quântica.

24 FÓTONS E A PRODUçÃO DE Rr{rOS X
Os raios X, asim dramados por seu dæcobridor Roentgen porque sua natureza era então

desconhecida, são radiações eletromagnétícas com comprirnento de ondamenor qu€ aproxirna-

daÍ¡ente 1,0 Â. Eles apresentam propriedades tlpicæ de ondas como polarização, inte¡ferência
e difração, da mesma forma que a luz e todas as outras radia@s eletromagrréticas. Os raios X
são produzidos no alvo de um tubo de raios X. mostrado nå figura 2'9, qrundo um feixe de elé.

ûons de alta energia, ac€lersdos por u¡na difercnça de potencial de alguns milha¡es de volts, é

f¡eadoao atingir o alvo. Scgundo a ffsica clássica (veja o Ap€ndice B),adesaceleraçãodoselé.
t¡ons, freados pel.o m¡t€rial do alvo, causr a emissão de um espoctro contlnuo de radiação ele-

trornagnética.

F¡GURA 2'9. Um tubo de raioc X. E!ét¡ons sab emitidos termicemente do catodo aquecido C e acelerados

em direçfo ¡o ¡nodo (¡ho) á peh diferença de potencial I/. Raios X sío emiti¡los do ¿ho

quando eÉtroru sfo freados ao atirgi-lo.

A figura 2-10 mostra, para quatro valores diferentes da energia dos elét¡ons incidentes, co-

mo a energia dos raios X emitidos por um alvo de tungstênio se distribui em função do compri'
rpnto de onda. (Além do espectro contúruo de raios X, também são em¡t¡das linhas de raios X
caract€rlsticas do m¿terial do alvo, Iremos discuti.las no Capítulo 9.) A cuacterlstic¿ mais notá-
Yel dessas curyas é que, p¡¡ra uma dad¿ energ¡a dos elétrons, há um mlnimo bem definido )t*
parr os comprimentos ds onda; por excmplo, para elétrons dc 40 keV, Ànd,r é 0,31 I Ä. Embo-
ra a forma do espectro contûiuo de raies Xdependa do potencial I/ e um pouco do material do
alvo, o valor de l* depende apenas de I/, ændo o mesmo para todos os materiais. A teoria ele-

tromagnética clásica não pode explicar esse fato, não havendo nenhuma nzÁo plaqual ondæ
com comprirnento de onda menor que um c€rlo valor ctÍtico n¿fo devam ær emitidas pelo alvo.
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FIGURA 2.10. O cspccrro contínuo dc raios X quc é emitido dc um alvo de tungstênio, pa¡a quatro diferentcs

valo¡cs dc e /, a cncrgia dos clétrons incidentes.

Uma explicação surge imediatamente, entretanto, se encararmos os raios Xcomo fótons,

A fìgura 2-l I mostra o proæsso elementer que' segundo css€ ponto de vista, é responsável pelo

espe;tro contfnuo da fìgura 2-10. Um elétron de energia cinétic¡t inicial K é desacelerado pela

inieração com um núcleo pesado do alvo, e a energia que ele perde aParec€ na forma de radia'

çao cómo um fóton dc raios X. O elétron interage com o núcteo carregado através do campo

óoutombiano, transfe¡indo momento para o nrlcteo. A desacelerat'o resultante causa a emissão

do fóton. A massa do núcleo é tão grande que a energia que ele adquire durante a colisão pode

ser completamente desprèzada. Se K' é a energia c¡nética do elétron após a colisão, então a

energia do fóton é

hv=K - K'

e o comprimento de onda do fóton é dado por

hcþ,= 6 - ¡ç' (2-r 3)

fóton dc
bremsstrahlur€

FIGURA 2-t l. O proccsro (lc brcmsstrahluilg rcsponúvcl pcla produção do csPcctro contínt¡<l tle raios X
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Os elétrons no feixe incidente podem perdel diferentes quantidades de energia nessas coli'

sões, e em geral um etétron chegará ao repouso apenas dePois de várias colisões. Os raios X assim

produzidorpelos elétrons const¡tuem o espectro contfnuo da fìgura 2'10, e há fótons com com'

primentos di onda que vão desde À* até À + @' correspondentes às diferentes perdas em

0'6 0,8
comprimento de onda (Â)

,,rb colisão. O fóton de menor comprLnento de onda seria emitido quando um e¡étron p€rd€$

* þda svt energia cinética Gm um Prooeslo dc colisão; nestc caso K' = 0n de forma qw

¡ ' Irc/Ç, . Como K é igual a eV, a enetglc adquirida pelo elétron ao ser aceleredo pela dife-

r€np de Potencial Z aplicada ao tubo de raios X,temos

eV=hcft,,*

It^ = hcleV (2-t4)

portanto o limite mfnimo dos comprimentos de onda r€presenta ¡ @nversão oompleta da ener-

¡ia dos elétrons em radiação X. A equação (2.14) mostra cla¡amente que se å + 0, então

L,. * 0, qæ é a previsão da teoria clássica. Isto mostra que a própria existência de um com-

o'ritrnto de onda mfnimo é um fenômeno quântico.' Â radiaçfo Xcontlnua da figura 2-10 é freqäentemente chamada bremsstrahlung, do ale-

rnão brems (= frenagem, isto é, desaceleração) + strahlung (= radiação). O processo de brerns-

stralrlung ocorre não apenas em tubos de raios x, mas sempre que elétrons rápidos colidem com

a matéria, como os raios cósmicos, nos anéis de radiação van Allen que envolvem a Tera, ou

na frÊnagem de elétrons emergentes de aceleradotes ou núcleos radioativos. O processo de

bremslrahlung pode ær conside¡edo como um efeito fotoelétrico às aræssas: no efeito fotoelé-

trico, um fóton é absorvido, sua energia e momento indo para um elétron e um nrlcleo;no pro-

cesso de bremsstrahlung, um fóton é criado, sua energia e momento vindo de uma colisão entre

um elétron c um núcleo. Lidamos com a ctioção de fótons no processo de bremsstrahlung, em

vez d9 sua absorção ou espalhamento pela matéria.

EXEMPI,O 2.5

Dete¡mlne a constante dc Planck å a partir do fato que o comprimento de onda mlnimo produzido'
pot elétrons de 40,0 keV é 3,ll x l0-r t m.

. De (2-14), temos

chmin
h=-

c

= 
1,60 x l0-!tCx4O0 x l0'Vx 3,ll'x l0-r¡ m

3,00 x l0' m/s

= 6,64 x ¡6-r' joule-s

Este v¡lor está bastante próximo do valor de å obtido do efeito foto€lét¡ico e do efeito Crmpton'
Medidas de !z, À-¡. e c nos fo¡neccm uma das maneiras mais precisas de zvaliat a nzão hle. Bearden,

lohnson e Wâtts, da Uñìiîisi¿atle lohns Hopkins, encontra¡am em l95l þor esse processo hle =1,37028x
t0-tl¡s/C. Esta ¡az1fo é asociad¡ com vá¡ias out¡as medi¡las de combinações de constantesfís¡ces,eoconjun-
to do¡ dados é analisado por elaborados métodos estatfsticos para determinar o "melho¡" vslo¡ d¡s diversas
const¡ntcs ffsicas. Esse melhor valo¡ muda (mas em geral sempre dentro das cstimativas de precisalo feitas
a P¡to¡{) e se torna cada vez mais preciso à medida em que novos dados expe¡imentais e métodos mais preci-
sos d'o usados, ^

2:l PRoDUçÃo E ANrer.rILAçÃo os pAREs

Além dos efeitos fotoelétrico e Compton há um outfo proæsso no qual os fótons per'
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dem sua energia na hteração com a matéria, que é o Proaesso deproduçãodeparer.Aprodu.

çaio de pares é também um ótimo exemplo da conwrsão dc eneryia radiute em mas¡¡¡ de repou.

so c cnergia cinética, Neste prooesso, ilutrado cequemst¡ca¡nente na figrua 2-12,w fóton dc

alta energh perde toda sua energia l¡y em u¡ina colisão com um núdeo, criando um par cléEon

pósitron, çom u¡nå certa energia cinétic¿ lJmpósínon é uma partlcula que tem todas as pro-

priedades de um elétron, exceto o sinal de sua c¡uga (e o de æu momento mag¡¡ético) que é

oposto ao do elétron; o pósitron é um elét¡on positivamente carregado, Na produção de pares a

tffio\
Núdeo 

\

\-"
K-\

F¡GUR.A 2-12. O proce¡rc do produção ds Parcs.

energia de ¡ecuo absorvida pelo núcleo é desprezfvel por cau$a de sua glande massa, e assûn a

equação da conærvaçâo da eneryia total relativística no Processo é simplesmente

hv=E- *6+ = (mscz +K-)*(mscz 1 K*)=K-*K* *?tnscz (2.1s)

Nestaexpressão,E-e.É-* sãoasenergiasrelativlsticastotais,eK-eK* sãoasenergiascinéti.

c¿s do elétron e do pósitron, resp€ctivamente. As duas partlculas têm a mesma energia de re'

pouso m scz. O pósitron é produzido com uma energia cinética um Pouco maior quc a do elé'

tron porque a interação coulombiana do par com o núcleo positivamente carregado causa uma

aræleração no pósitron e uma desaceleração no elétron.

Ao anatisarmos aqui esse processo, iglroramos os detalhes da interação, considerdndo ape'

nas a situaçalo antes e depo¡s da interação. Os princlpios que nos orientaram foram a conserva'

ção da energia total relativfsticå, a conservação do momento e a conservação da catga' D€stas

leis de conservação, não é diflcil mostriu que um fóton não pode simplesmente desaparecer no

espaço vazio, criando um par. A presença do nrlcleo pesado (qræ pode absorver mor¡lento sem

alterar apreciavelmente o balanço de energia) é necesária pua permitir que tanto a energþ

guanto o momento æjam conærvados no proceso, A carga é automaticamente conservada, Pois

o fóton não tem cafga e o par criado teñ cafga total nula. De (2-l 5), vemos que a energia mfní'

ma neces$ária para que um fótan crie um pu é ?tnsc2 , ou 1,02 MeV (l MeV = l0ó eV), qw
equivale a um comprimento de onda de 0,012 A,'Se o comprimento de onda for menor que is

lo, correspondendo a uma energia maior que o valor limite, o fóton produz o paf com uma cer'

ta energia cinética, além da eneryia de repouso. O fenômeno de produção de paresé um fenô'

tæno de altas energias, devendo 06 fótor¡r e$t¡u na região dc ¡aios X de grande eDefgia ou tts

região dos raios 7 (veja fìgura 24). Como veremos na próxima æção, resultado$ exPerinenta¡l

demonstram que a absorção de fótons em interação com a matéria ocone principalmente Pelo

prooesso fotoelétrico a baixæ energtas, pelo efeito Compton a energias intermediárias e pela

produção de pares a altas energias,

Pares elétron-pósitron são produzidos na natureza por fótons de ¡aios cósmicos e em labo'

ratórios por fótons de bremsstrahlung obtidos em aceleradores de partfculas. Out¡os pares dc
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'aftfculas, 
tais como próton e antipróton, podem ær produzidos æ o fóton tiver energia sufi-

ciente, Pelo fato do elétron e do pósitron terem a menor mass¡r de repouso dæ partlculas conhe-

cidas, a eneryia mlnima para su¡¡ produção é a meno¡. A experiência confuma a teoria quântica

para o processo dc formaça-o de pares. Não há qualquer explicação satisfató¡ia pa¡a esse fenôme-

no na ffsica clássica.

ÐGMPLO 2{
A anál¡sc dc uma fotografia dc câma¡¿ de bolha mostra a øiação dc um parclótron.pósitronquando

fófons atravcssam a matéria. As trajetórias do clétron c do pósitron tôm curvaturss opostas no campo magné-

tico uniforme I dc 0,20 Wcbcr/m¡, scndo scus ¡aios ¡ ambos iguais a 2,5 r l0-¡ m. Qual c¡a a cnergia e o

Gompr¡mcnlo dc ond¿ do fóton quc produziu o par?

O momcnlo p do clél¡on d dado no¡

p=eùr= l,6x l0-tr Cx2,0x t0-'webcr/mt x2,5x l0-¡m

= 8.0 x l0-tt kg-m/s

Sua cncrgia rclativística lotal E- ó dada por

E! = cz pt t (mocz )z

FIGURA 2-t3.4 produçîo dc parcs viira cm un¡a c.åma¡¡ dc bolha. As trajetórias do elét¡on e do pisitron

Sio ¡s duas cçirais quc src cncontrûm nO ponto do líquido qu9 cnchc e cima¡a onde Oco¡¡eu

a produça-o' O cstud¡nts podc tlctcrminar qual das duas espirais corrcsponde ao pósitron sa-

bcn¿o quc os traços longãs sÌo dóutcrons, positivanìcntc carrcgados, incidentes Pcla caquerda.

(Cortcsia ¡lc C, R. Sun, Statc Univcrçity of Nct York, Albany)
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comorn.c¡=oJlMeV,c¡,c=E,0xlo-ttkg-m/sx30xl0'¡¡/r=2Jxl0-rtJÈlJMcV'tcmol
E =05 McV)t + (0Jl MeV)t ef- = 1,6 MeV.

A energia lotel fcletlvfstic¿ do pósitron tem o mcamo valot, polr sua t¡aietófla tcm o mcrno rrlo' ù

forma que a cncrgia do fólon e¡a

hv=E-+E+=3,2MeV

O comprimcnto dc onda do fóton Pode scr obtida dc

E=hv=hcþt

hc 6ó ¡ l0-¡' joute's x 3O r l0' rn/s
3,9 x. l0-r I m = 0,0039 Â

E 3.2 x l0' eV x 1,6 x l0-rt joute/eV

Intimamente felacionedo com a produção de pæes está o Pfocesso inverso, ctramado

lç*r

quilaçAo de pares. Um elét¡on e um Pósitfon' €stando esscnc¡alfnente em l€por¡so Prôximos t

do outro, se unem e são aniquilados. A matéfia desapueæ c em seu lugu obtemosenergia

diante. Já que o momento inicial do sistema é zøro, e como o momento deve æ conærvæ

processo, neo podemos ter apenas um fóton criado, Pois um único fóton nfo pode ter I

fnento zefo. O procesrc que tem maior Probabilidade dc ocorcr é a criação de dois fótons

se movem com o mesmo momento em æntidos oPostos. MenOS Provável, mas Possfvel' é e 
'

ção de três fótons.
No proæsso em que dois fótons são criados, mostrado na fì8ura 2.1_4, a conservação

morncnto dd 0 = p, + 
-pr, 

ou P, = -Pr, de forma que os momenta dos fótons são ¡guais

módulo e têm sentidos opostos. Portanto, P t = Pz ou hv1 lc = hv 2fc e v 1 = ttz = tt' A

ção da energia total ¡elativfstica impõe ent¡io que msc' * trtscz = hv * hv , não tendo o

iron. o eléiron energias c¡néticas iniciais, e sendo a!¡ encTgiil dos fótons iguais'Portanto

^oc' = 051 MeV, õnespondendo a um comprimento de onda do fóton de 0þ24 A' Sc o

inicial tivesse alguma energia cinética, cntão a enefgia do fóton excederia 0,51 MeV' e

comprimento de onda Poderia ser menor quc 0,024 Â.
t,

t,

l_,

i _'

t

I

P¡ Pr

--aóoAg- av-qtr-
h,, hv,

Dcpois

FIGURA 2-14. Aniquilaçâo dc pares produzindo dols fótons'

os pósitrons são criados no Pfocesso de produção de pares. Ao passar atfavés da met

um positron perde energia cm colisões sucessiv¡rs até se Combin¡r com um elétron formando

sistema tigado chamado posittônio. O "átomo" de Positrônio tem uma vida curta, decaindo

fótons em aproximadamente lO-t 0 s dePois dc sua formaçãO. Presume-æ que o elétfon e o

sitron se movem em to¡no dO seu centfo de massa em umå espéCie de "dança da morte" até

aniquilarem mutuamente.
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(r) Suponha que e frgure 2.14 rcpresente o proëülso dc rnlquilefo cm um drtem¡ dc ¡cfcÉnch I no

qúd o pú clétronaósitron cstcþ cm rcPoust G or dols fótons rca¡ttsntca da anþulte$o movrm.sr to longo
ão ctro ¡. Achc.o comprimento dc ond¡ À de*çs fótons cm fun$o dc ,no . a m¡rs¡ dc rcpouso dc um cié-
g9¡ ou de um Pósitron.

VlmosqucPt=Ptehtr=¡vr.C¡d¡fótontem¡mcsìaeneryie,arncrnafreqllênclaeomesmo
conp¡lmcnto dc onda. Podemos sbandonü o¡ lndiccr c arsim, dar rchções åu = raoct Ê p = E/c, obtemos

M¡s temos t¡mbcm 8 ¡chça-o

de forma que

p = E /c - hvlc -- moct lc = moe

P=hl¡

\=h/p = fil¡no¿

portrnto, no sistema de ¡epouso do positrônio cada fóton tem o mcsmo comprimcnto dc onda À =å/moc.
(b) Ago¡a considere a mesñs aniquilagÌo sendo obærvada no rcfercnci¡l S', que sc move com wloci-

dede v para ¡ caquerda em ¡el¡ção a ,S, Que comprimento de onda este obæ¡vador (em movimento) mede pâ-

¡¡ os fótons?
Ncste caso, o pa¡ tem ene$¡¡ total relatiylstica in¡cial 2mc7 ,onde m é a m¡ssa ¡el¡tlvfst¡ca, em vcz da

cncrgia de repouso 2rnoct , de modo quc a conservação de energia no processo de aniquitafio nos dá

2nc7 =pic + pic

Além dirco, o pa¡ egora se move ¡o longo do eixo ¡' com velocidade v, de fo¡ma que seu momcnto inic¡al é

zmr,rcmvez de zero oomo ântes. Assim, a conservação do momento nos dá agora

2mv = pi_ p,z

Jl quc os fótons æ movem em sntidos opostos do cixo x'. Vamos combinar cssas duas cxprcs.6cs. Multipti-
cando a ægunda po¡ c e somandoa à primeira, obtemos, como rz = m o h/ | - yt lcr

rao (c + u)

Pi= mlc + u)=:=rnoc
'/G t'-17

Mes4 =å¡¡;,6r modo què

(2-l 6a)

Da mcs¡na forma, zubt¡aindo a segunda equação da primeira, obtemos

hh
À; =- =-p', ñoc

(2-t6b)

O¡ fótons ¡¿? têm o mesmo comprimento de onda, pois estes saio alterados p elo efeíto Doppletem rela$o aoI'rlol À que possríam no refe¡encial de repouso ¿a ìonte (o átomo de posiirônio). Se um òbservador está no

li::_ * f:ry ou. e fonte se aproxlma dcle, ele detecta¡á o fóton I com um8 freqitôncia mafoe do que a

Ï:T"9it de."tepouso". Se um óbservador está situado no eixo¡'de forma quc a fänte *olastadelè,eleqerech¡á o fóton 2 com uma freQíiôncia menü do que a frcqüência de repouó. Na ye¡dade cise cxemplo é
umadeduça-o da fórmula pata o efitto Doppler longirudinal da teoria da relatividade. a

. _. - A primeira evidência experimental do processo de produção de pales, e da existênci¡ dos pósitrons, foi
:ot19 .. 1933 por Anderson durente uma pesquisa sobre raios cósmicos. Essa radiação consíste de um fluxo
qe lotons c partfculas cüregadas de alta energia que incide sobre a terra vindo de fontes exûaterrestres.



Andcrson cstava usando uma cáma¡a de bolh¿ contcndo uma fina placa de chumbo, e todo o apa¡elho estav¿

i¡f¡rrro ,rn um campo magnótico. Expondo eise ¡palelho à radiação coSmica' descob¡iu'se que dc Yez cm

q.¡nio (rnu¡to ¡a¡¡mentcium par de partícular carregadas era ejet¡do dc sbum ponto.da Pl¡câ de chumbo.

¡"pù'il; isto c¡a ¿eviuo à int"r"çdo de um fóton-com o chumbo, porquc não se via nenhuma partfcuh

c¿i¡cg¡da ¡tingi¡ o ponto de ejeção, e um fóton, não tendo carga, poderia atlngif esre Ponto sem scl detect¡'

do, Às putícutas carregadas .¡"t"d.t no P¡ooesso e¡am curvadss em diroSes opostas pelo campo magnético.

port¡ntó suas c¡rges tinham sinais opostos. De outras considerações podcria sêr mostrado que ¡ ms8nitudc

dessas cargas é igual ö carga eletrônica e que as massas das partÍculas sío eproximadamente igueis à m¡ss¡ cle'

t¡ônic¿.
A descob€rta do proccsso de p¡odução de pares explicou a origem de uma discrepância ent¡e a então

¡ceita teoria da atcnuaçâo dos raios X e os coefic¡entes dc atenuação de vá¡ios mate¡iais medidos para raios X

de 2.6 MeV (¡aios t obtidos dc uma fonte ¡adioaliya), Como a teoria originalmente não incluís a produ$o-de

pares, a atenuaçjo prevista era muito pcqucns; com a inclusão do procæsso de produção de pues, foi obtida

uma boa conco¡dáncia entre a expciiência e a teori¡. Ent¡etånto. a importância ¡eal da descobert¡ de

Anderson estava na confi¡mação quJ eta deu à teoria quântica retativística do eléuon formulada por Dirac'

A teo¡ia de Dirac prevê que os valores permitidos para a enerlia total ¡elativíst¡c¿ de u¡n elét¡on livre

são

g=tffi (2-t7l

onde rno é a masse de repouso do clét¡on. Estes energias são simplesnente as soluÉes para f de (2{)' mas ¡
sotuSo-com o sinal negaiivo corresponde a uma energia total relåtivística negativa - um conc€ito ti[o estrs'

nho ô mecånlc¡ selet¡vart¡cs quanto à mecânlca clássica. Em vez de simplesrnente jogar fora ¡ pùte negativa

rlcgrndo que ela ne-o tcm scn,ido ffs¡co, Dh¡c cxplorou as conæqüôncir da equação complete. Ao fazer isto'

rnftou . conclu$cs muito intefcssantes. Conside¡e a figura 2.15, que é um diagama de nfveis dc energia re
preintando (2-l?). Se o contínuo de energias netêtivas existe, todos os elétrons liwes de energia positiva

ioderiam 36frcr transições para esses níveis, acompanhadas pela emisão de fótons de energia ap¡opriadå. Isto

äbvi¡mcnrc niÍo cstá de ¡co¡do com ¡ expøiênciaporque em geral näo sc observa nenhuma emisdo espontâ'

nc¡ de fótons com energia hv > 2mocz p* p.rtr de elékons liwes, No cntento, Dirac assinalou que ess¡ dif¡'

orldadc podcrh sc¡ ¡emovid¡ pela hipotese de que todos os nívcis de energie negativos estão no¡m¿lmentr

ocr¡prdo; em cada ponlo do espaço. De aco¡do oom essa suposição, o vóano consiste de um nur de elétrons

cm nlvels dc cncrgh netotivos, tsio näo está em desaco¡do com a expcriôncia. Po¡ exemPlo, ¡ cafga ncgativ¡

nelo poderie ser Aãtcct¡¿¡, pois supõe-se quc cl¡ está unifo¡memente distribuída e port¡nto não pode exercer

nenhuma força rcbre um corpo c¿Íégado. C.onsidcrações semelhantes Perm¡tem demonst¡a¡ que rs proprie

dades 
..usuais" dc um ma¡ de elélrons lregatiramente ca¡regados se:o t¡b que s st¡¡¡ Presença nalo ærá aparentc

Níveis + mais altos, correqpondendo ap ) 0

I ¡ttoca 

-- 

Nível + m¿is baixo, øffespondendo a p = 6

0-

-ñocl Nível - maisalto, cor¡espondendo a p = 0

Níveis - mais baixos, correspondendo a p > 0

It

FTGURA 2-15' Os nívcis dc cncrgia dc um clót¡on livre scgundo Dirac'

cm ncnl¡uma cxpcriência usual. No cnl¡nto, a tcoria dc Di¡ac do vácuo não é completamentc vazia, pois ela

prcvð algum:rs novas propricdadcs que podcm scr lostadas cxpcrimcntalmente'
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O diagrame de nlvcls dc oncrgh pa¡s um elét¡on liwe srgere r possibilid¡dc de cxcita¡ um eléÛon de

um nívcl dc encrgia negrtlvo pete ebrcrção de um fóton. C.omo sc srpõe que todos os nfveis de energie nega'

ri"os cstão complet¡rnçntc oq¡pados, o elét¡on deve ser excitado para um dos nívels positivos desocupado. A

,ne¡g¡ nÍnima que o fótion dcw tc¡ nerse proc€ss{, é obvlamente Lmoct , e o processo resulte n¡ Produção

lc um elét¡on em um nlvçl de ene¡gl¡ pos¡tlvo e de um bu¡aco cm um nlvcl de energia negat¡vo. Podemon de-

rûonstrar que um bunoo no nlvcl neSat¡yo tem tod¡s 89 proP¡iedade¡ mccânic¡¡ e elét¡ic¡s de um pósitron de

cncrgia positiva, Por excmplo, hl uma crrge por¡t¡va +¿ ¡ssoci¡d¡ ù ¡usêncl¡ de um elébon dc c¡¡g¡ neg¿t¡va

-¿,Este é, pois, o proc€rso de produç¡o de p¿¡e3 obærvado cxperimentalmente po¡ Andersôn t¡ês¡nos de'

pois de ptevisão teór¡cs de Dirac.

28 SEçoES DE CHOQLTE PARA AESORçÃO E ESPALIIAMENTO DE FÓTONS
Consideremos um foixe paralelo de fótons atravessando uma lâmina de matéria, como é

mostrado na f¡gu¡a 2-tó, Os fótons podem interagir com os átomos da lâmina por meio de qua-

tro processos difcrente¡: fotoelétrico, produção de pares, esPalhemento Ïhomson e Compton.

Os dois primeiros absorvem completa¡nentc os fótons, enqua¡¡to os dois últimos apenas os espa-

lham, mas todos eles removem fótons do feixe paralelo. A pergunta sobre quais são as probabili-

dades de ocorrência desscs proæssos, para condições dadat, tem considerável importância teóri-

cå e prática. Por exemplo, é muito i¡nportante no projeto da blindagem de um aparelho de

raios Xou de um ¡eator nudear. A resposta s essa p€rgunta é expresu em termos de quantida-

des cl¡amadas seções ds cltogræ. Este nosso primeiro contato com s€çõ€s de choque está rela-

cionado com fótons, m¡s nó$ as encontraremos nov¡mer¡t€ em outros contextos.

FIGURA 2-16.Um feixe de fótons passahdo através de uma lâmin¡.

A probabilidade de um fóton com u¡na dada eneryia ser absorv¡do, Por exemPlo' P€lo
efeito fotoelétrico ao passar pcla lÂmina é dada pelo valor da seçiío de choque fotoelétrico oFE'

Esta medida da probabilidade de oconênci¡ do efeito fotoelét¡ico é definida dc forma que o nf¡'

n€ro,IVFE de absor$r fotoclétricas qu€ ocorem æJa dado por

N", = ortl n (2.18)

quando um feixe contendo/fótons incide sob¡e u¡ru lâ¡n¡na que contém¡ átomos Pof un¡dade

de árca. Supõe.æ agui que ¡ lâmina é sufìcientemente fïla para qu€ a probab¡lidade de um fó'
ton æ¡ absorvido so psss¡r por ela seja muito menor que u¡n.

A defÌniç¡to (2.1E), qr¡c é um modelo pafa as def¡n¡ções de todas as æções de choguc, é

¡uficþntenænto importrntc püa Just¡fìcaf uma interpretação flsica mais cuidadosa. Antes de

nais nada notcmoo quÊ o nfimero N* de absorÉs deve certamentc ssr diretamentÊ ProPor.
cional ao núnr€fo I dc fótons inc¡dentcs sobre a lâmina. Além disso, se s lâmina é fìna, no ænti-
do especificado ü¡tçriompnte, spus átomos não farão "sombra" uns aos outros, relativamente

ð?.
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ao feixe incidente. Entifo o númerotrfÆ também devt ær diretamente proporcional ao número

n de átomos por unidade de á¡ea da lâmina. Portanto dever€mos ter

NrteIn

Se esc¡evcrmos essa proporcionalidade na forma de uma igualdade, dramando à constante dc

proporcionalidade opg, obtcrcmos a equa$'o quc define a æfo de choque. Portanto vemos

que a seÉ'o de ctroquã, cujo valor depende tanto da energia do fóton quanto do tipo de átomo,

nædc o iuanto eses ltomos são cfetivos ne absorção de fótons pcto efeito fotoelétrico. Como

as quantidades Nr" e I cm (2-18) são adimendonais, c n tem dirncnsão de (área)-t, fica claro

jtq oFE deve ter a dimensão de (áæa), o que justifica a sua denominação. Freqüentemente sc

ø um¡ interpretação Seométrica à æfo de choquc, imaginando+e que um cf¡culo de áred opgt

oentrado cm cada átomo da lâmina e no plano desta' tem a Propriedede de que todo fóton quc

passa por ele é absorvido pelo átomo no efeito fotoelétrico, Essa interpreta$o geométrica é

convpniente para visualização c rnesmo para cálculos, mas não deç ser tomada como literalmen'

te rærdadeira. Uma seção de choque é na rrerdade ap€nas u¡na mneíra de expressar numerica'

tnçnte a probabilidade de que um certo tiPo de átomo faça com que um fóton, de dada energia,

¡ofra um determinado processo. As defìnições e interpreta$es das æSes de choque Para outros

processos de absorção e espalhamento são completamente análogas às do exemplo que conside-

famos,
A figura 2-17 mostra as æses de choque de espalhamento (o¡), fotoelétric¿ (ore ), de

produção de pares (o" ), e total (o) medidas para um átomo de chumbo em funçÍfo da energia

do fóton åu. A æção de choque de espalhamento especifica a probabilidade do espalhamento

ocorer tanto pelo processo Thomsonquanto pelo processo Compton. Para o chumbo, que tem

l0-rt

lo' lot l0ö l0' l0!
ftr'(eV¡

FIGURA 2-l?. As scçõcs de choque dc espalhamcnto, fotoclótric¡. dc produçâo de pates, c total para um áto'

mo de chumbo.
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ün nl¡mero atômico alto e conæqüentemente elétrons fortemente ligados, o cspalhamento

n orrn domina o eqPalhamento Compton quando a energia do fóton é meno¡ que aproxima'

ir*n* 103 cV. As quedas bn¡scas na seção de choque fotoclétrica ocorrem nas Gnergias de

i¡orøo ¿or d¡ferentes elétrons do átomo de chumbo; quando lrv cai abaixo da energia de lþção
ä-,oo ¿.t .rinado clétron, o processo foto€létr¡æ envolvendo esse elétron toma-se imposfvel.

I çc¡o de choque de produç5o de pues crescc rapidamente do ze¡o quando lrrr €xcede a ener'

J, U-t 2msc2 - l0ó eV necessária para meterializâr um par. A æção de choque total ø na fi'
-"o, Z-tl é a soma das sepes de choque de espalhamento, fotoelétrica, e de produção de pares.

Ésa quantidade especifica a probabilidade de que um fóton tenha qualqucr tipo de intereção

oom o átomo. Vemos da fìgura q'.re os intervalos de energia nos quais cada um dos três proæs-

¡os dá a contribuição mais importante para o são aproximadamente, Para o chumbo,

Efeito fotoelétrico: hv ( 5 x 103 eV

Espalhamento: 5 x 105 cV(l¡v(5 x l0ó eV

Produção de pues: 5 x 106 eV (zv

Como as probabilidades desses procesos dependem de formas diferentes do nrlmero atômico,

os intervalos de energia nos quais eles dominam são bastante diferentes para átomos de nf¡mero

atômico p€queno. Os intervalos de energia para o alumlnio são, aproximadamente,

Efeito fotoelétrico: åv ( 5 x lOa eV

Espalhamento: 5x lOa eV(trv(l xl0?eV

Produção depares: I x l0? eV(l¡v

HXEMPLO 2{
Determine, em termos da se$o de choque total o, a atenuação de um feixe paralelo de nios X quc pas-

te at¡tvér de uma lâmina ¡zossa de matétia.
Rclativam€nte à frgüa 2-t6, existem /(0) fótons no feixe quando estc incide sob¡e a facc ¡nteriot da

lâmin¡ de cspes$rra f , que contém p átomos por crnt. Suponhamos, para simplifîcrr, que a área da lâmina é

dc t cm¡. Devido a processos de es?atha.mento e absorção, o feixe paratelo contém apenas um núme¡o /(¡) de

fótons depois de penctrâ¡ r cm na lâmina, Conside¡c uma placa fìne dela lâmina, de largura dx c localizada

cm ¡. O número de ótomos por-.cmt da placa é p vezes seu volumc d¡ , ou pdx. O nrlmero de fótons do feixe
quc *râo absorvidos ou espalhados peta phca é especifìcado peta seção de choquc total o, cm uma defìnição

rnlloga r (2-l 8). Seu valor ê o IQI p dx, Po¡tanto o número de fótons do feixe que sacm da placâ, r(.x + dr),
que é þat ao número incidente menos b número ¡emovido, é

I(x + dx)= I(xl - o I(tl p dx

ou

dl(x'¡ : ¡1, + dx) - I(x) = - o l(xl P dx

Podemos acha¡ /(r), o número de fótons do feixe que saem da face posterior da lâmina, calculando dl(x)fi(xl
c integrando em relaçalo a x

dI(x)

--_6pfly
r6)t1

fdltxt I
I "=-opl 

dx
J I(x) JOo



tnl(¡)lÍ =-opt

I(t'
ln-=-oO¡

r(0)

I0l:=c'oPI
r(o)

I(r)= J(Ore-oPt (2'19)

A intensidade do feixe, medida pelo número / de fótons que ele contém, dec¡esce exponcnci¡ltncntc ò

mødide que ¿ csp€ssurs , da lâmina sumenta. A quantidade op, guc é chamtdz coeftcíen,c de alcnlt¿çllo,lem
dimensío dc (cm-! ) e é o recíproco da espesura necessáfia para etenuer a intensidedè do feixe por um fator
c, Essa epesura é chamada o comprìmcnto dc alenuoçiîo Â. Isto é,

h= llop (2-20,

Evidentemente, o coeficiente de at€nuâção tem a mesma dependência na energiâ do fóton que a seção de cho
que totel A figura 2-18 most¡s cocf¡c¡entes de atenueção medidos para o chumbo, estanho e alumlnio com
fótons de cnergia relstiyamente alta. .

2þ

1,8

t,6

I 
l'4

lr,2
l r,o

5 o,t
oq 0,6

0,4

0,

10. l0? l0r l0'
åy (eV)

FTGURA 2.18. Os coef¡cientes dc atenuaglo para vários átomos num d¿do intervalo de energia dos fótons. 

^
Esta seção resume mu¡tos dos aspectos práticos dos fenômenos de absorção e emissão de

rad¡ação e¡etromagnética que estuda¡nos neste capftulo. Mas os aspectos fundamentais desses fe'

nômenos são melhor resumidos dizendo-æ que eles mostr¡rm qu€ a radiação eletromagnética é

quantizada em partlculas de energia chamadas fótons. Deve ser enfatizado porém qæ os fenô
menos de interfe¡ência e difração mostram que os fótons não se propagam desde onde são emi.

tidos até onde são absowidos, do mesmo modo que as partlculæ clásicas o fazem. Ao contrá.
rio, agem como se fosæm guiados por ondas clássicas, pois atravessa¡n um sistcma como um

aparelho de difração de uma forma que é melhgr descrita como ændo análoga à que ondas clá+

sicas o fariam,

o lo''
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J.

QUESTÕES

t. Nas experiéncias do efeito fotoelétrico, a corrente (número de elétrons emitidos por uni'

dade de tempo) é proporcional à intensidade da luz. Pode essc resultado isolado ær usado

para fazu distinção entre as teorias quåntica e clássica?

Na figura 2.2, pot gue a corrente fotoelétrica não sobe verticalmente até seu valor máxi'

mo (de saturação) quando a d¡f€rença de potencial aplicada é ligeiramente mais positiva

do que - Zq?

por que mesmo para radiação incidente monocromática os fotoelétrons são emitidos com

velocidades diferentes?

A existência de um limiar de freqüência no efeito fotoelétrico é freqtientemente encarada

como a objeç5o mais forte à teoria ondulatória. Explique'

Por que as med¡das fotoelétricas são muito ænslveis à natureza da superfície fotoelétrica?

Os resultados das experiências fotoolétr¡cas invalidam a experiência de inte¡ferência de

Young?

Você pode usar o art¡ffcio de lazer h - 0 pa:a obter resultados clássicos a partir de resul'

tados quânt¡cos no caso do efeito fotoelétrico? Explique.

Suponha gue a emissão de fótons Por uma fonte æja aleatória em direção. Vocé esperaria

gue a intensidade (ou a densidade de energia) variasse com o inverso do quadrado da dis'

tância à fonte na hipóteæ do fóton, como acontece na teoria ondulatória?

Um fóton de energia f tem massa?.Se 
.tem, 

calcule'a.

Por gue, no espalhamento Compton, vocé esperaria que Atr fosse independente do mate'

rial do qual o alvo é composto?

Você esperaria obærya¡ o efeito Compton mais facilmente com alvos compcstos de áto'

mos com números atõmicos altos ou com alvos de números atômicos baixos? lJxplique.

Voc€ pode obseryar efe¡to ComPton com a luz visÍvel? Por quê?

Voc€ esperaria, ægundo a teoria eletromagnétiCa cláSica, que houvesse um comprimen'

to de onda mínimo na radia$o emitida para um dado valor de energia do elétron inciden'

te sobre o alvo de um tubo de raios X?

Um tubo de tetevisão emite raios X? Explique.

Que efeitds) tem a diminuiça:o de rroltagem dè um tubo de raios Xsobre o espectro de

raios X resultante?
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t6.

17.

Discuta o proæsso de bremsstrahlung como ændo o inverso do efeito ComPton. E como

o inverso do efeito fotoelétrico.

Descreva vírios métodos que possam scr utilizados parâ determinanção experimental da

constante de Planck /1.

18. Quais os fatores que o leva¡iam a achar que um fóton iria perder suâ energia em interaçðes
com a matéria pelo procrsso fotoelétrico, pelo proæsso Compton, ou pelo processo de

produçalo de pares?

19. Você pode imaginar alguma evidéncia expcrimental que contradiga a idéia de quc o vácuo

é um mar de elétrons em estados de energia negativa?

Pode oconer a aniquilação de elétron-pósitron com a cria$o de urn fóton æ houver urn

núcleo próximo para absorver momento?

, Explique como é posslvel a aniquilação de pares com a criação de trás fótons. É possível,

cm princípio, criar mais do que três fótons em um único proccsso de aniquilaça-o?

22. Qual seria o inverso do proccso no qual dois fótons sa-o criados na aniquilaçaio clétron.
pósitron? Ele pode ocorrer? É provável que ele ocorra?

23. O que está errado em tomarmos a interpretaçâo geométrica de uma seção de choque co-

mo literalmente verdadeira?

I

20.

21,
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PROBLEMAS

.tJ (a) A energia necessá¡ie pa¡¡ que um elétron scja removido do ¡ódio é,2,3eY. O sódio

¡presenta efcito fotoelétrico para a luz amarcla, com À = 5890 Â? G) qrr¡ é o compri.
mento de onda de corte Para a emissão fotoelétrica do sódio?

Z. Radiação de comprimento de onda 2000 Â, incide sobre umi zupcrflcie de alumfnio. Para

o alumlnio, são necessários 4,2 eY pua r€mover um clétron. Qual é a energþ clnédca do

fotoelétron emitido (a) mais rápido e (b) mais lbnto? (c) Qual é o potcncial dc corte? (d)

Qual o comprimcnto de onda limiæ para o alumfnio? (e) Se a lntensidadc d¡ luz inc'lden-

tc é 2P lü/m2, qual é o nrlmero médio de fótons por unidade dc tempo e por unidade dc

áæa que atinge a superffcie?

3. A função trabalho para uma superffcic de lftio lisa é 23 cV. Faça um csboço do grálìco

do potencial de corte Z6 contra a freqäência da luz incidente para uma tal supcrffcie, in-

dicsndo suas ca¡acterfsticas importantes.

4. O potencial de corte para fotoelétrons emitidos por uma suprffcie atingida por luz de

comprimento de onda I = 4910 Ä é 0,71 V. Quando se muda o comprimento de onda da

radiação incidente, encontra-se parâ este potencial um valor dc 1,43 V. Qud é o novo

comprimento de onda?

5. Núma experiência fotoelétrica na qual se usa luz monoøomática e um fotocatodo de só-

dio, encontramos um potencial de cortc de 1,85 V pæa À = 30(X) Â, e de 0'82 V para

À = 4000 A. Destes dados, determine (a) o valor da constante de Ptanck, (b) a funflo tra-

balho do sórlio em elétronwolt, e (c) o comprimento de olida linrite para o sódio.

6. Considere que sobre uma placa fotográfìca íncide luz. A luz será 'þavada' se dissocier

uma molécula de dgB.r da placa. A encrgia mfnima necessária para disociar esa molécr¡-

laré da ordem de l0-le j. Calcule o comprimento de onda de cole, acima do qual ahiz
ntio vai ænsibilizar a placa fotográfica.

Deve+e usar a exprcssão relativfstica para a energia cinética do etétron no efeito fotoelé-
trico quando vlc) O,l, se queremos eúta¡ enos superiores a aproximadamentc l%. Pa¡a

fotoelétrons emitidos de uma superffcie de alumfnio (wq =4,2cV), qual é o menor
comprimento de onda de um fóton incidente para o qual pode-se usar a expressão cllls
sica?

Raios X com À = 0Jl Ä ejetam fotoelétrons de uma folha de ouro. Os elétrons descrettm
cfrculos de raios r em uma região onde há um campo de indução magrétlca 8. A experiên'

cia mostra eue rB = 1,88 x lOJ tesla-m. Ache (a) a energia cinética m¿lxima dos fotoclé-
trons e ft) o trabalho realizado ao remover o elétron da folha de ouro.

(a) Mostre que um elétron livre nã'o pode absorver um fóton e durante esse Proæsso
conservar simultaneamente a energia e o momento. Portanto, o efeito fotoelétrico imp@

7.

8.

8¡
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13.

s exisùincia de um elétron tigado. (b) No efeito compton, entretanto, pode-se ler vm

elétron livre. Explique.

Sob condições ideais, o oho humano reg¡stra u¡n estlmulo visual a 5500 .{ æ mais de 100

fótons forem ¿bsorvidos por ægundo. A que potência isto corresponde?

Sobre s Tena incide radiaç{o sotaf a uma taxa de 194 ca]/cm2'min sobre uma superfÍcie

normal aos raios incidentes. Supondo quc o comprimento de onda ntídio é 5500 A, a

quantos fótons por cm2 -min isto corresponde?

Qu¿is são a fregüéncia, o comprimento de onda e o momento de um fóton cuja energia é

igr.ral a energia de repouso de um elétron?

No modelo do fóton pua a radiaplo, mostre gue æ dois feixes de radiaÉo com compri'

mentos de onda diferentes têm a mesma intensidade (ou densidade de energia), entlio a ra'

zio ente os nÛ¡reros de fótons por unidade de ¡l¡ea da s€ção transvefsal por ægundo dos

feixes é igr¡el à razão ent¡e seus comprimentos de onda.

Obtenha a relação

entre as direções dd movimento do fóton espalhado e

Compton.

15. Obþnlla uma relação entre a energia cinética K de ¡ecuo dos elétrons e a energia f do f6

too hcidente no efeito Compton. Uma forma para csa relação é

14.

*u!=(,.#n,

o0sent-
a

do elét¡on envolvidos no efeito

K
E

ffi*"'L
'ffi

16.

(Sugesuo: Veja o exemPlo 24')

Fóton¡ com comprìmento de onda 0,024 Aincidem sobre elétrons liwes. (a) Ache o com'

;ri*;" de onda de um fóton que é espalhado de um ângulo de 30o em relação å direção

ã" ¡n"¡dend, e a eneryia cinética trans¡nitida ao elétron. (b) Faça o mesmo para um ângu'

lo de espalhamento de 150o. (Sugestão: veja o exemplo 24.)

Um fóton de energia inicial I O x los eV que se move no æntido positivo do^ eixo ¡ inci'

dc sobre um elétron liwe em fepouso. o fôton é espalhado de um ângulo de 90", indo no

æntido positivo do eixoy. Adte as comPonentes do momento do elétron'

(a) Mostre que MlE,a variação relativa da energia do fÓton no efeito compton, é iguala

iiíi.."tX| --*, it. tUi fl', u* gráfico de Aqn *ntt^p e interprete esa curva fìg'

camentc.
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Qual é a energia cinética máxima posível de um elétron envolvido no processo compton
em termos da energia do fóton incidente åu e da energia de repouso do etétron mec2 ?

Determine a variação máxima do comprimento de onda no espalhamento Compton de

lítons pot Prótotts.

(a) Mostre que o comprimento de onda mfnimo no espectro contfnuo de raios X é dado
por À* = 12,4 A,IV, onde V é a voltagem aplicada em quilovolts. (b) Se a voltagem

aplicada a u¡n tubo de raioc X é 186 kV, quanto vale À*?

(a) Qual a voltagem mínima que deve ser aplicada a um tubo de raios X para que seja pro-
duzido raio X com o comprimento de onda Compton do elétron? Com o comprimento de

onda de ¡ Ä'? (b) QuaI é a voltagem míni¡na necessária p¿ua que a radiaso de brems.
stralrlung resultante seja capaz de produzir um par?

Um raio 7 cria um par elétron-pósitron. Mostre diretamente que, s€m a preænça de um
tercei¡o corpo püa absorver uma parte do momento, a energia e o momento não podem
se conservar simultaneamente. (Sugestão: iguale æ energias e mostfe que isto implicaem
momentos diferentes antes e depois da interação,)

Um raio 7 pode produzir um par elétron-pósitron na vizirùança de um elétron em repou.
so, da mesma m¿neira que na vizinhança de um núcleo. Mostre que nesse carc a energia
mlnima é 4msc2. (Sugestão: não despreze o recuo do elétron origin.I, mas suponha que
as três partfculas æ afastam juntas. Uæ o sistema de refe¡€ncia do cent¡o de massa.)

Produz'æ um par de forma tal que o pósitron esteja em repouso e o elétron tenha uma
energia cinética de 1,0 MeV e æ move na direção na qual o fóton que produziu o pu in.
cidiu. (a) Desprezando a energia transmitida ao núcleo do átomo próximo, ache a energia
do fóton inc¡dente. (b) Que peroentagem do momento do fóton é transferida ao nn¡cleo?

suponha que um par elétron-pósitron é formado por meio de um fóton que tem a energia
lirnite para que o prooesso ocora. (a) calcule o momento t¡ansferido ao núcleo no prt>
ceso. (b) suponha que o núcle6 d o de um átomo de chumbo, e calcule a energia cinétic¿
do n¡icleo atingido. Ê :azoável despreZarmos essa energia, comparada com a eneryia limi.
te, como foi feito acima?

Mostre que os resultados do exernplo 2-8, expresos em termos de p e t,são válidoc in.
dependentemente da área suposta para a lámina.

Mostre que o comprimento de atenuação Â é igual å distância média que um fóton vai
Percorrer antes de ser absorvido ou espalhado.

Uæ os dados da fìgura 2-17 para catcular a espessura de uma lâmina de chuinbo que ate-
nue um feixe de raios X de l0 keV por um fator t00.
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O Postulado de de Broglie
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3-l oNDAs pr u,ttÉmn 87

o postulado de de Broglie; o comprimento de onda de de Broglie; a expcriência de

Davisson€ermer; a experiência de Thomson.; difração de átomos de hélio e de nêutrons

3-2 A DUALIDADE o¡vo.t+lRrfcut l 94

o princfpio da complementaridade; a interpretação de Einstein para a dualidade da radia-

ção; a interpretação de Bom para a dualidade da matéria; fun$es de onda; o princfpio da

superposição
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enunciado do princfpio; interpretação; origem ffsica do princlpio de incerteza ægundo
Bohr

34 PRoPRIEDA.DES DAs oNDAs np uIrÉRrI rc2

vtlocidade de faæ e de grupo; igualdade entre a velocidade da partfcula e a velocidade do
grupo; lugura em núme¡o de onda e freqüência em um grupo de ondas; obtenção do prin-
cfpio da incærleta a partir do postulado de de Broglie; largura de um estado quântico
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a relação com a complementaridade; as limita@es impostas à mecânica quântica
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O Postulado de de Broglie

Propriedades Ondulatórias
das Partículas

3-l oNDASDE trllrÉn¡t

Maurice de Broglie foi um físico experimental francês que, desde o princlpio, apoiou o

ponto de vista de Compton em relação à natureza corpusculardaradiação. Suæexperiênciase

discussões em relação aos problemas filosófìcos da flsica na época irnpressionaram tanto e seu

i¡mão l¡uis que este t¡ocou de carreira, pæsando da história para a ffsica. Em sua teæ de dou-

torado, apreæntada em 1924 à Faculdade de Ciência da Universidade de Paris, Lnuis de Broglie
propôs a existência de ondas de matéria. O alcance e a originalidade de sua tese foram reconhe-

cidos de imediato, mas, devido à aparente falta de evidêncía experimental, nÍfo se considerou que

as idéias de de Broglie tivessem alguma realidade ffsica. Foi Albert Einstein quem reconheceu

sua importância e validade, e por sua vez chamou a atenção de outros flsicos para elas. Cinco
anos mais tarde, de Broglie recebeu o P¡êmio Nobel em Flsica, tendo sido suas idéias dramatica-
mente confìrmadas por experiências.

A hipótese de de Broglie era de que o comportamento du¿I, isto é, onda-partfcula, da ra-
diação também æ aplicava å matéria. Asim como um fóton tem associada a ele uma onda lumi-
nosa que governa æu movimento, também uma partlcula material þor exemplo, um elétron)
tem associada a ela uma onda de matéria que governa æu movimento. Como o universo é intei-
ramente composto por matéria e radiação, a sugestão de de Broglie é essencialmente uma afi¡-
Íução a respeito de uma grande simetria na natureza. þ fato, ele progôs que os aspectos ondu-
latórios da matéria fossem relacionadôs com seus aspectos corpusculares exatamente da mesma
forma quantitativa com que esses asp€ctos são ¡elacionados para a radiação. De acordo com de
Broglie, tanto para a matéria quanto pua a radiação a energia total f está relacionad¿ à fre-
qüência v da onda associada ao æu movimento pela equação

E=hv

e o momento p é relacionado com o comprimento de onda À da onda associada pela equaSo

(3-la)

(3.1b)
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Aqui conceitos retativos a partfculas, en eryia E c momento p, estão ligados através de constante

de Planck å aos conceitos ¡elativos a ondas, freqäêncía u c comprimento de onda l. A equação

(3-l b), na forma abaixo, é chamada relação de de Broglie

¡,=hlp G'2)

Ela prev€ o comprimento de ondo de de Broglie À de uma ondo de tnatéria associada ao movi'

mento de uma putlcula material que tem um momentop.

EXEMPLO 3.I
(a) Qual é o comprimento de onda de de Broglie de uma bola de beiscbol se movendo com uma velocþ

dadeu=l0m/s?
Suponha z = I,0 kg. Dc (3-2)

h h 6.6 x lO-t' ioule-s
¡ =-=- =_l-----l-= 6,6 x lO-t t m = 6,6 x l0-2 3 Â

P mv l'0kexl0ñ/s

(b) Qual é o comprimento de onda de de Broglie de um elét¡on cuJa cnergia cinéticâ é 100 ev?
Nestc caso,

hh
I =-=-=p \/ñÃ-

6,6 x l0-!' joule-s

(2 x 9,1 x l0-tt kg x 100 eV x 1,6 x l0-rr Joule/eV¡t/¡

\_Ì
.J

6,6 x l0-r'Joule-s
=-=l,2xl0-rom=1,24 a

5,4 x l0-¡' kg-m/s

A natureza ondulatória da propagaç5o da luz não é revelada por exPeriéncias em ótic¿

geométrica, porque as dimensões importantes dos equipamentos utilizados são muito grandes se

óomparadas ao comprimento de onda da luz. & a repres€nta uma dimensão cåracterística de

um iquipamento ótico (por exemplo, a abertufa de uma lente, esPelho ou fenda) e Ié o com'

primentõ de onda da luz que atravessa o equipamento, estamos no limite da ótica Seométrica

quando l,/a + 0. Observe+c que a ótica geométrica envolve a pfoPagação de raios, o que é análo'

go à trajetória das partículas clássicæ.
No cntanto, quando a dinpnsão ca¡acterfstica 4 de um equipamento ótico se toma com'

paráræl ou menor do que o compr¡mento de onda I da luz que o atravessit, entramos no domf'
nio da ótica ffsica. Neste caso, quando tr/a ) l, o ângulo de difração 0 =Ua é sufìcientemente

grande pa¡a que efeitos de difração æjam f3cilmente observados, e I naturezâ ondulatória da

propagação da luz æ evidencia. Para obærvar aspectos ondulatórios no mov¡mento da matéria,

portanto, precisamos de sistemas com aberturas ou obstáculos de dimensões convenientements

p€quenas. Os sistemas mais apropriados para este fim aos quais os exPer¡mentadores tinham

aæsso na época de de Broglie utilizavam o espaçamento entre planos adjacentes de átomos em

um úlido, onde d : I A. (Atualmente tem-se ecesso a sistemas que envolvem dimensões nuclea'

res de = l0-4 Â.) Considerando os comprimentos de onda de de Broglie c¿lculados no exemplo

3-l , vemos que nlio podemos esperu a detecção de qualquer evtdênci¡ de movimento ondulató'

rio para u*.'bola de beisebol, onde À/a = l0'-25 ,par^a - I Â; mas para uma partlcula de mas

sa muito menor do que a de uma bola de beisebol o momento p é reduzido, e o comPrimento

de onda de de Broglie ìr= hlp fica sufìcientemente grande para que efeitos de difração æjam ob'

ærváveis. Usando aparelhos com dimensões caracterfst¡cas 4 = I A, asPectos ondulatórios do

moyimento do elétron com À = 1,2 Â do exemplo 3-l æriam bem evidentes.

Foi Elsasser quem mostrou,em 1926, que a natureza ondulatória da matéria poderia ser
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testada da mesma forma gue a natuteza ondulatória dos ¡aios X havia sido, ou seja, fazendo+e
com que um feixe de elét¡ons de energia apropriada incida sobre um só[dã cristalino. Os áto.
nos do cristal agem como um uranjo tridimensional de cenkos de difração pua a onda etetrô-
nica, espalhando fortemente os elétrons em certas dire$es caracterlsticas,.*.t"rrnt, como na
difraçfo de ¡aios X. Esta ldéia foi conlì¡mada por experiências feitas por Davisson e Germer nos
Estados UnÍdos e por Thomson na Escócia.

A figura 3-l mostra esquematicamente o equipamento de Davisson e Germe¡, Elétrons
emitidos por um filamento aquecido sâo acelerados através de uma diferença de potencial I/e
emergem do "canhão de elét¡ons" G com energia curréticaeZ. O feixe incide segundo a normal

FIGIJRA 3'1. O equipamento de Davisson e Germer. Elétrons do filamcnto F sâo acelerados po¡ uma dife-
tença de potencial vuiâvel V. Depois do espalhamcnto pclo cristal C eles sâo coletaclos pclo
detector D.

sobre um monocristal de nfquel em C. O detecto¡ D é colocado num ânguto pæticular d e para
v¡f¡ios valores do potencial acelerador I¿ são feitas teituras da intensidade do ieixe espalhadõ. A
feur-a f'2, por exemplo, mostra que um feixe de elétrons fortemente espalhado é detectado em
0 = 50- PaI]â V = 54 V' A existência deste pico demonstra qualitativamente a validade do postu.
lado de de Broglie, porque ele so pode ser explicado como uma intcrferência construtiva de on-
'das espalhadas pelo ananio periódico dos átomos nos planos do ciistal. O fenômeno é exata-
rnente anáIogo à conhecida "reflexão de Bragg" que ocorre no espalhamcnto de raios X pelos
planos atômicos de um cristal. Não pode ser entendido com baæ nà movimcnto clássico de par.
tfculæ, mas apenas com base no movimento ondutatório, Partlculas clássicas não podem exibir
interferéncia, mas ondas sim! A interferência que ocorre aqui não é entre ondas associadas a elé-
trons distintos. Trata'se de interferência entrJ partes dife¡entes da onda associada a um (rnico
elétron que foi espalhada por várias regioes do cristal. Isto pode ser demonst¡ado usando-æ um
¡elxe de elétrons com uma intensidade tâo baixa que os elétrons atravessam o aparelho um a
um; verifica-æ que a lìgura do espalhamento dos etétìons permanece a mesma.

A figura 3-3 mostra a origem de uma reffexão de Bragg, obedecendo à retação de Bragg,
deduzida a partir da fìgura

(3-3)
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FIGURA 3-2. ,1 esquerda: A corrente do coletor no detector D <ra f-rgura 3-l em função da energia cinética
dos elét¡ons incidentes, most¡ando um máximo de difração. A frgura 3-l mostra uma sé¡ie de
medidas para as quais 0 = 50o. Se um valor apreciavelmcnte menor ou maior fo¡ usado, o
máximo de difraça-o desapareçe,À dÍ¡eíto:a co¡rente como função do ângulo no detector pa¡a

o valo¡ fixado da encrgia cinética dos élétrons de 54 eV.

Feixe
incidcnte

d (50')
Feixe

e (65')
-{

espalhado

Cristal

td=o'ogt¡'-\l

FICURA 3.3. Ao ¿lto: O fcixe fo¡temente difratado cm 0 = 50' e V= 54 V surge do espalhamento ondula'
tório pela família de planos mostrados, scPa¡ados por uma distância d = 0,91 Â. O ângulo dc

Bragg é 9 = 65o. Pa¡a simplificar, a ¡cfraçãq da onda espalhada quando ela deixa o cristal não

é indic¡da. Embaixoz Dcrivação da rclação de Bragg, most¡ando apcnas dois planos atômicos
e dois raios dos fcixcs incidcnte e eryalhado. Sc um núme¡o lntci¡o de comprimcntos dc ond¡
nÀ sc aJusta exatamentc n¡ distånci¿ 2/ entre as f¡entes de onda incidcnte e espalhada mcdida
sob¡e o r¿io inferíor, cntão a conlribuição dos dois raios pa¡a a frentc de onda espalhada esta'

¡áemfase,eummáximodcdifraçioscríobtidoparaoángulop,C.omo!/d=cos(90'-9)=
sen 9, lemos N = 2d *,n p. c cntôo oblcmos a rclação dc BraggnÀ= 2d *ng, O máximo dc
difração de "primeira ordem" (n = l) é normalmcnte mais intenso.

d

Frente de onda
eçalhada

)

,^ì
para as condifes då fìgura 3-3, pode-æ mostrar que o espaçamento interplanar efet¡vo d, obtido

Dof espalhamento de raiosX sob¡e o mesmo cristal, é O,9l Â. Como 0 = 50o, ægue.se que

O= 
gO' -50" lZ = 65o. O compr¡mento de onda calculado a partir de (3.3), supondo n.= I , é

)r= 2d sen Q= 2 x1,9l Â x sen 65o = 1,65 Â

O comprimento de onda de de Broglie para elétrons de 54 eV, calculado a partir de (3-2),é

1,,= hlp = 6,6 x l0-34 j*/4,0 x l0-2a kg-m/s = 1,65 Â

Esta concordânc¡a express¡va confirma quantitativamente a relação de de Broglie entre \ å e p,
A largura do pico obærvado na fìgura 3-2 é também facilmente explicável, uma vez que

elétrons de baixa energia não podem penetrar profundamente no ¡nter¡or do cristal, de modo
que aPenas um p€queno número de planos atômicos contribui para a onda difratada. Portanto,

Feixe incidcnte

-->de ¡aios X ou elétrons
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,lo alto: O arranjo cxpcr¡mental para a difraçío dc Debyc-Schcrrcr dc r¡tios X ou elétrons por
um m¡lc¡i¡l policrisl:rlino, Emhaixo à esquerda: A I'igura dc difrrçio dc Dcbyc.Scherrcr dc
¡abs X dif¡atados por c¡isla¡s de óxído dc zi¡cônio. Emhaixo à dircita: A figuta dc difraçío
dc Debye-Schcrrc¡ dc clót¡ons dif¡atados por çr¡st¿¡s d{: ouro,
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o náxlmo da difração nÍo é pronrmciado. Todos os rcsultados ex¡erinpntais concordavam mui'

ûo bcm, tanto qualitativa quanto quantitativamente, com æ pæúsões de de Broglie, c fomeciam

indfcio¡ convincentes de que as partfculæ materiais se movem de acordo com as leis do movi'

mento ondulatório.
Em 1927, G. P. Thomrcn mostrou a difração de feixes de elétrons ao passar através de fìl-

mes lrnos e confirmou detalhadamente, de forma independentc, a ælaf,o de de Broglie \,= hlp.
Enquanto a experiência de Davisson€crmer é æmelhante å de l¡uc para a difiaçfo de raios X
(reflexb em um ananjo ægrlar de planos atômicos cm um gande monoøistal), a experiência

ile thomson é semelhante ao método dc lÞbyc-Hull-Sctrcner de difnçfio de raios X por uma

n¡bstância puhærizada (transmissão at¡avés de uin agregado de cristais muito pequenos orienta-

doo ao acaso). Thomson utilizou elétrons de alta energia, pois são mu¡to mais penetrantes, de

forma quc centenas de planos atômícos contribuem para a onda difratada. A figura de difração

rcsr¡ttante t€m uma estruturâ bem pronunciada. Na fìgun 34 mostramos, para comparação'

uma figura dc difraçÍo de ¡aios X e uma fìgura de difrafo de elétrons por substâncias policrista'

linas (sublâncias næ quais um nrlmero grande de cristais microscópicos está orientado ao

acarc).

E interessante nota¡ que J. J. Thonion, que em 189? descob¡iu o ctét¡on (Po¡ cle caracte¡izado como

uma partfc'uh que tinha uma r¿zalo ent¡e cerge e massa definida) e rectbeu o Prêmio Nobet em 1906'e¡a o

pai aL G. P. lomson, que, cm 192?, descobrii¡ expe¡ünenlelmente a difrafo do elétron e leclb€u (iunta'

ncntc corÌ Davisson) o Prêmio Nobel cm 193?. A respeito dlsso, Max Jemmet cscreræ: "Pode'se fica¡ incli'

n¡do a dizer que Thomson, o pal, recebeu o P¡êmio Nobet por ter mostrrdo que o elétron é uma partfcula, e

que lhomson, o filho, o tecebeu pot ter mostrado que o elétron é uma ondâ".

Nlo apenas elétrons, mas todos os ob¡etos materiaìs, caregados ou não, apresentam carac-

terf31icas ondulatórias em seu moyirnento, quando esüio sob as condições da ótic¿ ffsica. Por

excmplo, Estermann, Stern e Frisch realizaram experiências de dlfraçfo de feixes moleculares de

hidrogÊnio e fe¡xes atômicos de hélío por um cristal de fluoreto de lftio; Fermi, Marshall e Zinn

mostreram fenômenos de interfe¡ëncia e difração para neutrons lentos. Na fìgura 3.5 é mostrada

uma fìgrra de difração de nêutrons difratados por um cristal de cloreto de sódio. Foi construl-

do até mesmo um interferômetro operando com feixcs de elétrons. A existência de ondas de

matéria está portanto bem estabelecida.

E interesante notar que t¡vemos que considerar comprimentos de onda de de Broglie rela'

tiramente grandes para obter indfcios experimentais da neturcza ondulatória da matéria. Tanto

paÍ¡ gfandes quanto para pequenos comprimentos de onda, a matéria e a radiação aPresentam

os dois a¡pcctos, o ondulatório.e o corpuscular. Os aspectos corpuscutares são ulientados quan'

do æ cstuda a emissão ou absorção, e os aspectos ondulatórios são salientados quando se estuda

o movlmento através de um sistema. Mas os aspectos ondulatórlos do movi¡nento se tomam

mais dificilmente observáveis quando os comprimentos de onda fìcath menores. Mais uma vez

vemos o papel fundamental dãsempenhado pela constante de Planck h. * h = 0 enüto em

l,= hlp obærfamos æmpre À = 0. iodæ as partlculas materiais teriam entÃo um comprimento

dc onda rneno¡ do que qualquer dimengo caracterfstica, e nl¡nca poderfamos observa¡ efeitos

de difra6o. Embora o valor de l¡ absolutamente nÍo seja zeto, ele é pcqueno. E é exatamente

pelo fato de ser pequeno gue a existência de ondas de matéria no muhdo material fica disfarça'

da, pois deverlamos ter momentos muito pequenos paraque obtMssefnos comprimentos de on'

da mensuráveis. Para partfculas macroscóPicæ usuais a massa é tão grande que o momento é

æmpre grande o sufìciente p¿ua que o comprimento de onda de de Broglie seja muito Pequeno'
ficando além dos limites em que pode ser detectado experimentalmente, e a mecânica clássica

predomina. No mundo microscópico as massas das partículas materiais são tão pequenas que

seus momentos são pequenos mésmo æ suas velocidades são grandes. Portanto os seus compri-
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FIGURA3-5- Áoalro:AfiguradcLaucdadifraçaiodenioxXporummono¿ristal declofelodegodlo.Em'
boíxo; A frgura de L:uc de difração dc nôut¡ons dc um rcator nuclcar por um monoc'ristal dc

clorcto dc sodio,
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ræûtoô dÊ onda de de Broglie são suf¡cientemente gandes para ærem comparáveis às dimensões

car¡cÍcrf¡tÍcas do sisþm¿ considerado, tal como um átomo, e aspropriedades ondulatórias são

obæ¡rúrci¡ experirnentaknent€ em scus mov¡næntos. Mas nlo devcmos nos esquecer que, tanto
pare r ndiação como pars a matérie, em suæ intcrações (por exemplo, quando são detectadas),

rr propricdades corpuscul¡res são preponderutes, mes¡no para grudes comprimentos de onda.

EreXPLO3.2
Nr¡ cxperlôncl¡r ¡nle¡io¡mente clt¡da¡ com ¡ltomo¡ de hélio, foi obtido um feixe de átomos com velo-

cHedc Arrticemcntc con¡tratc do 1,635 x l0r c¡¡/¡ friondo-cc com quc gár hélb cscapasæ, por um pequcno

oriffdo m recipientc guo o oonl¡nhe, pars uma ém¡¡¡ n¡ qual havia ¡ldo fclûo vlcuo. Depois o feixe prsu
¡t¡vÉ¡ do fc¡d¡¡ ctbcltrs cm dlscor clrarlarer panlolos girando, próximo¡ uns ¡o¡ out¡os (um æleto¡ mecåni-
co dc ælocùleder). Ob¡c¡rou¿o quc um foixc fortemcntc dif¡at¡do ds ¡ltomo¡ dc hélio cmergiu dâ stperffcie
do c¡il¡l dc fluo¡Gto dG lfib rob¡e e qual os ltomos cstsvsrn ¡¡c¡dindo. O fclxc dif¡ctado foi detectado com

um mr¡ômcl¡o cxtsomûr¡ontr ¡ensfvel A ¡rullísc us¡¡I do¡ ¡csultados cxpcr¡mcnta¡s de difração pelo crlstal

i¡d¡nru¡ un compr¡¡¡cnto dc ond¡ de 0,600 x l0-¡ c¡¡r. Qual a relaSo cnt¡c esse ¡esultado e o comprirnen-
todcodrdcdc Brog[d

A n¡¡s¡ dc um ltomo dc hélio é

ìtm=-=
il.

{,00 g¡lmol
= 6,65 r ¡9-rr ¡t

6O2 x lOtt ltomo¡/mol

IÞ aoo¡do com a equação de de Broglle, o compr¡mento de onda é

h 6,63 r l0-¡' j-s

mv 6,65 r l0-¡ ? kg r 1,635 x l0r m/s

=0,609 x lO-tc m= 0,609 x l0-¡ cm

Estc r€¡u¡trdo, que é 1,596maior do quc o valor mcdido na diftação pelo øiflal, está dent¡o dos limites dc er-

ro dacrperiência. ^

Experiências como ¡ conside¡sda nç exemplo 3.2 são.bastante diffceis pois as ir¡tensidades obtidas

com fcixcs atôm¡cor rão bsstsnte baixas Experiências de difrafo de nêutrons, usando cristais com scparação

Gnt¡G o¡ pl¡so¡ conhocld¡, confirmam a cxi¡tênci¡ de ond¡s dc matéri¡ e confi¡mam com precisão a equação

dc dr &oglie. A pæciÉo dew{e ¡o fato de que æsto¡es nucleåres fo¡necem nêut¡ons de forma abundante.

Atu¡hcatc r difreção do nêut¡ons é um método importante de cstudo d¡ cst¡utura cristalina. Cc¡tos c¡istais,

t¡i¡ como os orgânlcos hidrogenados, €o garticutarmente apropriedos pa¡¡ ¡ruílise por difração de nêut¡ons,

pob o¡ r¡ôut¡ons sÍo foftementc ospalhados por átomos de hidrog€nio, e¡rguanto que ¡aios X o salo fracamen'

tc. os nios x intcragem prlncþtmente com os elétrons ¡¡o átomo; elétrons ¡nte¡agem por forças elctromagné-

tict¡ l¡¡to com ¡ ca¡g¡ nucle¡¡ do átomo quanto com os demais elét¡ons, dc modo que sua interação com os

Itomo¡ dc hitt¡ogênio é freca, pois a cerga é peguena. No entanto os nêutrons interagem por forças nucleares

prL¡cipô¡glente corn o núcloo do dtomo. e esta intÊr8Éo é fo¡te.

3.2 ADUALIDADEONDA-PARTÍCI'LA

Na ffsica clássica, s energia é trursportada ou por ondas ou por palfculas, Os flsicos clás-

sicos observa¡¡m ondas de água transportando energia sobre a superffcie da água, ou balas trans'

ferindo energia do revólver para o alyo. Á, part¡r dessas experiências, eles construlram um mode'

lo ondulatório para certos feñômenos macroscópicos e lrm modelo corpuscular para outros, e de

forma bem natural estendera¡n essês mod€los para ægiões visus¡mcntic mÊnos acesíveis. Assim,

eles cxplicaram a pfopagação dc som em termos dc um modelo ondulatório e pressóes de gaæs

em tennos de um modelo corpuscular (teo¡ia c¡¡rética). O fato de tprem obtido sucesso os con'

diciqou a esper¡u que todos os entes fossem ou partlculas ou ondås. Continuaram sendo b€m

sr¡ccdidos até o inÍcio do século XX com as aplicações da teoria ondulstória de Maxwell à radiação

e a dcscobcrta de putfculas elementares de matéria, t¿is como o nêutron e o pósitron'
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Os físicos clássiggq¡¡¡gygn]. poÍal!9r_þ$hlq. qejggp"r-q.dg-s" qq¡g _agl3l- gue Pa¡a gnlel'

¿craiffi @ipr¡ì¡.-u1t:f:äCigi<iip-ú-iõil-ueär-.te*Ag-$,3f ões,comonb

ffi¡ompton, e a tlm ¡no¿eto ondulatório €m outr:rs, co¡no.na dff¡açâ'g !e-rpi.-qs.-f. Talvez

;¡¡s ¡oæ-t sejã-o-fãtô ¿c quc essa mes¡na dualidade onda-partfcula æ aplica tanto à matéria

otu¡rto à radiação. A razão cnùe a ci¡rga e a rnassa do elétron e o rírstro de ionização que ele

jeixa na matéria (uma segäência de colisões tocali?adaÐ sugercm um modelo corpuscul¡¡r, mas a

difração de elétrons suger€ um modelo ondulatório. Os ffsicos sabem agora que são compelidos

a us.¡ arnUot os modelos P¡ua o mesmo ente. E-Eg¡to importante notår. n n-
oualquer medida feita apcnas æ aplica um modelo - os dois modelos não são usados sob as

;reïasEcunstñAi¡;-<Ir¡uidó ¡'énte ¿ ¿ete

"iñiãJtfcúla-nb 
sentido quc é localizadq; @49..çs!{ s€lnqv.€ndet ase como !mCgr¡dat-49

sç-[t¡{q_qgg se--gþ.prvaqr ficnômenos d9 inÇ¡f9¡f49!g¡, obviamente, uma onda tem extengo, e

¡íoéloc¿lizada.
&Llo_lf:gfqrgu_qjlUfçep em æu princípto ù..gsü.Wlet¡t3ttßrídade-O+-nøelos¡or.

puscuþI1,_ondqla-t-ório sfo complementares; se uma medide prova o çardtçr ondulatório.da¡a:.

C¡.¡Cryg_g_4iria, entõo é imposfvel ProYar g caráter corpuscular na mesma medidå, € vice-

ygfs.-A escolha de que modelo usar é dcterminada pela natureza da medida. Além disso, nossa

compreensão da radiação ou da matéria está ¡ncompleta a menos que levemos em cons¡deração

tento as medidas que revelem os aspectos ondulatórios quånto as que revelem os aspectos cor-

pusculares. Portanto, radiação e matéria não säo apenas ondas ou apenas putlcnlas. tln-¡nodelo
¡¡4llg¡3þ, para a mentalidade clásica, qailgggr¡-l¡c?d9,.{.nççess{rjq pafa-delcrever æu com'

p.o¡amg!!g, embora em situações extremr¡s possa ser aplicado um modelo ondulatório simples,

ou um modelo corpuscular simples.

L !!gação entre os.nlqdefoq corpuscular e o¡rdulatório é feita por meio de.uma-inJerpre-t¡-

ção probabilfstica da dualidade o_nig:p¡_ú!ÍC$C.No caso da radiação, foi Einstein quem unificou

as tecrias ondulatória e corpuscutar; a seguir, Max Born aplicou um argumento semelhante para

unificar as teorias ondulatória e corpuscular da matéria

No modelo ondulatóriO a intãnsidade da radiação, /, é proporcionat a'ã'2, ondeã2 é o va.

lor médio, sobre um perfodo, do quadrado do campo elétric<¡ da onda. (/ é o valor médio do

ctramado vetor de Poynting, e usamos o símbolo I em vez de E pala o camPo elétrico para evi'

ta¡ confusões com a energia total .E.) No modelo do fóton, ou corpuscular, a intensidade da ra'

diação é escrita ! = Nhv,onde /V é o número médio de fótons por unidade de tempo que cruzam

uma unidade de área perpendicular à direção de propagação. eiE¡¡5lgiSSCgm su'seriu-qgg €.',
que na teoria eletromagnética é proporcional à energia radiante contida em uma unidade de

volume, poderia ær !¡Efplç!ê!9-cp-EC.!¡tBlrlç-4lCa-d-o-¡únç¡s md-d-ip-.dp léto-ns+o¡-unidade de

Ydülsg.

I eneryia .- há apenas fótons * m¡¡s são uma grandeza cuja intensidade mede o número médio

i tle fótons por unidadc de volume.
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Usamos a patavra .'médial' 
lgjgug_ qs proæssos_93-..1j-Sg$.J .¿_._$!y_"f .gl!-.tll!g:

Não cspccifìcamos cxetamente quantos fótons cruzam uma unidrde de área cm uma unloaoe dê

i.rpo;;*;¡ncamõ-s¿p€nái seu nf-¡rerolfräF-;õ_ngmeio_9iCto þdè ftuiuar no tempo ã.-nõ-

g¡prço" .nir .ðm¿ nà ìäor¡ã cinética dos gases ñá nutuaçõci em iomo dc um valor méd¡d dì

rnuitas quantidades. Podemos dizer de forma defìnitiva, no entanto, que a probabílidade de que

um fóton cnrze uma unidade de â¡ea a 3 m de distância da fonte é éxatamente um nono da pro

babitidade de que um fóton cruz¡ uma unidade de área a I m da fonte. Ng-fógU!¿l=Mu' en.

tão, d-ç. -ug_1Cqf ¡¡{Ciq.e-é-Ugt¡-4e.Ûda $-plo!BÞ.i!!{ele de que um fóton atravesse uma uni'

d-ade-¡þ-årsa-eF.q¡¡a- qid-q{g.-de temPo. Se igualarmos a exPressão ondulatória à expressão cot'

puscular teremos

I = (l lpoc) 82 = hvN

de forma que ET é proporcional a y'ú. A interpretação de Einstein de ã'f como uma medida pro

babilística da densidade de fótons então se toma clara. Esperamos que, assim como acontece na

teoria cinética, as flutuações em torno da média se tomem mais observáveis a baixas intensida-

des do que a altas, de forma que a baixas intensidades os fenômenos quânticos contradigam

mais dramaticamente a interPretaçäo contínua clásícá.

E ø¡na¡oéþeaåinleprç-ta.çãç.d-e-El¡r!e[-fuCdteC@¡&¡-!.o-S-P¡ç!9lu..ma unifìø'

@.-Sgm.elhar,r-qe-Fje-e-4Biidade pn-da:Pa¡¡Lisulsrlr ¡q¿ts¡ia-Ela¡U-r8tu-Builo¡-anos depois de

s@-agsg1 tlr dese-nrolvido_1ua.g.e-l-elal!4ção_qg¡.ostulado de de Broglie, a chamada mecili-

ca quânt¡ca. Vamos examinar a teoria de Schroedinger quantitativamente em capítulos posterio

res. Aqui queremos ap€nas us.Ílr a idéia de Born em uma forma qualitativa para dar a base con'

ceitual necesMria à análiæ detalhada subseqüente.

V¡¡gs_¡_ltogLtl_ryU_lglue apenas comprimento ge :n4-a e [¡-e-g1iênçi¡ ås gndas de 19¡!
ria. Faæmos isto introduzinão uma função que representa a onda de de Broglie, chamada/t¡n-

çõo de onda V. Para partlculái-quãEñõñin-ña direçao x com um valor preciso do momento

e da energia, por exemplo, a funS'o de onda pode ær escrita como uma função ænoidal sim-

ples de amplitude l, tal como

v(x,t)= ¡"" ,6- ,) (3aa)

(34b)

(

para o campo elétrico de uma onda eletromagnética senoidal de comprimento de onda )\, e [re'

Istoéoanálogode

qtiência u, æ movendo no sentido positivo do eixo ¡. 4 granlgza iÍrvai. p9-B-3t-o-4-4af dç--ry1ø

rìa, desempenhar um papel análogo ao deæmpenhad-o]P.-ol$l .pa'¡¡1¡.1 -ol!p,de radiação' Esu

gr.nd.@áeondaparaondasdematéria,éumamedidadapro
babilidade de encont¡ar uma partícula em uma unidade de volume èm um dado Ponto e instan'

te de tempo. Assim como I é uma função de espaço'e do tempo, também o é v;e, como vamos

ver mais tarde, assim como 6 satisfaz à equação de onda, também a satisfaz Ú (à equação de

Schroedinger). A grandeza I é uma onda (de radiaçâo) associada â um fóton,e Vé umaonda

(de matéria) associada a uma Partícula material.

¡ Segundo Born: "De acordo com essa interpretação, toda a evolução dos eventosé deter'

,', minada pelas leis da probabilidade; a um estado no espaço corresponde uma probabilidade defi'

, nida, que é dada pela onda de de Broglie associada ao estado. Um pfocesso mecånico é portanto

i a.omprnhrdo por um processo ondulatório, a onda 'condutora', descrita pela equação de
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8(x,t)=A"" r(+-,)

do com base nas idéiæ da mecânica clásica. Devido ao fato de que ondas podem $ sup€rpor

tanto construdvamente (em fase) quanto destrutivamente (fora de fase), duas ondaspodemæ
combinu ou p¡¡ra da¡em uma onda resultante de grande intensidade ou pera se cancelarem, mas

duas partlculas clássicas de matéria não podem se combinar de forma a se cancelarcm.
O estudante pode aceitar a lógica dessa fusão dos conceitos de onda c partfcula, mas ainda

aslm perguntar se æ faz necesM¡ia uma interpretação estatfstica ou probabilfstica. Foram
Heiænberg e Bohr quem, em 1927, pela primeira vez mostraram quão esscncial era o conceito
de probabilidade para a união das descrições ondulatória e corpuscular da matéria e radiação.
Vamos investigar esses assuntos nas próximas seções.

}3 OPRTNCÞIO DA INCERTEZA

O uso de considerações probabilfstiças não é estranho à ffsic¿ clássic¿. Por exemplo, a me-
dnic6 estatística clásica se utiliza da teoria de probabilidades. Entretanto, na ffsica clássica æ

lcls bádcas (tais como as leis de Newton) são determinfsticas, e a análise estatfstica é ep€nõ um
utlffc'io prático para trata¡ sistemas muito complicados. De aco¡do com Heiænberg e Bohr, no
çntrnto, a interpretação probabilfstica é fundamental emmecânicaquåntica,e deve.æ abando-

nu o determinismo. Vejamos de que forma se chega a esa conclusão. ..r .:
lþ-:g9.å"¡*_._t4si_ca, a_s equações 3e

atualq_!g!&_glq.p9qg-r1t_qçr r_eso_l-údæ -dS.fqrU!_a-da¡ cpesiÉo_e_qÃome¡te_de uma partldilê_
oup todos os valor_qg_dp_tq¡¡po, Tudo que é necesário saber é a posiSo c o momento preclsos

da partlorla em um ærto instante t = 0 (as condições iniciais), e asim o movimento futuro fìca
detcrminado de forma exata. Esta mecânica foi utilizada com grande succsso ho mundo mactos
oópico, por exemplo, na astionomia, pi¡ra prever os movimentos subsÊqi¡entes de objetos em
firn$o de æus movimentos i¡iiciais. Observemos, no entanto, quc g9.p-t!1$g_d¡-lp3!33fSÞse¡-

nÉ.t j glgEqgljn]|g¡ggg_qn.o. siste¡n4. Um exemplo da astrono¡rüà-tontemporânea é a
nediSo precisa da posição da Lua pela ¡eflexão de rada¡. A posição da Lua é perturbada pela
medida, mas, devido à sua gande massa, ess¡r perturbação pode ser ignorada. Em uma escala um
tanto menor, como por exemplo uma experiência maøoscópica cuidadosamente planejada na
Tena, tais perturba@es também são normalmente pequenas, ou ao menos controláveis, e po-
dem ser previstas acuradamente por cJlculos conwnientes. Portanto, urna hipóteæ natu¡al¡nen.
te feiþ pelos flsicos clásicos foi que para sistema microscópicos, a posição e o momento de um
objeto, por exempto um elétron, poderiam de maneira andloga ær determinados de forma preci-
ra pelas obærva@es. Heiænberg e Bolu questionuam essa hipóteæ.

A situação é algo æmelhante à existente quando do nascimento da teoria da relatividade.



Os filsicos falavam de intervalos de comprimento e intervalos de temPo, isto é' de esPaço e tem'

po, sem se pergun¡ar€m c¡iticamente como se poderia medi-los na ¡ealidade. Por exemplo, fala'

vam da s¡nult¿ne¡dade de dois eyentos æparados sem se pergu¡tarem ao menos como al$ué¡

podcria fisicamente estabelecer uma si¡nultaneidade. Na realÍdade, Einstein mostrou qw a si'

multaneidade não efa de forma alguma um conce¡to absoluto, como s€ supunha anteriormente,

nus que dois eventos sÊpüados que erarn s¡multâneos Pára um obærvador.ocorriam em tempos

difereìtes para outro observado¡ em movir¡ænto relat¡vamente ao prirneiro. A simult¡neidade é

u¡n conæiio relat¡yo. Da mesma forma, então, devemos nos p€rguntar como na realidade nrcdi'

mos a posição c 0 momento.

l-o-d9-4g¡ {,q!q¡fnþq p.gr. meio. d9-g¡¡4-e-x.periêr¡ci¡ real a posiçã9 q o nlo.-mento no mesmo

Asgn!ç_àq q¡¡tftia ou de radiação? A resposta dada pela teoria quântica é: não com pre¡icão

r*ioi ¿õ quã a que é permitida pelo princípio da Íncerteza de Heiænberg. Esæ princfpio' tan'

bém chamado princfpio da indeterminação, tem duas partes. A prirneira é ¡elativa à medida

si¡nultânea de posiçã'o e momento. Ela afìrmlque u!¡ê--erPgr¡gLcþ-trã9-Pgdç-dc!emi[¿f-.r¡:-

mul-ta¡eamente -o valo¡ exato de uma comPonente do momentor Por exemplo pr, de una g'
tJCula e também o valor exato da coordenada correspondente,x. Em vez diso, a precMo de

nossa medida está inerentemente li¡nitada pelo proæsso de medida em si de forma tal que

(3-s)Apr&x >W2

onde o monrento P¡ é conhecido com uma incÊrteza de þr, e a posiçãor no mesmo instante

eom inærteza Ax. Aqui h (leia å cortado) é um símbolo simplificado panhl2t, onde I¡ é e

constante de Planck. Isto é,

h=-hl2n

Há retações correspondentes pafa as outfas componentes do momento, ou seja, ap, ay Þ h/2'

Apr¿¡z ) h/2, bem como para o momento angular. É importante notaf que esse princípio nf,o

tcm nada a ver com possfveis melhorias nos instrumentos que Possarn nos dar melhores determi'

nações simultfuief¡s de px c x. O gue o princlpio- diz na ¡ealidade é que mesmo que te¡hamos

instrumentos ideais nunca poderemos oËter rJsultados melhores do que þrAx Þ tr/2' Obæne'

mos também que está envolvido o produto de incertezas, de forma que' Por exemPlo' quanto

mais modif¡c¿¡mos u¡na experiência P¡¡f¡¡ melhorarmos nossa medida de pr, mais abrimos mão

de poder detcrmina¡ r Precisafnente. Se conhecemospx exatanente, nada sabemos a resPÊito

de x (isto é, se þ, = o, ax = æ). Portanto,a reslrição ttão é em relação à precÍúo com que px

ou x p7dem n 
^ãdldat, 

nus em relaçõo ao produto ÞrM nutw medida si¡rutltône¿ de sm'

bos.

ô æggl4a Parte do princfpil þUlgteza e-stá ¡e-lacionad¿ çom a medida ¿a elqrgoþ
do çirpo i äeon¿rio ¿ me¿i¿a, corir[ põî éiempló, ó intervalo de tempo Ar dururæ o qual

um fóton com tnæíeza na energia Af é emitido de um átomo. Neste caso,

AEN>N2 (3-6)

onde 44 é a ince¡teza no nosso conheci¡nento daenery¡aE de umsistemae Aré ointervalodg-

tempo-caracterfstico da raP¡dez com q-ue ocorrem mudurças no sistema'

Mostrarçmos mais tarde que ¡¡s relÂções de Heiænberg são conægüência do þostulado

de de Broglie e de propriedadei simples comuns a todas as ondas. Corr.o o Postulado de dÊ

Broglie é vèrificado pelas experiências que já discuti¡nos, podemos dizer que o princfpio da in'
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ærlez7- eslá baseado na experiência. Breve consider¿uemos a consistência d9 p-rilcfpio com ou'

l¡s cxperiênc¡as. Ngt *gt,gggtanto, .qg9_é_!eya¡!,e-q!ç-a constante de Planck å que Ñ
.,. r6uttu¿ot quánticos dp-¡ clássicos. Se å, ou tr, fosæm zpro em (3'5) e (3ó)' não h¿veria ne'

n¡unu limitaçøo básica eobre nossas medidas, o que é o ponto de vista clásico. Mais uma vez

i o ¡ato de h *l peguçno qræ lird o princfpio dalnæfteza do alc¡nce de nossas experiências co'

,¡¿i¡¡or. Isto é urálogo arr guc ocorfe na relatividade, onde a Pequenez da ¡¿zlo u/c næ situa'

cõcs macroscópic¿s tira a rcht¡yidade do alcanæ das experiências cotidian¿s. Em princlpio, por'

ir¡,to, a_flsict clástig4"!n-:4!S39-!!Fi-tåg¡-.9.-a sua aplicação a sistemæ microscópicos conduzi-

,¡ r *nUAd¡S.E-u.t Cp-¡n os resultados experirnentais-$q ¡¡ão- Podemos deærmin u x a P simulta'

nearn{,nlg,.9ntã¡_ 4ão podemos especificar as condipes iniciais do movirnpnto-de..formacxata.

Ñir, n¡oagprot-1þlgg$nu- pt-çgigÐqqlg 
-o.99nPolq{ne-l!9 $turo de um. s¡stema .Emvez

fA,ou,.toøt

Região accsível
aos fótons

que etingem I lente Elét¡on

v

I
I

Compon€nte.r do momento

- do fóton espalhado,

/ (å/À) æn ot\ fr"\t t'!t/
\. I ll- Momento do fóton

jtil' 
-- 

esParhado

componente¡ ,/ + -,d";";:^;:;; ,/ | Fóûon ircidctttc

do eldtron- - | dc momcnto å¡1
que ¡ecua, (å/À) sen 0 I

A experiência ímaginát'ø do miøoscópio de Pr/ht. Ao alto: o equipamento' rvo melo:o espa'

lhamento dc um fðton pclo ctétron. Emå aixo: A îigua dc difração da imagem do elót¡on vista

pclo obscrvador,

FIGUR.A 3{.

99

î...

,:._'

f'
f.

ñ\l

f'

r



i.

;
t"/
tJ

._g

L

I

t

I

t'"r

{-

do mostreda anteriormente.) obæne que på¡a diminui¡ ax podemos usar luz com comprimen.

iø de onda mais curtos, ou um microscópio cuja objetiva subtenda um ângulo maior.
Sc toma¡mos ago_ll o produto das inccrtezas verificamos que

ma o pcrtr"Uããäïma firm-a quc ñio i õmpñ-t¡¡nc.ntc p¡evi¡ficl, ¡ observaç¡o altera o movi.

mento do sistema fazendo oom quc ele nfo posa ser pcrfeitamentc eonhecido.

Vamos agora fustrar a origem flsica do princlpio ù incÉrtczs. Com a compreensão quc

ganharemos, poderemos apreciar melhor a dcmonstra$o formal dad¡ na próxlma æção. lnicial.

ncntc vamos usar uma cxpcriência !¡q4gln¿lrlqlþlda g þ!r¡ para wrtfìcar (3-5). Digamos qu'

r quciram pffih'Pontual", como um

\elétron. Para maior preci$o ustremos um microsoópio para '!er" o etétron, como é most¡ado

l.na figgra 3ó. Pa¡a ver o elétron precisamos iluminá-lo, pois é na verdadc o fóton de luz eqpa-

I ¡1u¿o peto elétron que é visto pelo obærvador. Já aqui, mesmo mtes de qualquer cálculo, surge

I o princfo¡o da inærìcza. Só o ito de observarmos o elétron o perturba. No instante que ilumi'

/ nrr¡o, o elétron, ele recua, deúdo ao efeito ComPton, de uma forma qu€' c-gmo logo vercmos,

{ não pode ær completamente determinada. Se não iluminarmos o elétron, entretanto, não serè

I mos capazes de vélo (detectá-lo). Portanto o princfpio da inærteza diz æspeito ao proceso de

I medida cm si, e expressa o fato de que sempre existe uma ¡nteração não determinável enhe o

I observador e o que é observado; nâo podcmos lazs Wda para evitar a interação ou para conigir

J æus efeitos. No carc conside¡ado podemos tenta¡ reduzir ao m¿fximo a perturbação causada ao

{ eþtron usando uma fonte luminosa muito fraca. No ceso extremo podemos considerar que é

\ poslvcl ver o elétron se apenasu¡n fóton por ele espalhado atingir a objetiva do microscópio. O

momento do fóton é p = hþr. Este fóton pode ter sido espalhado ern qualquer dÍreçäo dentro tla

região angular 20' su-bærulida pela objetiva a partir da localização do elétron. É por isso que a

interação não pode ser previamente calculada. Vemos que lço4ponentei!.do momento¡þIó^
tgn pgd9-ygglgl4jl A'-a_-l_se1j'e sua incerteza depois do espalhamento é

M* = Þ sen 0' = (2]tþr) *n 0'

A lci de conservação do momento exige que o elét¡on recpba um momento na direçãox igual

em módulo â varia$'o da componente x do momento do fóton. Aslm ¡ componente r do mo
mento do elétron tem a mesma inærteza da componente r do momento do fóton. Observe gue

para reduzir þ, podemos aumentar o comprimento de onda da luz, ou usar um microscópio

cuja objetiva subtenda um ângulo menor.

I Mas e quanto à coordenada x do elétron? I¡mb¡e que a imagem de um o$eto pontual,
i vista através de um microscópio, não é um ponto, mas uma fìgura de difração; a imagem do elé'

., tron é 'difusa". O poder de resolução de um microscópio determina a precisão m¿trima com a

, qual o elétron pode ær localizado. Se tomarmos a largura do máximo central da difração como

' senoo urn" *.åid. da incerteza em e reso-luçao

& um rñcrq-fópio nôs-ilã-

A¡ = I/sen 0'

(Obærve que, como sen 0 = 0, isto é um exemplo da relação genérica a = À/0 entre a dimensão

característica do aparelho de difraçâo, o comprimento de onda das ondæ difratadas e o ángulo

de difração.) O fóton espalhado que estamos considerando deve ter vindo de algum lugar de

uma região com essa largura centrada no eixo do microscópio, de forma que a incerteza na loca'

lização do elétron é Ax. (Não podemos teÍ ærte7À do local exato de origem de cada fóton em'

bora após um grande número de repetições da experiência os fótons produzam a ñgura de difra'

ton

(3-7)

que concorda razoavelmente com o limite mfnimo V2 fìxado pelo princfpio da inoerteza. Não
podemos simultanedmente tornar 4p, a A* tão pcquenos quanto queiramos, pois o procedi.

mento que diminui um deles aumenta o outro. Por exemplo, æ usarmos luz de pequeno compri.
¡¡ænto de onda (como raios 7) para reduzir Ar através de uma melho¡ resolução, aumêntamos o

recuo Compton do elétron e conseqi¡entemente Apr, e vice-versa. Dc fato, o comprimento de

onda )r e o ângulo 0' subtendido pcla objetiva sequer ap¿¡recem no resultado. Na prática, uma
cxperiência dá resultados piores do que (3-7) sugere, pois esse resultado represente a situação

mais ideal posfvel. No entanto, chegamos a ele a putir de fenômenos flsicos perfeitamente

mensuráveis, como o efeito Compton e o poder de resolução de uma lente.

Este ¡esultado não deve parecer misterioso ao estudante. Resulta diretamcnte da quantiza-

ção da radiaçá'o. Deveremos ler no mfnimo um fóton iluminando o elétron, ou então absoluta-

n¡ente nenhuma iluminação; e mesmo um rlnico fóton carrega um momentoP = rtÀ. É esæ fó-

ton espalhado que realiza a interação necesária entre o microscópio e o elétron. Essa interação

perturba a putfcula de uma forma que não pode s€r exatamente prevista ou controlada. Como

rezultado, as coordenadas e momento da partfcula nå'o podem ser completamente conhecidos

após a medidá. Se a ffsica clássica fosæ válida, entiÍo, como a radiação é considerada contfnua
cm vez de granular, poderlamos rcduzfu a iluminação a nlveis a¡bitrariamente pequenos e du
ao elétron um momento arbitrariamente pequeno ao mesmo tempo usando comprimentos de

onda arbit¡ariamente pequenos para obter uma resoluçåo "perfeita". Em princlpio não haveria

nenhum limite mfnimo simultâneo para a resolução e o momento transferido, c não existiria
nenhum princfpio de incerteza. Mas isto não pode ser feito; o fóton é indivisfvel. Novamente

@ qr¡e a conste¡te de Plan¡lr É r,rna ¡r¡edid¡ d¡ mErer pcrturba- .

@_co4ql4ve!_gue distingue a flsica quântiÊLda-flsie- clássica

Vamos agora considera¡ (3ó), que retaciona as incertezas na energia e'ho tempo. Para o
c¡so de uma partfcula liwe podemos deduzir (3ó) de (3.5), que retaciona posição e momento,
da æguinte maneira. Considere um elétron moven{9.--.æ..-ao__!qnCo_dajixo_x__orn-energia
e =p?lzm.* p*L@ iùLçs -ø_( !Caapo¡p3-1p-,/a74pl---
u¡!fu 3g_ul5_pod-e se.linte-r¡-rgtado como a velocídade de ¡ecuo ao longo de x do elétron que

é iluminado eq p4_a_q1e_qlg?_q1_p_9lçå_o.*_9_tî!9ry_al9 49 llgpq!9ceJs1¡t9.pln_?_!]-edjq.{Át,
:gg! . llg93 _eT s_yl poJr$o r Í Ar = u, At. Combinando Ât = Axlu, 

-e 
A{ = ur_{pr, gþte¡ _

AEN>hl2

EXEMPLO 3.3
Verificou-æ quc a velocidade de um projétit (m = 50 t) e a velocidade dc um clétron (m = 9,1 x

l0-¡ I B) salo iguais a 300 m/s, com uma incettcza dc 0,0 l% , Com que precisão fundarnental poderíamos ter
localizado a posição de cada um, em uma mcdida simultánea com a da vclocidade?

*.*=(T*"ù(#)="

r0l



P¡¡¡ o elét¡on

c

de forma que

e

de forma que

p=mv= 9,1 x l0-rr kgx300m/s=2,7x10-tr kg-m/s

6p=mtu= 0,0001 x 2,? x l0-¡¡ kg-m/s= 2,7 x l0-r2 kg-m/s

h
Âx> 

-=
4t&

Para o projétil

6,6 x l0-¡' j-s
=2x10-rm=0.2cm

4¡ x 2,7 x l0-r2 kg-m/s

P = mu = 0,05 kg x 300 m/s = 15 kg-m/s

Ap=0,0001 x l5kg-m/s= 1,5 x l0-r kg-m/s

h 6þ x lO-t' j-s
=3xto-ttm

4r x 1,5 x l0-! þ-m/s

Porttnto, p8¡a objetos macroscópicos, tais conro um projétil, o princrpio da ince¡teza na--o coloc¿ nenhu¡¡
litnitc P¡át¡co ro nosso pÍoc€sso de medida; Áx nesse exemplo é cerca de l0-r? vezes o diâmet¡o de um
núcleo. P¡¡¡ objetos microscóp¡cos, ts¡s como um elótron, existem limites práticos; Al em nosso exemploé
cc¡c¡ de lOt vezcs o diâmet¡o de um átomo. 

^

34 PROPRIEDADES DAS ONDAS DE MATÉRIA

Nesta æção vamos obter os princípios de incerteza combinando as rela@s de de Broglie-

Einstein, p = h^ e E = hv, com propr¡edades matemáticas s¡mples que são comuns a todas as

ondas. CoÍpç¿re¡nos a estud¡u estas propriedades observando um ap¡uente p¡uadoxo,

A velocidade de propagação ìr, de uma onda com compri¡nento de ondaÀe freqüênciar
é dada pela relação familiar, que verilìcûemos mais tarde

lv=Iy (3-8)

Vamos calcula¡ w para uma onde de de Broglie associada a uma partfcula de momento p e ener.
gia total E. Obæmos

*=¡u=!!=Eph p

Suponhamos que a partícula esteja se movendo com uma velocidade não relativlstica y em uma
região de energia potencial zero. (A validade de nossas conclusões não será limitada por essas hi.
póteæs.) Calculando p e É' em termos de u e da massa m da partícula, temos que

t mû12 v*=;=ti= z (3'9)

Este resultado parece estranho porque indica qúe a onda de matériå não seria cåpaz de acompa.
nhar a Paft¡tula cujo movimento ela controla. Entretanto, como veremos a sçguir, não há nc.
nhuma dificuldade real.

t02

a¡>-=
4r&

Imaginemos que u¡n¡¡ partícula se mova ao longo do eixo ¡ æm infìr¡éncia de nenhuma

fs¡(¡, isto é, sua energia pot€ncial ter Yalor constånte 7ßro, A onda de matéria associada a essa

oaifcuta também se mov€ ao longo do eixo' Suponhamos que, em uma experiência i¡naginária,

ientumos dist¡ibuído ao longo do eixo ¡ um conjunto (hipotético) de instrumentos capazes de

rriedir a amplitude da onda de matéria. Em um certo instante, digamos r = 0, registramos as lei-

tu¡as desses in$tfuræntos. Os resultados da experiência podem ær apreæntados como um gáfi-

co dos valo¡es instantâneos da onda, que desþamos pelo slmbolo V (x,t), como funÉoder
em um ¡nstant€ f¡xo f = 0. Não é nec€ssár¡o sab€r-se muito a resP€¡to de ondas de matéria no

mom€nto para irnaginar guo o tráfìco deve æ comportar quølitot¡vamente @mo o mostrado na

figwa 3.7. A amplitude da onda de matéria deve ær modulada de forma tal que æu valor æja

dúe¡ente de zp,ro apenas em alguma região finita do espaço nas vizinhanças da partícula. Isto é

necessáfio porque a onda de matér¡a deve de alguma forma serassoc¡adano€sPaçoàpartfcula

cujo movimento ele controla. A onda de matéria está na forma de vmgrupo'ds e¡rlrs ¿, | ¡ne-

dida que o tempo Pass¡¡, o grupo deve certa¡nente se movel 8o longo do eixo x com a mes¡rÉ

velocidade da Partfcula'

iv(¡,t) ¡=0

FIGURÄ 3-7. Uma onda de de Broglle para ume pattÍcula.

O estudu¡te deve lembra¡, de seu estudo sobre o movimento de ondas clássicas, que Para

um gfupo de ondas q¡¡e S€ movem é necesário distinguir entfe a Yelocidade I do grupo e a Ye.

locidade w, bem dlferente, das oscila$es individuais das ondas. Isto pode ser a solução do aPa-

rent€ püadoxo, mas é claro que devemos prov¡u que g é igual à velocidade da putfcula. Para

isto, vamos ded¡¡zir uma felação entre g e as quaf¡tidades u e I gue seja compar{vel à relação

(3-8) entre w e essas duas quantidades.
Começaremos considerurdo o tipo mais sirnples de movimento ondulatório, u¡¡ra ond¿ s€'

noidal de freqüência y e comprimçnto de onda À, que tem amplitude constante igual a um der
de - - até + æ, € qug se mov€ com velocidad€ un¡forme no sent¡do pos¡tivo do eixo x. Uma on'
da desse tipo pode ser rÊpt€sÊntada matemat¡camente pela função

rq
Æ¡

F+t

f
!

fñ\

4.\

lrsl

,:'

ff\
.ì

,e

r'

v (x,r)=æn 2"(+_ I
ou, em uma forma mais conveniente,

(3-l0a)

(3.r0b)
'P (x,r) = ss¡ 2n(xx - vt)

Utiliza-sc também o termo pacotc de onda. (N. do T.)

onde r = l/l
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Quc csa cxp,re*são repreænta a onda dcscrita ac-ima podc ær visto dai seguintes considerações:

l. Mantendo ¡ lxo em r¡¡n dado valor,vrmos que a funso oscila ænoidalmente no ten
po com fæqäência r c amplitudo igual a um.

2. Mantendo t fìxo, vemos que a função tem uma dependênc'ia çnoidal em x' coñ co¡ì.

primcnto de onda À ou ml¡nerc de onda x.
3. Os zeros da fun$o, que conespondem aos nós da onda que ela repreænta, se encoû

trari cm posiÉcsxn tais que

2r(xxn - vt)=fn n=0,t1,t2,...

*,1

,*

I

i.:

\*l

\./
\r..

t,,

\s-

\u,,,

\r/

w
(./

t-./

I

Obærvt que essa expresão é idêntica a (38), já que r = l/1.
A ægr¡i¡ vamós disct¡tir o caso no qual a amplitude das onda¡ é modulada de forma qu

tenh¡mos um grupo. Podemos obter matematicamente um SfuPo de ondas movendo'æ no ænti'

do positivo do eþ¡o x, semelhante ao gn¡Po de ondas de matéria mostfado na figura 3-7, com

freqflênciæ r, (e nrlmero de onda r) infuritesimalmente dife¡entes. (E:<plicaremos em breve como

lsto pode ær feito.) As técnicas matemáticas sc tomam um Pouco complicadas, no entanto' c

para nosos objetivos ærá sufìciente conside¡ar o que aconteæ quåndo somamos aPenas duas

dessas ondæ. Portanto tomemos

nv
x- =- +-t
"2ßß

Portento estes nós, e de fato todos os pontos da onda, estão se movendo no æntido positivo do

eixo¡ comvelociclade

o que é igual a

w=dxoldt

w=vlß

il,(x,r) = ipr (¡,r) * iP2 (x,f)

ifl(x,t)= æn2tlxx -vtl

V2(x,r) = æn 2r[(r + dxþ - (v + dv)tl

(3.1 l)

onde

Mas

to4

*n A * sen 8 = 2 cos [(z{ - B)l2lænI(A + B)l2l v=Elh rc = tl\= plh
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fpüændo ao caso considerado. temos

v(x,r) =, *, r,1+ -- i'] -" r,lv::l-, -ry\
Comodvll2v edx 112x,

v(x,r)= ,*,r,(T.-i) "" 2n(xx-vt) (3-t2)

Um gráfìco de !I,(x,t) como uma fun$o de x para f = 0 é most¡ado na fìgura 3-8.O scgun-

do tcrmo de tl,(x,t) é uma onda do mes¡no tipo de (3.10b), porém modulada pelo primelro tcr-

mo, de forma que as oscilações de V(x,r) têm um¡ amplitude que varia periodtcamentc. Duas

ondas de freqä€ncias e números de onda lþiramente diferentes interfercm, ore dc forme cons

tfirtiva, ora de forma destrutiva, de maneira a produzir uma sucessão dc grupos. Tanto esses gnr-

pos, quanto as ondas individuais neles contidæ, est¡io se movendo no æntldo positivo do cixo

i. A velosidade w das ondas individuais pode ær calculada se considerarmos o ægundo termo

dc V(x,t), e a velocidade g dos grupos pode ser calculada do prirneiro termo. hoccdendo da

mesma forma que anteriormente obtemos outra vez

v
w=-

,(

FTGURA 3{. R soma de dues ondas senoidais de freqilências e núme¡os de onda liSeirementc diferentes-

e tanibém o resultado novo

dvlT dv
t=-=-' dxlz dx

(3-l3a)

(3-l3b)

Pode.æ mostra¡ que p¿¡¡a um nrlmero infinitamente grande de ondas que æ combinam forman'

rlo um grupo 
^ 

,rloridod, dd fase w e a velocìdade de gntpo g dependem de v, 
-x 

e dvldx exata'

t nt d" mesma forma que no caso simples que consideramos. AS equações (3'l3a)e (3-l3b)

têm validade geral.

Estemos enhm em condições de calcula¡ a velocidade de grupog do grupo de ondas de

m¡téria associado com uma parilcula em movimento. Das rela@es de Einstein e de de Broglie'

temos



de forma que

Portanto a velocidade de grupo é

Fazendo

dv=dElh e dx=dplh

E=dvldx=dEldp

mtlE=-e p=mu

obtemos

dE mudu

-=-=udp mdu

o que nos dá o resultado satisfatório

g=v

A vebcidade do trupo de ondos de matéria é exatamente igual à velocidade da pøt{anla alo
n ovímento ele govutu, c o postulado de de BroglÞ tem coerência inþma. Obtém-æ a mesnu

condusãoquurdosãousadassxpressõesrelativfsticaspuaEep nocálculo dedEldp.

-* Vatnos obter agora as relagões de incertez¿ combinando as relações de de Broglie-Einstein,
p = hùre E = hrr, com propriedades de grupos de ondas. Considç¡çmos em primeiro lugar um co.

so límite simples. &ja À o comprimento de onda de uma onda de de Broglie associada ¡ um¡

partícuta. Podemos calacterizü um comprimento de onda defìnido (monocromático) em ter.

mo¡ de uma ú¡¡ic¿ onda ænoidal que æ estende sobre todos os valo¡es de x, isto é, uma ondr
nlo modulada e infinitamente longa como

!I¡ =r{ sen 2r(xx - vt)

V =l cos 2tßx - vt)

Se o comprimento de onda tem o valo¡ definido À não há incerteza AÀ e o momentop =hllrde
partfcula associade é também defìnido de forma que þ, = 0. Em uma onda desæ tipo a ampli.

tude tem valor constante / sempre; ela é a mesna para todos os valores de x. Portanto, a proba.

bilidade de encontrar a partfcula, que Bom afirmou estar ¡elacionada com a amplitude da onda,

não está conoenûad¡ em u¡na região particular,de x. Em outras palawas, a posiSo da putfcula
é completanænte desconl¡ecida. A partfcula pode estar em qualquer parûe, dc forma gue

Ar=æ.Analogamente,comoS=åvccomoafreqüênciaédefurÍda,temosAÉ.=0.Masparae*
tsmos certos de quc a amplitude da onda é perfeitamenæ oonstante no tempo devemos obsgr-

vá-la du¡ante um intervalo de tempo inlìnito, de forma {¡ue A¡ = æ. Para esæ caso sirnples, utir
fazemos Ap¡Ax ) ttl 2 e M N ) tr/2, nos limites {r, = 0, Ax = æ, e AJg = 0, Af = *.

Pua gue tenhamos uma onda cuja arnplitude va¡ie com ¡ ou t, devemos superpor váriu
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ôndas monocromáticas {c diferentes comprinæntos de ond¡ ou freqüÉncias. Pua uma suP€lPù

ã ¡ái ¿e bãtiñãnfosfö-rno já vimos nessa se'

v,r ts

2l

rv= Ìv*

FIGURA 3.9.

v,

:^\

11'\
I

._a,

t4vr.

-t-2

A superposis'o de æte ondas Yx= A* cos 2r(rs - vÍ) com números dc ond¡ uniformemen'

teespaçadosdesdex=9atéx=t5émostradaP¡uat=0.Suaramplitudes'{*têmovnlorml'
ximo á, . = I pa¡¡ a onda orþ r e¡li no cent¡o dos v¿.lo¡es tomsdos, I dccfclcem ¡¡meblc¡'
mentc pa¡¡ o¡ v¡lores ll2,U! c t/4 å rnedida que ß tende aot vrlotc¡ cxt¡cmo¡ con¡idcr¡dot
A soma rÍ = E vr deses ondas fo¡m¡ um grupo oenúedo cm ¡ = O,¡lém dc gupor idêntioor

gue sc rcpcteá pe¡iodicamentc ¿o longo dos dois sentidos do eixo x. Com ô¡ dcflnldo como ¡
distância cntre o ponlo onde r arnplilude é máxima e o ponto onde cl¡ c¡i ò mct¡dc dc¡ç v¡'
lor, e ar def¡nido pelr faixa dc v'¡lorc¡ assumidos pelos números de onds ao¡rcaPondrnt¿ ¿o

intcrralo do amplitude dcfinido ¡ntçrbrm€nte, tems5 [¡ = l/12, Ar : I' e ÃxÁx = lll2.

f
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So, com a anplitudc sendo modulada de urrra forma ægular no cspeço e no temPo. Se qæra

mos construir utna ondâ com extensão fìnita no cspaço (um frrfco gfr¡po oom corlEço c flh
bcm delìnidos), cnt¡fo dercmos supcrpor ondas ænoidais oom um espeqtro contftuo de coe
prirncntos de onda dent¡o de uma região Al' A amplitude dc tat grupo srlrâzaro fora de uma r¡.

giã'o dc comprimento Ax.
Para visualizar mÉlhof o proædimento, consideremos lnlclalmente um caso em {u0 sltpê¡.

pomos um nl¡Ír€ro fìnito de ondas senoidais de comprimentos de onda I, ou nf¡mero de onda r,
iigeiramcnte dife¡entes. A fìgura 3-9 mostra æte ondas scnoidáfu 9r=A*cosz¡r(Kx - vf),en

um inlante t = 0. Seus números de onda x = l/ì tomam ralo¡es lnteiros de x=9 ar = 15.A

amplitude dc cada uma delas é dada pot A a,com I ¡ ¡ = l, A t s = Å t t = I 12, A 1 a = A 1 ¡ = I 13,

e Als = Ae = U4, como é mostrado na fìgr¡re. Todas esas ondas ætão em f¡æ emx = 0, onè
estão ccntradâs (é por essa nzão qw u&rmos co-senos), mas ráo fic¡¡rdo def¿uadas umas das ou
tras à mcdida que nos afæt¡mos dese ponto em qudquer æntido. Em conæqüência, sua sonr

V = Vr + -.+ Vt r oscila com amplitude m¿lxima em¡ = 0, c as osdla@¡ diminuem à medidr

que flmcntamos ou dimin'rfmos.x, pois as componcntcs rrfo flcando defasadas. A superposição

contém ent!Ío um grupo cuja extensãono espaço Âx tem um valor que, como Podemosvcrd¡
fìgnra, é ligeiramente maior que lll2, æ adotamos a convençilo usual e medirmos a distânch

do ponto de amplitude máxima ao pohto em que esta cai à metade do valor máximo. Com um¡

conrrenfo análoga, a região de números de onda usdos Para comPor o grupo, Ax, tem compÉ

mento l. Obæwe que o valor aproximado do produto AxAx é l/12. Na extremidade direita d¡

fìgrra está indicada a presença de um outro guPo, com a mesme forma do grupo central. Esto

outros grupos são formados em interyalos uniformemente espaçados ao longo do eixo x. Ele¡

ocorem devido a que, oom apenas um número fìnito de ondas componentes, existem pontos no

eixo æparados de x = 0 por u¡nâ distância que é exatamente igual a um núme¡o inteiro de co¡t
primentos de onda de cada componente. Nesses pontos as comPonentes estão novamente em f&

se, c o grupo se repete. & o número de componentes dentro de uma faixa flxa Ax é dobrado, r

largura do grupo central não se¡á muito alte¡ada, mas ¿¡s distâncias que o separam dos grupos æ-

cundádos ærão dobradas.

Se ql¡lhila¡mos um núme¡o infiníto dc ondas comF^"entes, com número de ond-a_infìni

þsim¡¡mente diferente contido na mesma região de ,( = 9 8té_ ß = tFbtofemos um+ruPo

õñãTis¡a"te æ¡rtlhante aõ moitrâ¿o na fi!üra-3¡ff1n!jþ--t¡¡upet segiáriagggl$g!
prei¡;æs Ä razão é qùe nesse caso não existe nenhum vafor de x que æja exatamente iguãIa

iññCtt-ipto intei¡o de cada comprimento de onda para todæ as componentes. Estas estão to
das cm fase em ¡ = 0 e nas proximidades, e assim æ combinam construtivamente para formu
um grupo. Quando nos afastamos desæ ponto, em qualquer sentido, as ondæ comPonentes c+

meçam a ficar defasadas entre si, devido às diferenças entre *us comprimentos de onda. A pu'

tir de certa Rgião, as faæs das componentes tornam-se completamente aleatórias, de forma qw

a soma desas componentes é nula. Além disrc, as ondas jamaisVoltam a estar em fase. Portan'

to-T *lnpon.nft foqT-¡¡q{n ry dt .*t.t ica claro_que ggþ marglfg

e_f@¿.:-o¡lpJùnentord¡goda.re madas, meno¡ se'

rá ñiten_são Ax 9t*_O_r-noo,se o ñalõi,asEFË
se tomarão aleatórias ããisiâicias menores. De fato, Ax é inwrsamente proporcional a Ax. O v¡'

lor exato da constante de proporcionalidade depende das amplitudes relativas das ondas compc

. nentes, do que também depende a forma exata do grupo.

ì I matemática usada para execr¡tar a idéia descrita acima envolræ a chamada integral &
Fourier, e é um pouco complicada, mas leva a resultados numéricos muito parecidos aos que ob

tívemos a partir da figura 3-9. Isto é,

108

Axbt<Þ ll4¡ &t4) AtL(Elh) = (tlh) LILE > rlan
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I nelhor forma de se compor um gruPo de extensai Ax (meia targura a um meio da amplitude

li.¡rO e partir de componentes com número de onda cobrindo uma extensão & nos dá

'l 
= I l4tty< , ou AxAx = I /4n. Em geral sÍfo obtidos valores maiores píra esse produto.

úr grupo de ondas de extensão finita se propagando no espaço Passâ por um ponto de

observação em um intervalo de tempo finito. & Al é a duração do pulso, ou do grupo de ondas,

cntão este necessa¡iamente deve ser composto por ondas senoidais cujas freqü€ncias estão em

uma reg¡ão AY' onde

6t¿lv> ll4n (3.15)

Asim, a freqüência do grupo está espalhada Por uma região de extensão Ay sc a sua duração é

At, d" rr*t forma que æu número de onda tem ume incerteza A¡ se sua largura é Ax. A equa'

øá r¡.ts) também pode ær obtida a partir de uma integal de Fourier. Ela e (3-14) são exprcs-

læràif.r.nt t d¡ rnesma propriedade; mas a relação tempo'freqüência, ou pelo menos alguma

de zuas implicações, podem ær mais familiares ao estudante, como nos mostra o exemplo se'

guinte'

EXEMPLO 34
O sinal de uma etação de televiså:o é conlituído de pulsos de du¡açalo Af - l0{ s. Explique por que

não ó factível a transmissalo de lelevisa:o na faLxa AM de ¡adiodifusalo'

Ointervalo dc freqüôncia prcsl.nte no sinalé,dc(3'15),¿v-l/10-ó s= l0ó s-r = l0ó Hz.Poftånto

tode¡faixaAM(v=0,5x10c Hzav= l.5xl0óHz)acomoda¡iaapcnasumúnico"canal"detelevisão.

iav"¡ia tamUém i¡ias dificuldades na constÍução de emisso¡es e rcceptores com uma faixa de sintonia tão

g-.nã. (t.t.ti".*ente à freqüôncia), Nas frcqüôncias usadas para transmissão de tetevisão (v = l0¡ Hz). mui'

io¡ c¡nais c¡bem em uma parte razoável do espectro, e as faixas dc sintonia são relativamente pequenas com'

puadas à freqüência.

AxAx =Ax^(l/À) Þ ll4n

fazemosp = l¡ll ou ll)',= Plh, obtemos

Lx6(plh)= (l/rt)AxAD 2 r14¡

LpAx >Nz

Eæem

LtLv V ll4n

colocarmos,E' = hvouv =E/å,obtemos

(3-l 6)



ou

AEN > W2 (3-l?)

Estes resultados estão de acordo com noso enunciado inicial desas relações em (3-5) e (3-6).
Em resurno, virnos que medidas ffsic¡s envolvem necessariamenti.uma intera$o entre s

observador e o sistema obærvado, Maté¡ia e radiação são os entes que temos disponfveis par¡
taismedidas.Asrelaçõesp=h/'lteE=hvscaplicamtantoåmatériaquantoàradiação,ænào¡
expressão da dualidadç onda'partfcula. Quando combinamos essas relapes com as propriedader
comuns a todas as ondaT;.obtemos as relações de incerteza. portanto, ó princfpio dainærle:¿'ê
uma conæqüência necessária de,ssa dualidade, isto é, das relações de de Broglie-Einstein,e,pe¡
sua yez, o princlpio da ince¡tez¿ é a baæ para a alumação de Heisenberg.Bohr de que a probabi.
lidade é fundamental para a ffsica quântica.

EXEMPT,O 36

- Um álomo pode emitir radiaçalo em qualquer momento após ter sido excitado, Sabc-se que em um ca.
so típico o átomo excitado tem uma vida média de aproximadamente l0-r s. lsto é, durante essc pcríodo elc
emile um fóton e volta ao.estado inicial.

(a) Qu¡l é a ¡ncetteze mínima Ay na freqüêncía do fóton?
De (3-15), temos

AvAt þll4n

ou

Av þll4aM

Com ôt= l0-r s, obtemos Ay > 8 x l0ó s-t.
O) A maio¡ia dos fótons emitidos por átomos de ódio estão em duas linhas espectrais em aproximada.

mcnle À = 5890 A, Qual r largura ¡etativa de cada linha?
Pa¡a À=5890 A,obtemos v= cÀ= 3 x lOto cm-s-t/5890 x 10-r cm =5,1 x l0r. s-r.po¡tanto

Avþ=$a l0¡ ¡-r/5,1 x lOt. s-t = 1,6 x l0-¡ ou ærc¡deduaspa¡tesem l00milhões
Est¿ é ¡ chamad¡ largura notural da linha espectrat. Na prática a linha é muito mais targa, pois o cfeilo

Dopplcr e a Ptcssão, devidos aos mov¡mentos e cotisõeg dos átomos da fonte, também cont¡ibuem püa o seu
sla¡æmenta.

(c) Calcule a inccrteza At na energia do estado excitado do átomo.
A enetS¡a do estado excitado não pode ser medida precisamente, porque dispqmos apenes de um tempo

finito para fazer s medida. lsto é, o átomo nío permanece em um estado exc¡tado por um tempo indcfinido, rn¡s
decai para scu estado de me¡¡or energie, emitindo um fólon no prooesso. A ince¡teza na energb do fótoné
iguel à incerteza na energia do estado excitado do átomo, de acordo com o princípio da conservação de enø.
8b. De (3-17), com Al ¡gual à vida-média do estado excitado, temos

hl4n h 6,63 x l0-r' j-s
a!'>---

At 4tÃt 4z x l0-r s

4,14x l0-rr eV-s
= 3,3 x l0-! eV

4¡ x l0-' s

lsto está dc acordo, é claro, com o rcsultado que obtcremos æ multiplicarmos a inc¿rteza na frcqúôncia do
fóton ar,, obtida na partc (a), por å, obtcndo 6¡f, = hÃv.

A ¡ncEfteza na energia do estado excitado é normalmcnle chamtdalaryura do cstado.
(d) A pa¡tir dos resullados antcriorcs, dcterminc. com uma precisío AE, a energia E do eslado excitado

de um átomo de ódio, reletiva ao estado dc menor encrgia, que emitç um fóton cuþ comprimcnfo dc ond¡
está cent¡ado em 5890 A.

lr0

Temos Avlv =hÃYlhv = ôfÆ. Po¡tanto,E = úllévlvl = 3,3 x l0-¡ eV/I,6x 10-r =2.1 eV,ondc

u¡¡rnos os fesuttados dos cálculos cfetuados n¡s Pa¡tes (b) e (c)' 
^

L##gir*medid¡ d¡ coordenada y de um elétron, o quat faz parte de um feixe pararelo que sc move

na di¡eção ¡, int¡oduzindo*e no feixe uma fenda eslrcita de largura Ay. Mostre que em conseqilência é intro-

Juzid¡ uma inccsteza ôPy na componentc y do momento do elét¡on tal que Apy^l ) tr/2, como é imposto

oelo princípio da ince¡teza. Faça isso conside¡ando a difração da onda associada ao elét¡on.
Ao passar através do s¡stema most¡ado na figurs 3-10, a onda se¡á dif¡atada pcla fenda. O ângulo 0 do

o¡i¡neiro mfnimo da l-¡gun dc difração esboçado cm (3-10) é dado por scn 0 = À/A/. (Este é outro exemplo

ir retrção gcral 0 = l\la eqlre o i¡ntulo de difraçiIo, o compt¡¡nento de onda e s dLncnsão cå¡acterística do

¡p¡¡elho de dif¡ação,) Como e propagação da onda gove¡¡¡ o movimento da pa¡tfcula associada, a frgura de

d'ifr¡çdo tambem dá as probabilidades rehtlv¡s que o elétron t€m de alcsnça¡ dife¡entes pontos da chapa

fotog¡áfica, Portsnto o eléúon gue p¡ssa pela fenda ærá defletido pua um ângulo qualquer entre - 0 e + o.

E¡¡bo¡a seu momenlo na dirc$lo y fosse conl¡ecido com glande preclsão (py = 0) antes de passsr pela fenda

- po¡s muito pouco se sebh r rcspcito de sra posição y -, após passar por el¿, onde foi fe¡ta uma mcd¡da de

su¡ posição /, seu momcnto na direfoy pode ter quelquet valor ent¡e - py a + py, com sen 0 = pylp. Assim

o momento na direção y do clét¡on tornou-îÊ ¡mprec¡so pela medida da doo¡dcriada y devido à ðifração da

onda do elét¡on. A ince¡tcza é

&y=Py=P*n0=P\IAY
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F¡CURA3'l0.Medida da cootdenaday dc um elét¡on em um feixc paralelo largo, fazendo-o passaratravés
de um¡ fend¡. A intensidade da onda difratada é indicada usando-æ a linha que repreænta a
chapa fotog¡áI¡c¡ como eixo pa¡a o traçado da frgura.

Usando a relação de de ùo$ie p = h/¡para relacionar o momento da pa¡tícula com o comprirncnto de onda,
obtemos

&y=hldY

&yttt = h
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Nosso rcs¡ltado erl¡i dc ¡cordo com o l¡mitc fïxado pclo princfpto d¡ ¡næilGzr. A dífraçâo, quc sc rcfcrc¡

ondar, c o princípio da incertcza, que sc refere a putforlag, forneccm rnrncLrg tttcrnativas, porém cquhaleç

tca, dc ac t¡sta¡ eslc c todos os problemas simile¡es t

Obærve q¡¡ no cxemplo (3ó) consideramos quc a onda difratad¡ estave assodada s uÌ
úniæ elélg¡on. Ã probabilidade de que o elétron atlnja algum ponto da chapafotográfìcaé da

terminada peta intensidade dessa-onda. S apenæ um clétron atrevcssa o s¡stem¡' €le pode atin

gir quatquer ponto, exceto aqueles onde a intensidade da fìgura de dlfração é nula; e atingi¿

mais provavclmente os pontos próximos ao máximo principal. Se multoselétronsatravessamt

fcnd¡, ød¡ uma de suas ondas é dif¡atada indepcndentcmente d¡ mcs¡na maneir!' c seus pont6

de chegada na chapa fotográfìca æ distribuem ægundo o mesmo padrão. O fato do fenômeno

de difração envotwr interferência entrc diferentes partes de uma onda pcrt€ncpnte a umâ f¡nlcr

partfcula, e não inte¡ferência cntfe ondâs pertencentcs a diferentes partfculas, foi mostrado ex.

pcrinrcntalmente pela primeira vcz por G. l. Taylor, para o caso de fótons c ondas luminosa¡.

Usando luz de intensldade täo baixa que æ poderia afìrmar quc os fótons atravessavam o 8Parc.

lho de difraSo um de cada vez, ele obte\æ, aPós uma exposição muito longa, uma fìgura de d[
fraçÍo. Depois, aumentando a lntensidade até os nfveis normais, ondc mu¡tos fótons atravessarn

o aparelho ao mesmo tempo, ele obtew a r4esma figura de difra$o. Maic tarde essencialmente a

mesma experiência foi repctida com elétrons e outras pallcula¡ materiais.

3-s ArJGttMAs coNsEQirÊNcLAs DO PRINCÞIO DA TNCERTEZA

O princlpio da incerteza nos permite compreender como é posfvel que a radiação e a ma'

téria tenham uma natureza dual (onda-partfcula). Se tentarmos determinar experimentalmentc

æ a radiafo é onda ou partlcula, por exemplo, veremos que uma experiência que force a radia.

ção a rcveiar seu caráter ondulatório suprime fortemente æu ca¡áter corPuscular' Se modificu'

mos a experiência de forma e ecentuar o caráter corpusculíu, o caráter ondulatório desapareæ.

Não podemos nunca juntar a interpretåção corpuscular e a ondulatória na mesma situação exPc'

¡imental. A radiaçÍfo, bem como a matéria, slio como moedas, que Podem aPenas mostrar um¡

face ou a outra, mas não ambas simultaneamente. Esta é a esÉncia do princlpio da complemen'

taridade de Bohr; as idéias de onda e partfcula se complementam em vez de æ contradizerem.

Consideremos a experiência de Young de interferêncie da luz que pass¡l Por duas fend¡s.

No modeto ondulatório a onda original é dividida em duæ ondas coerentcs pelas fendas, e a su'

perposição dessas ondas produz æ franjas de interfe¡ência sobp a tela, que são tão ca¡acterfsti'

cæ dos fenômenos ondulatórios. Suponhamos agora que a tela seja substitufda por uma superfl'

cie foto€tétricå. Medidas dos pontos onde os fotoelétrons são cmltidos fomeæm uma fìgun

correspondente å anterior, de forma que aspectos ondulatórios da radiação parecem esta¡ ptl'

sentes. Mas se as distribuições de energia e tempo dos fotoelétrons emitidos forem medidas, ob

teremos evidências que most¡âm que a radiação é constitulda de fótons, de forma que os aspee

tos corpusculares parecerâo estar freæntes. Se lmaginarmos que r radiação é constitulda de f6
tons cujo movimento é governado pelas propriedades de propagação de uma certa onda asso

ciada (a onda de de Broglie), encontrârr¡os outro paradoxo aparentc. Cada fóton deve passar ou

por uma fenda ou por outfa; e se isto deve acontece¡, como pode set¡ movimento além das fen'

ãas ser influenciado pela interaçalo de sua onda asociada com uma fenda através da qual ele não

passou?

A fatsidade do paradoxo está na afirmaçäo de que cada fóton deve Passar ou at¡avés dc

uma ou at¡avés de outra fenda. Como podemos verdadeiramente determinar exPerimentalmenþ

se o fóton detectado na tela pasiou através da fenda quperior ou da fénda inferior? Pua lazer tv

to teríamos que colocar um detecto¡ em cada fenda; mas o detectot interage com o fóton na

fenda e o tira da trajetória que ele seguiria. Podemos mostrar por meio do princfpio da incerteø

que um detector com resolução sufìciente para determinar at¡avés de que fenda passou o fóton
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ocrturba ta¡rto seu momento que a fì8ura de inte¡ferência da fenda dupla é dc¡truld¡. Bm ou-

ins palavras, se provarmos que cada fóton passa por uma fenda ou pela outra, nÍo mals obterc-

nor r fìgura de interferência. & desejamos observar essa fìgura, devemos evitar pcrtwbú os fó-

tons, c não tentar obseryá-los como partfculas ao longo de suas trajetórias até a tela. Podemos

obtcrvar o comportamento corpuscular ou o ondulatório dr radlação; mas o príncfpio da inær-

l¿zt nos impcde de observá-los ao mesmo temPo, de forma que esse comportemento du¡l não é

nr wrdade autocontrad¡tó¡io. O mesmo é válido para o comportamento onda.pa¡tfcula da ma-

téria.
O princfpio da inccrteza também lorna claro que a mecânica dos sistemrs qullnticos deræ

ncæsser¡amente se¡ expres$r em termos de probabilidades. Na mecânica cláslca, ¡c soubcrmos

cxatamente a posiç.lio € o momento de cada putfcula em um sistema isolado num dado instan-

tc, podemos prever o comportamento exato das partlculas do sistema em qualquer instantc pos'

tcrior. Na mccánica quântica, entretanto, o princfpio da incerteza mostn quc isto é imposlvel
plra sistcmas que envolvem pêquen¡¡s distâncias e momentos, pois é lmposfræl ¡¡bcr, com ¡
prcc¡são necGssárie, as posigöes e os momentos instantâneos das partfanlas. Em conæq{lência,
poderemos ap€nas fazer previsões sobre o compoûamenlo provdvel dcsas partfculæ.

E crolo 3-?
Conridere uma partícula microscópica movendo-sc livremente ao longo do clxo ¡, Suponha quc no lns-

þnle t = 0, a posição da partlcula seja medida, e tenhe ume incerteza Aro, Calcule a lnctrlez¡ na poslção da

pullorla para um tempo t postcrior.
A Ince¡teza no momento da partfcula cm t = 0 é pelo menos

Ap, = tV2axo

Portanto, a velocidade da partfcula ncase instente lem uma inccrteza de pelo menoe

àvr= APrlm = ht2m6x s

c ¡ distância x percorrida pela prrtlcula no intervalo dc t?mpo , na:o pode ær conheclda com malor preclsalo
que'

òx = tÀvx=htnmó;fo

Se por meio de uma medida em t = 0 localizamos r pastfcula d€núo do lnte¡valo Âro, cntfo, em uma medlda
dc s¡a posiçâo em um tempo t, a partfcula pode scr encontrada em qualquer ponto do intertrlo c{jo tama.
nho é no mlnimo A¡.

Obærve que Ax é inversamente proporcionÉl r Axo, de forme que quanto rnafs ci¡ldado:am?nle locâlh
zrrmot ¡ partlcula no instante lnicíal, zt¿no¡ sbe¡emos sob¡e sua poslção flnal. Obærve também quc a
lnccrtcza A¡ aumenta lineârmentê com o tempo f. llo corresponde I um alargamcnto, à medlda quc o tempo
passa, do grupo dc ondas asrcciadas ao movim€nto da partfcula,

3{ A FTLOSOFIA DA TEORTA QUÂNTTCA

Embora todos os físicos estejam dc ¡cordo que a teoria quântica funciona, no scntido quc ela prevê
res¡ltados quc estão em excclenlc conco¡dância com a cxperiência, há uma cÍescÉnte controvérsla em relação
a æus fundamentos filosoficos, Nicls Bohr foi o principal arquileto da interpretação stuel da mecânlca quân.
tica, conhecida como a ¡ntetpretaçaV de Copenhogcn. Seu ponto de vista é apoiado peta ¡mcnsa msloria dos
ffsicos tcó¡icos dc hoje. Entretantô, uma considcrávct parcela dc físicos, nem lodos de acordo cntre si, ques-
t¡ona e intcÌprctação dc Copenhagen. O principat crítico dessa interprelação foi Albert Eínstein, Os debates
cnt¡e Einstcin e Boh¡ salo uma parte fascinante da história da física. Boh¡ considerava haver enfrentedo todos

' O l"ito, notará que, na verdade, a ince¡teza na posiçalo da partfcula no instantc f ærá dada por ôro
rnåis o Ar calculado. (N. do T,)
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oi de¡¡fios invent¿dos por Einstein ¡t¡avés de experiências imagi¡iri¡¡ destinedas a reful¡¡ o ptincípio da i¡¡
€c¡tc¡¡' Eindcin finalmente ¡cconheccu a consistênci¡ li'gic¡ dÂ teori¡ c s sua coe¡ênci¡ com osfato3e¡pc'
¡imcnt¡is, muþmais sc conyenc€u de que ela ¡epresentasse ¡ ¡e¡lid¡dc ffsica fund¡mental. "Deus nãoJog
d¿do¡ com o unive¡so", disse ele, ¡efe¡indo*e ao abandono da causalid¿de esl¡it8 e de eventos individuais Pel¿

tcoria quåntlca cm favor de uma interpretação bas¡canente est¡tfstica.
Hoiænbcrg cnuncbu o ponto de v¡sta comumente acç¡to dc form¡ ¡ucinta: "Não supomos que a teoli¡

quiintice, ¡o conüá¡io da tcoria clásica, seja essenc¡¡ùnente uma teori¡ cstatlstica, no æntido {e que aP€¡ur¡

conclu¡õe¡ estatfsticas podcm ser obtidas de dados exatos,.. N¡ formulat'o da lei causal, 'Se soubcrmos o prc.

scntc cxatatnente, podemos prevcr o futuro', o que está enado näo é ¡ conctudo, mas sim a premissa. Nór
ttilo pdemot,por uma queslão dc princípio, conhece¡ o pre$ente em todos os seus dctalhes".

Ent¡e o¡ crlticos da existência de uma lndeterminação fundamentat na ffsica, ptoposta por Bohr e

Heiscnberg, cstá l¡uis dc Broglie. Numa int¡odufa-o a um liwo de D¡vid Bohm, um jovem colega dc Eins.

tch, cuja3 tcntat¡ìas de uma nova teofia fizeram ¡eviw¡ o intetesse no reex¿mc dc base filoófica d¡ teo.

rh guântica, de Broglie esc¡eyeu: "Podemos ¡azoavelmentc aceitsr quc r st¡tudc adotadâ dur¿nte quasg 30

anos pelos físicos guánticos teóricos é, pelo menos apa¡ent€mente, o equivalente exato dås informaøes que

rs cxpcriênchs ¡obre o mundo atômico nos deram. Ao nfvel agora atingido pela pesqu¡s¡¡ em micofls¡c¡, ó

orrto que o¡ métodos dc medida não nos permitem determina¡ simultaneamente todas es t¡andez¡s que sc-

riam nece¡ú¡ia¡ pa¡a obter r imagem de um oorpúsculo clíssico (isto pode ær deduzido a pertir do pri¡clpb
d¡ ¡ncorteza dc He¡ienbc¡g), G que ss perturba@s i¡t¡oduzidas pelas medidas, que são imposfvels de æ¡em

el¡¡n¡n¡dss, em tc¡sl nos impedem de prever precisatnente os ¡csult¡dos que produzirão, e perm¡tem ¡petu¡

PrÊv¡sõcr estatfsticås. A const¡uçåo de fó¡mulas purâróentc probabillsticas que todos os tcóricos usarn hoþ
em dia foi portanto completamente justificåd¡. Ent¡etanto, a maioria deles, freqüentemente rcb inlluência de

idéir preconcebidac saídas da dout¡ina posit¡vísta, pensou que poderia i¡ em f¡ente c alirmar que o c¿¡átcr in
completo c l¡cÊ¡to do conheci¡nento que as experiênc¡as atualmente nos d,äo a tespeito do que realmente
¡contecc n¡ m¡c¡oflsics é o resull¡do de uma ¡ndetermina$o real dos estados físicos e de sua evolu$o. Tal
cxtr¡po¡ação não parece de fo¡ma alguma justificada. Ë possívcl que,nofuturo,ao investiga¡moscm um nl.
vcl mais profundo ¡ realidadq física, æjamos capa¡es de interprel¿r as leis probabillstic¿s da ffsics quântica
como ændo os ¡esultados estatÍsticos do descnvolvi¡nento de valores completamente'dete¡minados de variá-
veis que no presente estão escondidas de nós Pode ser que os meios poderorcs que estamos começendo a usa¡

parr quebnr a esüutur do núcleo e pa¡t latæt @m quc novas partíanlar apareçam nos dêem um di¡ um co-
nhecimento direto, que agora nâo dispomos. Tenta¡ para¡ todas ¡s tentatiyas de passar além do ponto de vist¡
atu¡l d¡ ffsic¿ quânt¡ca þoderia ser muito pcrigoso para o prog¡esso da ciência, e, além disso, se¡i¡ cont¡¡i¡io
às lições gue podemor aprender da histó¡i¡ da c¡ônciå. Esta ¡os ensina, co¡ efeito, que o estado stual de nos
¡o conhecl¡nenl,o. é æmpre proviório, e que deve have¡, além do que já æ conhec€, imensas regiões novas a

dc¡cob¡i¡". (De Causallty øad Chance h Modern Psåycs, de Daúd Bohrn, o 1957 D. Bohm; reproduzido com

¡ ¡uto¡izaç¡'o de D. Van Nost¡and Co.)

O estud¡nte devsri¿ obscrva¡ aqui a aceitação da vslidade da mecânica quåntica nos nlveis atômico e

nuclea¡. A busce de um nível mais profundo, onde r mecânica quânt¡cs pudesse ser rup€¡¡dr, é motivade mui.
to nais pol objefõ€s ¡ reu indete¡minis¡no filoófico do que por out¡!¡ @nsiderações Segundo Einlein, "A
csenç¡ em u& mundo extcrior independente do obpfvador é a base de toda ¡ ciência natu¡¿I". A mecân¡ca
qrúnticrr gnt¡etsntor cncat¡ ¡s interaSes entre objeto e obsenådof @mo s ¡e4lidåde fundament¡|, Ele usa ¡
lingurgcm dc processos e ¡çl¡ções flsic¡s cm wz de qurl¡d¡des c propr¡edades ffsicas, El¡ ¡eje¡te, como sem

sentido e æm utilktadc, r noça-o de que por detrís do universo de noss¡ perccpÉo cstá escondido um mundo
objct¡Yo Sovensdo peh causalidade; em yez dilso, Êl¡ æ restf¡ng€ à descrit'o de rehçõos cntsc percep@c*
Entret¡nto, mu¡tos relulem em na:o su¡buir p¡opriedsdes objetivas às partfcuhs e¡ementa¡es, pof exemplo, c

cmi cm Yez di¡so, lid¡¡ com nosso conhecirnento subjetivo r æu reçciùo; G ¡sto motiv¡ s¡¡ busca por umr
nove teorl¡. Dc scordo com de Broglie, tal busca é do interesæ da ciência. Se ela levará a alguma nova teoris

que cm âlgum domlnlo ¡tu¡ttnente inexplorado contradiga I teoria quântica e também alte¡e seus fundamcn'
to¡ f¡Iosóf¡cos, nlnguém rabc.

l14
ll5

QI.JESTÕF.s

Por que a natuÉza ondulatória da matéria não nos é aparente em nossas observaÉs

d¡á¡ias?

O comprinænto dc onda de de BrOglie se aPlice apcnas a "putlculas elernentares", como

um elétron ou uÍr nêutron, ou se aplicô também a sistem¿s materiais com estrutura inter'

ns? D€ exçmPlos.

Se, na fórmula de de BrOglie, ftzermos m + æ, obteremos os resultados clássicos Pala Par'

tículæ maøoscópicas?

O comprirnento de onda de de Broglie Pode ser menor do que urn¡l dis¡ensão linear da

putlcula? Podc E€r maior? Há necessariamente alguma relação entre essas grandezas?

É a freqü€ncia de uma onda de de Broglie dadapor Elh'l É a velocidade dada por Þ? É a

velocidade igrul ac? Expligue.

Pode-se medir a freqüência v dæ ondæ de de Broglie? Se é posfvel, como?

Como pode ser us¡¡da a difração de elétrons pare estuder as propriedades da superflcie de

um sólido?

Como æ pode expl¡ca¡ os feixes refletidos regularmente em experiencias de difração com

elét¡ons e átomos?

A fórmula de Bragg deve ser alterada Püa elétrons para exPli€f a refração de ondas de

elétrons na sup€rflci€ cristalina?

As experi€ncias dc difração de elétrons dão informa@s sobre cristais diferentes das qw

sâ'o obtidas em cxpcriênc¡as de difração de ¡aios X? Em experiênc¡as de difração de nêu'

trons? Discut¿.

Pode-æ fazer estudos cristalográfìcos com Prótons? E com nêutrons?

Discutaaa¡¡albgis:aótjcaflsicaéParasóticageométricaoqræanæcånicaquânticaépa'
ra a mecånica cl¿lssics.

Um elétron é uma pa¡tfcula? É uma onda? Explique'

O comprimcnto de onda de de Broglie associado a uma Partlcula dopende domovimento

do sisæma de ¡efcrênci¡ do obærr"¿dor? Qrul é o efeito disso sob¡e a du¡l¡dade ondå'Par'

tfcula?

D€ exemplos de como o processo de medida P€rtr¡rba o sistema que está sendo medido.
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t6.

t7.

Mostre a rclafo cntrc a naturcze nlo controtáwl do æct¡o Compton na experlência do

microscópio de Bohr dc raios ? G o fato de que há quatro lncóSnitas e apenas três equa.

ções de conservafo no efeito ComPton.

O princfpio da ince¡teza é âs wzcs cnuriciado em termog de grandezas angulares como

Mr& 7 hl2,ondc ÃL, é a inæ¡teza cm umt componenle do momento angulor e ùp é t
lnærleza na correqpondente posifo anguhr, Bm alguns sistemas qullnticos, medldas do

momento angrlar dão um valo¡ defìnido (quant¡zâdo). Isto contradiz o princfpio da inæ¡-
teza cscrito dessa forma?

Justifique através do princfpio da næûeza de Heisenberg que a mehor energia de um os
cilador não pode ær nula.

Dscuta semelhanças e diferenças entrc uma onda de matéria e uma onda eletromagnética.

Explique qualitativamente os resr¡ltados obtidos no exemplo 3-7, de que a incerteza na

posiç¡o de uma partfcula aumenta quanto mais pæcisamente a localizarmos no instantc
inicial, e que a incerteza aumenta com o tempo.

O fato de que ocorp interfe¡€ncia entre v¿lrias partes da onda ¡ssociada aumaúnìca pull.
cula (como na experiência de G. l. Taylor) simplifìca ou complica a ffsica quåntica?

Jogos de azar contém eventos que são dirigidos pela estatfstica. Esscsjogos violam a deter-

mineção estrita dos eyentos ¡ndividuais? Violam a retação de causa e efeito?

Segundo a filosofia operacional, æ não podemos prescrever uma operação exeqäfvel para

determinação de uma grandeza ffsica, devemos renuncia¡ a essa gnndeza, como nÍio tendo
realidade ffsica. Quais são as vantagens e as desvantagens desse ponto de vista em sua

opinião?

Bohm c de Broglie sugeriram que em um nível mais proftmdo do gue a mecânica quán'

tica deveriam existir va¡iáveis ocultas que fossem estritamente determlnades. Faça umâ

analogia com a relação entre a mec.iìnica estatfstica e as lels de movimento de Newton.

Na sua opinião, há uma realidade ffsica objetiva independentc de nosas impressões ænso
riais subjetivas? Como foi respondida essa questão pelos adeptos da interpretação de

Copenhagen? Pelos øfticos da interpretação de Copenhagen?

Os nossos conceitos são limitados cm princfpio pelas nossas experiências diá¡ias ou isto é
ap€nas o nosso ponto de partida conceitual? Como sc relaciona essa questão com uma re-

soluSo da dualidade onda.pætfcula?
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PROBLEMAS

Um projétil de massa 40 g se move a lO(D m/s. (a) Qual é o comprimento de onda que

podemos associar a ela? (b) Por que sua natureza ondulatória não se revela por meio de

efeitos de difração?

O comprimento de onda da emissâo espectral amarela do sódio é 5890 Â. Com que ener-

gia cinética um elétron ter¡a o mesmo comprimento de onda de de Broglie?

Um elétron e um fóton tém cada um um comprimento de onda de 20 Å. Quais s¡o (a)

seus momentos? (b) suas energias totais? (c) Compare as energias cinéticas do elétron e

do fóton.

Um nêutron térm¡co tem uma energia cinética (312)kT, onde Ié a temperatura ambiente,

300 K. Estes nêutrons estão em equilfbrio térmico com o ambiente. (a) Qual é a energia

em elétrons-volt de um néutron térmico? (b) Qual ó o comprimcnto de onda de de

Broglie?

(a) Mostre que o comprimento de onda de de Broglie de uma partfcula de carga €, massa

de repouso rltq, æ movendo com velocidades ¡elativísticas é dada como uma função do
potencial acelerador l/ como

h / ,, \-vz
\= 

J z^*v \. ^*,)
(b) Mostre que essa expressâo está de acordo com À = hlp nolimile não relativfstico.

Determine em que energia, em elétrons-volt, a expressão não relativfstica para o compri-
mento de onda de de Broglie estará com um erro'de t% para (a) um elétron e (b) um nêu-
tron. (Sugestão: veja o problema 5.)

O acelerador de elétrons de 50{eV (isto é, 50 x lOe eV) da Universidade de Stanford
fomece um feixe de elétrons com comprimentos de onda muito pequenos, adequados pa-
ra investigaçâo dos detalhes da estrutura nuclear por meio de experiências de espalhamen-
to. Qual é esse comprimento de onda e como ele æ compara com o tamanho de urn nú-
cleo médio? (Sugestão: nestas energias é mais simples usar a relação relativfstica extrema
entre momento e energia p= Elc. Estaé amesmarelaçãousada parafótons,eé justifìca-
da quando a energia cinética de uma partícula é muito maior do que sua energia de repou-
so nqc2, como o é neste caso.)

Faça um gráfico do comprimento de onda de de Broglie em funçäo da energia cinética pa-

ra (a) elétrons e (b) fótons. Restrinja os valores de energia àqueles nos quais a mecânica

clássica æ aplica razoavelmente bem. Um critério conveniente é que a energia cinética se-
ja de apenas aproximadamente, por exemplo, 5% da energia de repouso msc2 para a partf-
cula considerada.

3.

(a;

I
5.)

7.

8.
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9. Na experiência de Davisson e Germer, (a) mostre que os feixes difratados de te¡cei¡a e æ.
gunda ordens, correspondentes ao primeiro máximo forte da fìgura 3-2 não podem oco¡.
rcr e (b) actre o ângulo no qual o feixe dif¡atado de primeira ordem ocorreria se o poten.
cial acele¡ado¡ fosæ mudado de 54 pua 60 eV. (c) Õual é o pontencial acelerador neæ$-
sário para que æja produzido um feixe difratado de segunda oidem em sOo?

10. lual é o comprimento de onda de um átomo de hidrogenio que se move com uma velosi.
dade conespondente à energia cinét¡ca média no equülf,rio téimico a2o"c?

I t. p esn¡emenlo planar principal em um cristal de clo¡eto de potássio é 3,r4 Å. compare o
âttgulo da reflexão de Bragg de prirneira ordem, por esæs ptanos, de elét¡ons com energ¡a
cinética 40 keV com o de fótons com energia 40 keV.

12' Elét¡ons incidentes sob¡e um cristal sofrem refração devido a um potencial atrativo de
aproximadarnente 15 V produzido pelo cristal (devido aos lons na iede cristalina). & o
áttgulo de incidência de um feixe de elétrons é 45o e os elétrons tém urrâ energia inci.
dente de 100 eV, qual é o ângulo de refração?

13' Qual æria a voltagem aceleradora ctos elétrons em um microscópio eletrônico necesúria
püa gw obte¡¡hamos I mesma resolução máxima,que pode ser obtida em um ,.micrescô
pio dc raios 7" usando ¡aios 7 de 0,2 MeW

14' A resolução máxima atingida por um microscópio é limitada apenas pelo comprimento de
onda usado; isto é, o menor detalhe gue pode ær distingûdo é apioximadamente igual
ao comprirnento de onda, suponhamos gue queiramos.!ir" o interior de um átomo. su.
pondo gue o seu diâmetro é de 1,0 Â, isto signifìca que queremos ter uma resoluçãode
ce¡ca de 0'l Â. (a) Se usamos um microscópio etetrOnico,iua é aenergiamfnima neces-
sária para os elét¡ons? (b) se usamos um microscópio de fóions, qual éã energia necesá.
ria para os fótons? Em que região do espectro eÈkomagnéticoìstão esses lotons? (c)
QuaI dos microæópios parece mais prático para esse objetivã? Explique.

15' Mostre que P¡ua uma partfcula liwe podemos escrever a relaçÍfo de inæ,rtezatambém na
form¡

AlAx > )r,/4ø

onde Ax ê a inærteza na poslção da onda e AÀ é a incerteza simultânea no comprimento
de ond¡-

16. *9ß:.t0ll ryf um fóton, quat é o valor simuttâneo de Ax pua (a) I = 5,00 xl0- Ä (raio 1p ft) À = 5,00 Â (raio XX (c) À = 5000 Â (tuz)?

17. E-r-n uma repetição da experiência de Thomson pua medfu ef m para o elétron, um feixe de
elétron¡ de l0' ev é colimado ao passar at¡avis de uma fendã com largura de 0,50 mm.
Por que o caráter de feixe dos elétions emergentes não é destruÍdo pela-difraçao da onda
cletrônic¡ na fenda?

l8' Um elétron de I MeV deixa um rastro em uma câmara de bolhas. O rast¡o é const¡tuído
Por um¿ série de gotas de água, cada uma delas com oerca de l0-s m de diåmet¡o. Mos

u8

('i

tfe, a paf tif ü raZÃo €ntre a incertezå no momento transverso c o momento do elétron'

gue a trajetória do elétron não deve diferir apreciavelmente de uma linha reta.

Mostre que se a inærteza na posiçã-o de uma partícula for aproximadamente igual a seu

comprimento de Onda de de Broglie, então a inærteza em sua velocidade é aproximada-

mente igual å sua velocidade.

(a) Most¡e que a menor incerteza posÍvel na posição de um elétron cuja velocidade é da-

daporß=ulcé
Lì

axmin = .L A -P2)ttz =: r,/T:F
4nmEc 

- 4Í

onde À" é o comprimento de ond¿ compton, å/rnoc. (b) Qud é o signifìcado dessa equa-

çío paraP= 0? e para P: ¡2

Um microscópio usando fótons é utilizado para localizar um elétron em um átomo em

uma região de dimensão linear de 0,2 A. Qual é a incerteza na velocidade de um elétron

localizado desa forma?

(a) Considere um elét¡on em algum ponto dentfo de um átomo de diâmetro I Â. Qual é a

inærte?Â no momento do elétron? Isto é consistente com a energir de ligação de elétrons

em átomos? (b) Imagine que um elétron esteja em algum Ponto no interior de um núcleo

de lo-f 2 cm. Qual é a inæileza no momento do elétron? Isto é consistente com a eneÍ-

gia de ligação dos constituintes do núcleo? (c) considere agora um nêutron, ou um pró-

ton, COmo estando dentro desse núcleo. Qual é aincetle7¡ no momento do nêutron,ou

do próton? Isto é consistente com a energia de ligação dos constituintes do nf¡cleo?

A vida-média de um estado excitado de um núcteo é normalmente de cerca de l0-r2 s.

Qual é a inærter,a na energia do fóton de raio 7 emitido?

Use as expressões relativlsticas pua a energia total e para o momento para verifìcar que a

velocidade de gurpO g de uma onda de matéria é igual à velocidade ù da partfcula associa'

da.

A energia de um oscilador harmônico lnear é E = pt' lzm + Cxz lZ. (a\Mostre, usando a

relação de inæileza,que isto pode ær escrito como

¡z &2
E =l2n2ntx2 * ,

(b) Mostre então que a energia mfnima do oscilador é hvl2,onde

¡
v =-

2tt

é a freqüência de oscilações. (Sugestão:este resultado depende do produto Axþ, ter æu

valor mfnimo hll. Ache E em termos de Ax ou 4p, como na parte (a), e então minimize
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26.

27.

28.

E cm relafo a Ax ou Ap¡ nr partc (b). Obærvc que classicamente a encrgia mfmlna serla
zero,)

Um construtor dc tubos de TV est¡[ tcntando nælhorar e rrcluSo da imagem mantcndo
o custo baixo, por mclo de um canhÍo dc elétron¡ quc produzr um fclxc que façr o rru.
nor ponto possfvel na facc do tubo, usando apenas um catodo emisor de etétrons segpldo
por um sistema de duæ ebcrtun¡ bem cspaçadar. (a) Mostrc qræ M um diâmetro ótimo
para a segunda abcrtura. ft) Uundo valoæ¡ razoárrcls pua os parâmehos dos tubos dc

TV, estime o tamanho do ponto quc é o mfnimo posfvel.

Um garoto no atto de um¡ cscada dc altura ^f;í cstl jogando bolæ dc gudc de m¡¡ss:¡ nr

em uma fenda existente no solo. Para atingi.la, cle utiliza um cquipamento que tem a
maior precisão posfvel. (a) Mostre que as bolas de gude r{o deixar dc ttlng¡r a fenda por
uma distânciaemmédiadao¡dem de(h/m)tl'(H/g)tl.,ondcgéatælerafiodagravid+
de. (b) Usando valores razoáveis de If e rn, calcule esta distância.

Mostre que para que sejamos capqles dc determlnar através dc que fenda, em um sistema
dc duas fendas, um fóton vai passítr scm destruir a flrgura dc difra6o dæ duas fendæ, a

condição Ayþ, 111y'2 deve ser satisfeita. Como esa condição viola o princfpio da ln.
cÊrteza, n¿fo podemos satisfazéla.
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O Modelo de Bohr
para o Atomo

4.1 O MODEIO I'E THOIIûSON

Por volta de 1910, acumularam-se inrlnBras evidências experinæntais de gue os átomos

contêm elétrons þor exemplo, o espalhanænto de ra¡os X por átomos, o efeito fotoelétrico,
etc). Estas experiênciæ davam uma estimativa pua Z, o n¡l¡nero de clétrons em um átomo,
cpmo sendo aproximadaræntc igrnl t Al2, onde A é o peso atômico gufmico do átomo consi.
de¡ado. Como normalrncnte os átomos sfo neut¡os, eles devem também conter uma carga posi-

tiva igual em módulo à cuga negativa de sers elét¡ons. Po¡tanto um átomo neutro tem urna car-
ga negativa -Ze, onda -e é a earga do elétron, e também u¡¡u c¡uga positiva de mesmo valor
em módulo. O f¡to de quc I tr¡assa do elétron é muito p€quena se compuada com a de gualquer
Itomo, mcsmo com ¡ do mais lcve, implica gue a malor puûe dá massa do átomo deve estar
¡sociado à carga positiva.

Btas considerações leva¡am natural¡r¡ente ao problema de como æria a lislribuição de
cargæ positivæ e negativæ dent¡o do átomo. J. J. Thomson propôs uma tentativa de descrição,
ou modeb, de um átomo, ægundo o qul os clétrons carregados neget¡varienûe estariam locali.
zados no interio¡ de uma distribuição contfnua de carga positiva. Supôs.se que a forma da distri.
btttgão de carga positivr fosæ esféric¿, com um ¡aio da ordem de gandeza conhecida do raio de
um átomo, l0-¡ o m. (Este vrlor pode ær obtido a putir da densidade de um sóüdo tfpico, de
8cu pcso atômico o do número de Avogadro.) Devido à repulsão mútua, os elétrons esta¡iam
uniformêmente distribuldos na esfera de carga positiva. A fìgura 4.1 ilust¡a esse modelo, de

þudim de pæsas"'l para o átomo. Em um átomo que esteja em seu estado de menor energia
¡nslvel' os elétrons esta¡iam fxos em suas posi@s de equilfbrio. Em átomos excitados (por
exemplo, átomos em um m¡terial a alta temperatura), os elétrons vibrar¡am em torno de suas

Posiç.ões de cquilfb¡io, Como a ûeoria do eletromagnetismo prevê que um corpo carregado aæle-
ndo, como um elét¡on vibrando, emite radiação eletromagrrética,ìra posfvõl enænder qualita-
t¡va¡¡ænte a emissão de radiação por ltomos excitados com base no modelo de Thomson. No
entanto, faltava concordäncia quånt¡tat¡ya com os esp€ctros observados experimentalmente.

-t Ut cxune d¡ fUu¡r ¿l-l serviró par¡ juittficrr o lermo, A expressão origi nal ngles plum puddtng, cn'
r¡c¡¡nto, !¡gnrf¡ø .þudi¡n 

dc ¡mcix¡¡'.. (N. do T.)
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FIGURA 4'1. O modelo atômico de Thomson - uma cfet¡ de cattr posit¡ve cntrcmeada com elétrons.

luiäälör-r'* (") Suponha a exislência de um cléùon dc ca¡g¡ -r dentro dc ume r€gi¡o csféric¡ com dcnsidade dc
ca¡ta Posiliva uniforme p (um modelo do átomo dc hidrogênio ægundo Thomon). Mostre que scu movimc¡¡
to, sc clc tem ene¡Biâ cinética, pode scr de oscilações hermônicas simptcs em torno do centro da €sfet¡¡.

Suponhamos que o clétron csteja e uma distânci¡ ¿ do ent¡o. com ¿ nenor do que o raio da esfera. D¿

lei dc Gauss. sabcmos que podemos calcular a força que rlua sobrc o elétron usando a lei de Coulomb

I 14 \. eca
P=--l-øtpl -=--4reo \3 / o' 3.o

ondc(4/3)zatp éecatgapositivatotalcmumacsfenderaio¿lPortantopodemosescreverF=-&a,onde¡
constant€ ¡ = pel3eo. Se o elét¡on inicialrnente em repouso em ¿ é deix¡do livre. sem velocidade inicial, ess¡

força vai produzir movimenlo ha¡mônico simples ao longo de'um diâmetro d¡ e¡fe¡a, pois ela esrá sempre di.
rigida para o centro e tdm módulo p¡oporcional à distánciâ âo ccnt¡o.

(b) Suponhamos qur' a carga positive total tenha um valor lgual c¡n móduto à corga de um elétron (dc
forma que e carta total do átomo scja ze¡o), e suponhamos quc csteja dlrtribufda sob¡e uma esfera de ¡aio
¡'= lO x l0-ro m. Achc a conslante da força/< e a freqliência do moúmcnto doelétron.
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9,0 x lOt N-m2/C2 x (1,ó x l0-r' C)¡
= 2.3 x l0¡ N/m

(1,0x t0-to m)r

A frcqúência do movimcnto ha¡mônico simples ó entâo

t [* I /2J *lõîN/m
e-_- /_ =- l- =2,5x l0rr s-r

2r J m 2r r,/ 9,1I x lO-tt kB

Como (cm analogia com a radiaçâo emitida por clét¡ons oscilando cm uma entena) a râdiação cmitida pclo
átomo te¡á esla mesma frcqüéncia, ela mrrcspondcrá a um comprimcnto dc onda

c 3.0 x l0r n¡/s

^ 
=;=;.;lo;"' = l'2 x lo-' m = l2oo À

quc cslá na rcgiâo do ultraviolcta longínquo do cspcctro eletromagnélico. E fácil mostrar que um elétron que
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e írovc Gm uma ó¡bita circulat cstdvel dc qualquct ¡aio dcnto do ltomo de Thomron dr¡ corn clrl mcrñ¡

ñAOên"¡", " 
pot,anto irradia com cssa frcqllência tambc¡n.

É,údentcmente, te supusêlmos um ¡eio difcrcnte pafl a edera de ct¡E¡ posltivr, tcrfünor umr freqllên-

ch difcrcnte. Mas o fato de u¡n ltomo de hidrogênio, ægundo Thomson, te¡ lp?n$ umt ftcq0€Íc'h dc €mlÞ

io caraac¡fstica é conflilente com o grande número dc frcqllênci¡s difcrentes ob¡cntrd8 no c'pcc.t¡o do hþ

drogênio.

A demonstração conclusiva da inadequação do modelo de Thomson fol obtid¡ em l9ll
Dor Emest Rutherford, um èx€luno de Thomson, a partir da análiæ de expcri€nc,ias sobrç o ce.

p¿ttrmento de partfculas û por átomos. A enálise de Rutherford most¡ou que, cm vìêz de çstar

cspalhada por todo o átomo, a c¡rrga positiva está concentrada €m umt rçgiÍo muito pequen¡,

o! núrcleo, no centro do átomo. Este foi um dos mais importantes progressos da flsica atômica

c foi a base da ffsica nuclear.

Ruthe¡fo¡d já tinha receb¡do o hêmio Nobel em 1908 por ruas "invcstþScr e rcspclto do dccalmcn.

to de elcmentos e... à qufmica de substÁncies radioativas", Elc era um flsico telcntoso e d¡tlgento, com cnoF

Írc motiysção e autoconf¡ança. Em uma ca¡te esüita mais tarde, o então l¡rd Rutherford dlzh: "Eu crtlvc
lcndo alguns dos meus primeiros arligos e quando terminei disse a mim mcsmo 'Rutherford, mcu rlgrz, voé
foi um sujcito csperto como o diabo"'. Embora satideito por ter recebido um hêmio Nobcl, ctc nño c¡tern
conlente com o fato de ter sido um prêmio em qufmlca, em vez de em ffsica. (Quatqucr pcequlu lobfr or
clcmentos era na época considerada química.) Em æu discurso, eo aceitai o prêmlo, elc dlsre qüe tl¡h! obrcf.
vado muitas transformaçõcs €m s€u trabalho com ¡adioatividade, mas nunca uma tâo dplde quanto Mr, dc
ffsico para químico.

Rutherford já sabia que as prutlculas d eram átomos de hélio duplamentc lonizados (isto
é, átomos de He com dois elétrons retirados), emitidos espontaneamentc por vários materiaß ra.
dioativos com grande velocidade. Na figura 4-2 mostramos um ananjo típico quc cle c scr¡s co-
tabo¡adores utilizaram para estudar o espalharnento de partfculæ a ao etnrvess¡rr folhæ delgadæ
de v¿frias substâncias. A fonte radioativa cmite partfculas c que são colimadas por um pa¡ dc

diafragmas, formando um feixe paralelo estreito. O feixe incide sobre uma folha de uma subs
tância, normalmente um metel. A folha é tão fina que as partfculas a atraws$rm completament!
com epenas uma pequena diminuição em sue velocidade, Ao atrayessar a folha, Gntrctarito, ca-

da partfcula d sofre muitas deflexões, devido å força coulombiana cntre sua carga c as cargas po.,

sit¡vas e negativas dos átomos da folha. Como a deflexão da partforla c ao atraræsr¡ar um únlco
átomo depende dos detalhes de sua trajetória atrayés do átomo, a deflexão total to atra\æssar

toda a folha será diferente para diferentes partfculas c do feixe. Em conscqil€ncia diso, o feixe
emerge da folha não como um feixe paralelo, mas como um fe¡xc dirærfentc. Uma medida
quantitativa dessa divergência é feita ao se medir o número de paflcrfas c espalhadas cm cada

:y
Fonte
de partículas c Folha fina

FIGURA,4-2. Arranjo dc uma experiência de espalhâmento de partfculas a.Faz+vácuo na r"geo qu"",
partículas c atravessam.

125



regiãoangulardeOaO+dO.Odetectordepartículascconsistedeumacamadadocomposto
cristalino ZnS e de um microscópio. O cristal ZnS tem a propriedade ¡itil de produzir uma

pequena cintilação quando atingião por uma partÍcula c. Sè observada com um microscópio,

poãe-sc distinguif a cintilação devida a unu única putícula a. Na experiência um observador

óonta o nrÍuneio de cintilaçOes produzidas por unidade de tempo em função da posição angulu

do detecto¡.
sejazy'o número de átomos que causam deflexão em uma partícula c quando ela pasu

através ãa folha. Se 0 representa o ângulo de deflexão ao Passar pof um átomo, como é visto na

fìgura 4-3,e g é a defleieo toral ao atravessar todos os átomos em sua trajetória através da fo
lha, a teoria estatÍstica nos mostra que

1þz)'l' ={T@¡, t" (4-t)

Neste caso, (õ?) '/t é a média quadrática dos ângulos de deflexão, ou espalhamento, e féT)t /2

é a média quaailtica dos ângulos de espalhamento em uma deflexão por um único átomg. O fa'

rcr tffapueæ do fato da deflexa-o ser aleatória; se todas æ deflexões lossem na rnesma dire'

ção, obæiÍamos cvidentemente. f 'em vez Ae,,ÆOe forma 4aþ geral, a teoria estatfstica dá,

para a distribuição angular das partículas c espalhadas,

e-ø'I õ do (4-2)

ondeN(@)¿iOéonúmerodepartículascespalhadasnaregiãoangularentrege@*dO'e/éo
número de partÍculas c que atravessam a folha.

u@
/V(O) dO = -:

F'ICURA4-3. Uma parf ícula q alravcssndo um átomo scgundo o modclo dc Thomson' O ângulo 0 cspccilt

ca a dcfìexão da Partícula a.

Devido ao fato de terem os elétrons uma massa muito Pequ€na æ comparada com a d¡

putícula c, eles podem em qualquer caso produzir aPenas Pequenas deflexões nas partículas o;

. d."ido a que a carga positíva está distribuída sobre todo o votume do átomo de Thomson d¿

tuo r' = lõ-to m, ela nã'o pode causar uma repulsão coulombiana intensa o sufìciente pan

produzir grande deflexão na fartícula a. E realmente, utilizando o modelo de Thomson, obt¿'

,no, qu. idenexeo çausada pàr um átomo é de 0 ? I 0r rad. Este resultado, junto com (4'l ) c

(4.2);inclui todas as previsoes para o cspalhamento de partículas a que são obtidas a partir tlo

¡nodeto atômico de Thomson. Rutlrerford e scu gruPo testaram essas previsões.

EXEMPIO,f.i'iL-: (;i.:;ìr, rxpcrióncir rípica ((icigcl c Murrllcn. 1909), partículas a forant cspalltadas oo¡ uma folltl

rlc ouro de cspcs\ura I 0 
- " ln. O ingukl dc cspülhürnfnlo mridio r'ncontr¡rrlo foi t õT ) ¡ /¡ - fo = 2 x I 0-¡

r¡d. Calculc (dr¡t /¡.

T¡ajctória da

partícula o

I ;d

t27

O núme¡o da átomor st¡svcssados por u¡t¡¡ P¡ttlcuh c é eproxlmedamente igual À cspessure d¡ foth¡
dþidids Pc¡o dilir¡et¡o do dtomo. EntÃo

j1=10-. m/10-ro m=10.

O ¡ngulo do deflcxÂo médio ao ¡t¡¡vessar um únlco ltomo é entÃo' dc (4'l),

. (õt)r/. 2r l0-:
(îtllr=: =-s 2xl0-{¡gd' .tr lor

o ous não ó co¡rJlitante com a est¡m¡tive do ltomo de Thomson, a ( l0-' rad'

Õ) Ma¡r de 99f6 rl¡¡ p¡¡tlcr¡tas c fonm øpathades em ângulos menotes que 3o. As mcdid¡s, u¡¡ndo 1"

oz¡¡ @l t/¡, atavrm do rco¡do com (4-2) por¡ ¡v(e) de para ârgutos e ne$ss rcgião; rnas a dirtribuiÉo

"ncugr 
¿o pequeno ¡úme¡o de partlarlas cçalhadar em ûngulos malores estava em llagrent€ dca¿cotdo com

(4-2). Fo¡ cncontrrdor por exemplo, quc r freç& das partfculas c cspalhades em ângulos maiorcs que 90c,

N(ø> 90or[,e$ eproximadamentc l0-'. O quc é previsto por (4'2)?

Tcmos

f ltoo

rv(e > eo') 
- J r"!:: = c-(sor,= ro-,,00TI

um ¡esultado espantosa¡nente dife¡ent¿ do vzlor experimcntd l0-'.
Em ge¡¡I, obse¡voure quc o nrúmero de parrfculas a espalhadas em ângulos maiores que elgunsgraus

enmttto tttolot do guc o nrúmcro prcvirto. ô

' A existência dc uma probabilidade pequ€na, porém não nr¡la, para o espalhamento em
grurdes ângulos não podcria absolutarnente ser explicada em termos do modelo atômico de

lhomson, qræ basicemcnt€ previa espalluÍrento em um ângalo pequerc gßr muitos títomos.

Para cientistas acostum¡dos ¡ p€nsar em termos dessc modelo, foi uma grande surpiesa o fato
de qræ algumas partfculæ c foss€m espalhadas por fuigulos muito gandes, até de 180". Nas pa-

l¡wæ de Rutherford, "Foi praticanænþ o acont€cimento mais inage.ditável que aconteoeu cm
nhl¡¡ úd8. Bra tõo in¿creditável conrr æ você atirass€ um obus de 15 polegadassobre umpe-
daço de papcl de seda c ele voltssse e o st¡ngiss€".

Experiências utilize¡rdq folh¿s dc v:frias espcsuras mostraram que o núnrcro de grandes

ângulos de espalhanænto en proporcional a¡14 o núrpro de átomos atravesados pela partlcu-
la c. F¡ta é exatanpnte a dependéncia em.,f/que surgiria se houvesse u¡na pequena probabilida-
dc de que uma partlorta c fossc espalhadr por um ângulo ¡røade ao atravessar um úníco Átomo,
Isto não pode oconer para o modelo ¡tômico de Thomson, e fez com que Rutherford em l9l I
PfoPusess€ um novo modÊlo.

4.2 O MODEI.O DE RUTIIERFORD

No modclo de Rutherford para ¡ estrutua do átomo, tod¡s as cargas pos¡tivas desse áto.
mo, e conseqäentc¡nente toda sua massa, são supostas concentradas em uma pegwna região
no cento dtantadanúclco. Se suas di¡¡¡ensõcs forem suficienteÍ¡€ntp pequenas, una pallada d
$æ Passe bem perto deste nrlcleo poderá ser espalhada, devido a uma forte repulsão coulombi¡.
n8r em u¡n grandc ångulo ¡o atrav€ss¡rf vn único átomo. Se, em vcz de usarmos r'= l0-l o m

lÙ8o raio da distribuiçfo de cugæ positivrs do átomo de Thonrson, o qu€ dá um ángulo dc de.
llc)(ão má:dma 0 = l0{ Íad, tçntarmos saber qual deveria ær o ra¡o r'de um nl¡cleo para ob
tcrmos d e I rad, por exemplo, encontrqrfamos r' - ll-t' m, Isto, como veremos, ærá uma
ma estimativa do raio do núdeo atômico.

Rutherford fez um cilculo detalhado da distribuição angular quc æria esperada para o es'
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palhancnto de partfculas c por átomos do tipo por ele proposto- em g€u modelo' O cálcr¡lo estt

va rclacionado ap€nar com espalhamento .^ engUlot maiorc¡ do qræ algrns graus. Portanto,s

espalhamento dárido aos elétrons atômico¡ podc ær þorado. O espalhamento é.então devido

â iorça repulsiva cor¡lombiana que age enüe a partlcula c cancgada positlvamente e o núcleo,

caneiaaoþsitivamente. Aléin ¡hso, o cálcuto considerou apenas o cspalhamento por átomot

p.oõor, p*. qu. pudesse ær utilizade a hipótese de que a masa do núcleo é tão grande compa.

ãA, a á" p.tti"uf. o qu. o nf¡cleo nfo ¡ecua apr€ciagelmsnte (permaneæ fixo no espaço) du

rantc o pròceso de espalhamento.Também foi suposto que a putforla a não penqtraria real'

mente nã região nucbàr, de forma quc a partfcula i o ntrcleo (ambos supostos esféricos) intcra'

giscm como cargas pontuais, pelo menos no que s€ rcfere à fOrça COulombiana' Vcremos mai¡

t-ardc que esrrs hipóæset ¡¡o vátidas, cxæto Para o cspalhamento de pa¡tfculas c por núcleol

meis t;rcs, em cujo caso devemos fazer a coneção Pafe a m¿usrr finita do n(rcleo. O cálculo' fr

nalrnente, usa a mecânica não relativfstlc¿' já que uþ = 1120.

A ñgva 44 ilust¡a o espalhamento de uma putfcula c, de carga lze e massa M' ao PassaÌ

perto de um núcleo <te carga +Ze. O núclco está fxo na origcm do sistema de coordenadæ.

Quan¿o a partícula está muito afastada do núcleo, a força coulornbiana sobre ela é desprezfve[

lt

+7

('',

FIGI RÂ 44. A trajetória hiperh5lica de Rutherfofd, mostrando rs coofdenadas pola¡es ¡, 9 e os parâmetor

ö, D. Estes dois parâmetros determinam complctamcntè a trtjetóÌla, em partlcular o ân¡ttlo

de espalhamento i c a distância de maior aproxima$'o R. A carga nuctear pontual Ze está !û

bre um foco do mmo da hiPerbole.

de forma que a paltlcula æ aproxima do núcleo ægundo uma linha reta com velocidade cons

tante u. Oópois ão espalhameÃto, a partlcula vai æ afæta¡ novamente segundo uma linha ret¡'

com wlocidade constante u'. a posþ da partfcula em relaçâo ao n(¡cleo é especificada pela

coordenada radial ¡ e o ângulo pãnr 9, s"nOã o rlltimo medido a partir de um eixo paralelo àli'

nha da trajetória inicial. Ã airian.i.'p.rpendicular desæ eixo à linha do movimento inicialÚ

chamada jarômeffo de impacto å. O ângulo de espalhamento 0 é o ângulo entre o eixo e uma

linha passando pela origem e paralela e Uttn ao movimento final; a distância perpendiculat

entre essas duas linhas é å'.

128/,-,

Dc (4.5) podemos fazer

u=2*,,!=+"(â

t29

EÚtupro{'3
Mostreque v'=veb'=b.
A força que ¡tu¡ sobrc ¡ P¡fifo¡ta, uma força coulombiana, está sempre dl¡igida radiatmcnre. Logo o

nomento engular da partfcula 
:m jorno da orþem tem um valot constante, Z. Ou seja, o momento angular

lnlc¡¡t é bu¡l ao momento angular I'inal,

Mvb=Mv'b'=L

S ctrro que a energia clnét¡c¡da partfc{la não pcrmanecc constente durante o cspsthamcnlo, mas a encrgia
ánétlca ¡n¡"1"1 deræ ær þal À energia cinética finel, j¡ que æ supõe que o núcleo pe¡rn¡ncce estacioná¡io.

Portsnto

ll
-Mú2 =-Mú.222

Então u= u'e, d¿ cquaçâo anteriot, å = å', como foi indicado na figura 4-4.

A parq de um cálculo direto da mecánica clásica, usando a força coulombiana repulsiva
(UMeoNzZez /f), podemos obte¡ a seguinte equação para a trajetória da partfcula c (veþ a de-

dução no APêndice D):

ll D

l= t*n P + -: (cos c - l) (4'3)

que é a equação de uma hipérbole em coordenadæ polares. Nessa expressãoD é uma constante,
definida por

I zZe2D=------:--
4nes Mv'12

D é um parâmetro conveniente, igual à distância de maior aproximaçdo ao núcleo em uma coli-
úo î¡ontal (ö = 0), já que D é a distância para a qual a energia potencial (l llneo\zZez lD) e

igual à energia cinética inicial Mu2 12 (o que pode ser visto igualan{o+e as duas expressões e ti.
¡ando+e o valor de Ð). Nesæ ponto a partfcula pararia e a partir dal mudaria a direção de seu
movimento. O ângulo de espalhamento 0 é obtido a partir de (4-3), achando o valor de g para
| * æ, € usando d = ¡ - g. Dessa forma, encontramos:

02bcotq-=--2 D

EKEMPrc44
Calcule R, a distáncia de maio¡ aproximaçaìo da partícula ao cent¡o do núcleo (a orþem na l-rgura 44).
Acoordenadaradial¡seráigualaRquandooângulopolufotg=(¡-fl)l2.Substítuindoesseângulo

em (4-3), obtemos

;=;""(+).å["'(ï-l

(44)

(4-5)



c, ¡¡xír ¡lguEs3 ma¡r¡pul¿çõ€s, obtcmos

Estc¡e$¡¡tsdopodeserrcsificadolisicamente.Observequequ¿ndod+r,oquecorespondeaö=0our
u¡n¡ col¡r¡o front¡I, R - D, ¡ distânci¡ de m¿ior ¡p¡oximação. TEmbém quando 0 * 0, o que co¡¡espondc r
¡õo h¡vcr dcflcxão dturn¡, lsnto ö quÀnûo R lcndem ¡ infinilo, como scria eperado. a

De (¿l-5) vemoE que, no espslh¡rmento de uma partlcula c por u¡n r¡r¡ico núcleo, æ o puâ.
æEo dc impacto estiyer entre b e b + db, entÃo o ângulo de espalhamento está ent¡e 0 c
0 + d0, ondc s rcl¡ç5o entre ä e 0 está dada pela equaç.lfo. Isto está ihstrado na figura 45. Por.

l'ntooproblemsdccalcula¡onú¡r¡ero^,(g)dOdepartlculæcespalhadasenteeeO+de
¡o abarËssa¡ toda e folha é equivalente ao problema de calcr¡l¡r o nú¡¡¡ero dæ que incidem, con
parâmetro de impacto entre å e b * db, sobre o núcleo na folha. Como mostra¡r¡os no próximo

excmplo, o ¡esultado é

Ipt2n ænØ d@

æn'(o/z)
(4-7)

FIGIIR a-5. A relação entre o parâmet¡o de impacto å e o ângulo de Gspalhamcnto 0. Quando á crescr

(maior rfastamcnto do núcteo), o ângulo 0 decresce (menor ângulo de espalhamsnto). As pÂr'

tlcul¡s c com pa¡âmet¡os de impscto ent¡e å e b + db são cspalhadas em ângulos entre 0 c

0 +de.

ondc Ié o número de partfculæ c incidentes sobre a folha de espessura t crn contendo p nú'

cleos por oentlmetro cúbico.

æw¡o+i- 
VerifEue (4-?).

Con¡idcrc um Fedaço dc folha com scção reta de á¡ea de I cmt, como mostrado na figura 4-6, Uú
¡nct, de ¡¡io inte¡no D e externo b + db,é traçådo em torno de um eixo incidente passando por cada núcleo'

¡endo ¡ &ce de cada anel 2tbdb, O númcro desæs anéis neste pcdaço da folha é pr. A probabilidade de quc

ume partfcuh a påsse at¡avés de um dcsscs anéis , P(bl db, ê þual à área total ocupada por esscs anéis rlividitb
gcte tce tot¡l do pedaço da folha, Supomosquc a folha seja suficientemente fina para qu€ possamos ignor¡r
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"=î[.tb]

.=î[.tä"] (4{)

(,fl"å)

¡¡pcrposiçäo dc anéis dc núclcos ¡lil'Èrcntcs. O proc€sso cnvolve um ú¿Jco esplhamcnto, e z probrbilidade dc

i,i t,u¡.*prtttutcnto consirh¡ávr"l Po¡ mais dc um núcleo é muito pequena. I.ogo

P(bl tlþ = e¡2o¿ ¿6

¡¡¡:)s b = (Dl2) cotg (0/2)' dc fornra que

f

/ñ.

{-ñ

Æ'

t

:,

I
ñ.

(e".

D
db= --

2 st:nt(el2l

D'cos(ol2ldo
b¿h=--

D'lc¡odo
8 sinr (o/2) 16 s:n' (o/2)

Putícul¡s c
incidentes

FIGURA4{. Um fcixc dc partlculas c incidcntc rcbrc umu folha dc I cnrr dc á¡c¿ e t cm dc cspcsura. Os

anéis. guc sío apcnas eþnstruç'õcs gconrótricas c nío algo físico, são ccntradosxob¡c os nú'
clcos. N¡¡ ¡ealidu{c hí muito muisnúclcosrto quc os moslrados, e olcs uio muitomcnorcsdo
que é moslrado.

P(hl dh = -! p6' *"n , 
d'

I scn'(o/2)

Mas-P(å)dåéigualàprobabilidadcdcqucaspartículasscjamcspalhadascntrcosångulos0c0+d0.Osi-
nul dc mcnos aparccc <to fato dcquc uma diminuiçio em ,r, islo é, -då, co¡rcspondc a um acróscimo cm 0' þ
to é, +d0. Usan¡lo noss¡¡ nolaçío antcrior, scndo e o ângulo dc cspalhamcnto pcla folh¿ lntci¡a'
hto dá

/Y(o)./o f scnedo

do12

Í\,

I

= _p(bl ttb = - ptD,
, I scn'(e/2)

Finalmcnte, fazcndo D = (l/4 rcolzZe2 l(Mut l2), obtcmos (4.?).
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Se compararmos o rcsultado obtido a partir do átomo dc Rutherfo¡d, (4'7), com o res¡f
tado obtido a partir do átomo de Thomson, (4.2), vemos que cfnbôra o fator angular decresp

rapidamente quando o ângulo cresæ cm ambos, o decréscimo d muito menos rápido ne previsão

de Rutherfo¡d. O espdhamento em ângulos grandes é muito mais prováræl em um lhlco espt
lhamento por um átomo nuclear do que cm um espalhamento múltlplo em peqrænos ânguls¡

em um átomo do tipo pudim de passas. Algrns meses após a oblenSo de (,1-7), Geiger c

Manden ftzenm testes experimentais detalhados a æu respeito, com os s€guintes resultados:

l. Foi testada a dependência angular, usando-se foitras de AgcAu,entre5oc 150".8¡n
bora ¡V(O) d@ variasæ por um fator de cerca de lOs nessa regii[o, os dados experimentais pe¡.

maneceram proporcionais à distribuição angular teórica com uma margem de eno percentual.

mente p€quena.

2. Obteve-se que a quantidade /V(9) dO é de fato proporcional à espessura t da folha Par¡

variações de até I 0 vezes essa esPessura para todos os elementos inrrestigados.

3. A cquaç.lfo (4.7) prevê que o n(rmcro dc partfculæ cscrá invenamente proporcional ao

quadrado de sua energia ctrtética, Mf 12. lsto foi tcstado usando partfarlas c de várias fontes ra.

dioativæ diferentes, e a dependência na energia prevista foi c¡nfìrmada experimentalmente Pan

variações na energia de até um fator de aproximadamente 3.

4. Finalmente, a equação preve quìf(O¡dOiiroporcionala(Ze)z,o quadrado da cargr

nuclea¡. Nessa época Z não en conhecido para muitos átomos. Supondo (4'7) válida' a expe'

riência foi usada para determinação de Z, e encontfou-se que Z en igual ao número dtômico

qufmico dos átomos do alvo. Isto implicava que o primeiro átomo, H, da tabela priódica con'

tém um etétron, o ægundo átomo, He, contém dois elétrons, O terce iro, U, contém três, etc., ji
que Z também é o número de elétrons no átomo neutro. Esæ ¡esultado foi logo confirmado de

forma independente por técnicæ de raios X que serão discutidæ no Capltulo 9'
Rutherford, æu modelo agora o confìrmava, îoi capaz de estabelecer um limite Para o ta.

manho do núcleo. A distância de maior aproximação, D, é o menor valor que .R asume, que

ocorre para R quando @ = 180o. Portanto

\l

t.'

.f
1...1

I
Rtgo. =D=;;;

zZe?

Mvz 12

1..t

q¡l

qr
t...,;

O raio do núcleo não deve ser maior do que D, porque os resultados estão baseados na hipóte*

de que a força que atua sobre a partlcula c é sempre uma força estritamente cor.llombiana ent¡t

duas cargæ pontuais. Esta hipótese não seria válida se ao ating¡r a distância de maior apron'

ção a partícula penetrass€ na regtão nuclea¡. A equação anterior mostra que RttO. diminul

quando Z diminui. Surge a questão: até quanto Pode Rr rO. dlminuir antes de ficar menor qu

o raio nuclear? Divergências em relaÉo às previsões do espalharnento Rutherford foram na ¡e*

lidade obærvados para núcleos muito leves (com Z pequeno). Parte disto cra devido a uma vio

tação, que ocorre para núcleos muito teves, da suposição dc que a mæsa nuclear é grande. co¡rt

p1rada-à massa da partfcula c; no entanto, æ divergênciæ continuaram mesmo depois de ter si'

do levada em conta na teoria a massa nuctear fìnita, Isto sugere que ocore penetração do nú'

cleo neste caso, alterando o espalhamento previsto. Portanto' o ¡aio nuclear pode ser definido

como o valor de R no ângulo de .spalhamento limite, ou na energia incidente timite para o qual

apafecem os desvios do cspalhamento Rutherfo¡d. Na figura 4'7,pot exemplo, são mostrado!

dados obtidos pelo grupo de Rutherford para o espalhamento de pattlcutas û, de várias energias'

a um ângulo lxo granãe, por uma folha de Al. A ordenada ê a ¡atÃo entre o núrhero obærvado

de partfculas espalhadas e o número previsto pela teoria de Rutherford (com a correção puar

massa nuclear finita). A abscissa é a distância de maior aproximaçäo, calculada a partir de (a'6)'
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É¡cs ¿¡dos implicam que o raio do nlrdco dc AI é rproximadamente l0-¡' m = l0 F. (A unr.

Irde dc comprimento usada em flsic¡ nuclea¡ é o fermi, que é igual a lO-t 5 m. Obserye que

i F = lg-t Ä, onde Ä, o angstrom, é a unidade utilizada na flsica atômica.)

A fórmula de espalhamento Rutherford, (4-7), é normalmente expressi¡ em termos de

út seçio de choque díferencíal doldSl. Esta Brandeza é definida de forma tal que o número dM

ã pr¡Lut.r c espalhadas dentro de um ângulo sólido dO em torno de um ângulo de espalha-

nento O é

do
dN =- In dll

dQ
(4-8)

æ / partlculas c incidem sobre um alvo que contém n nl¡cleos por centfmetro quadrado, A defi-

ni6'õ e anAog. à defìnição de uma æção de choque o em (2'18)

N=oln

Ela está ilustrada na frgura 48.O ângulo sölido dù,que é basicamente uma região angular bidi-

í¡ensional, é medido numericamente pela área que a região angular subtende sobre uma esfera

de raio unitário centrada no local onde ocorre o espalhamento. Para o espalhamento Rutherford,

qræ é simétrico em relação ao eixo do feixe incidente, estamos interessados no ângulo sólido dO

FlGtrR.A,4-7. Alguns dados obtidos no espalhamento de partículas q, emitidas pot uma fontc radioativa, por

mlnio. A abscisse é a distâricia de maior aproximeção ao ccntro nucleal.

orrcqpondente a todos os eventos nos quais o ângulo de espalhamento está na região dO em @.

Como æ vê da figura,

dl} = 2¡ sen @ d@

Us¡ndo csa expressão em (4-7), escrevendo.rìy'(O) d@ nesta equação como drV, e também escre-
rcndo o ûermo pf que lá aparece como n, obtemos imediatamente

9.
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õl .9
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^"li9te
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Comparando com a definiça:o de (21-8), vemos qrrc a seção de choque diferencial de
to Rutherþrd é

#=(#J'm" s€n4(o/2)

*z

+
F€ixe incidentc
com I prrtÍculas

n núclcos por'
cm¡ do alvo

dt¿ =.á¡,ealrt =
2r sen g dO

dN
em
d{t

partículas emitidas
um ángulo ólido

FIGUR.A4€. llustração da dcfiniçaio de seção de choque difercncialdoldÛ. Se o alvo fo¡ suficicntcmcntc
fino para que uma partfcuh incidcnte lenha uma possibilidade dcsprczívcl de intcragir æo
¡nair dc um núcleo ao at¡avesú-lo. cntão drV = (daldnl In dn.

4.3 A ESTABILIDADE DO ÁTOUO NUCLEAR

A verificação experimental detalhada dæ previsões do modelo nuclear de Rutherford para

o átomo deixou pouco cspaço para dúvidæ em relaça--o à validade desæ modelo. No cent¡o do

átomo M um núcleo cuja massa é aproximadamente a rnassa de todo o átomo, e cuja carga é

igul ao nf¡¡¡¡ero etômico Z mult¡plicado por e; em torno dessê núcleo existem Z elétrons, neu

t¡aliz¡¡¡do o átomo como um todo. Mas surgem sérias questõ€s a respeito da estabilidade de um

átomo desse tipo, Se supusermos, por exemplo, que os elétrons em um átomo são estacionários'
não cxistc ururjo estáræl gue os impeça de c¿ir no núcleo, sob a influência da atraçÍo coulorir
bian¡. NÍo podemos perm¡tir que o átomo sofra um colapso (æ tomurdo novamente um pudùl
de pævs do tamanho do núcleo), porqu€ então seu raio seria da ordem de um raio nuclear, qw

é 4 o¡dens de grudeza menor do que o valor obtido por várias experiências.
À primeira vista parece que poderfamos fazer com que os elétrons simplesmente circulasse¡

em torno do núcleo, em órbitæ semelhantes às órbitas dos planetas em torno do sol. Um sisþ'

m¡ desç tipo pode se¡ mecanicamente €stável, @mo o sistema solar. Surge, no entanto, uma d¡

f-¡culdade séria quando tentamos transportar essa idéia do sistema planetário para o sistema atû

mico. O problema é que os elétrons carregados estariam constantemente ac¿lerados em æu ¡nù

virnento em torno do núcleo, e, de acordo com a teoria eletromagnética clássica, todos os cof'

pos €arregados acele¡ados irradiam energia na forma de radiação eletromagrética (vide Apendic
B). A energia æria emitida às custas da energia mecánica do elétron, que se moveria em espiral
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.¡ -rinotr o núclpo. Nov¡rmnte terlamos um átomo que rapidamente sofreria um colaPso Pafati:iä 
nucleuec (Psra urt áûomo de diâmpt¡o l0-¡ 0 m o tempo de colapso pode ser calcu-

'ÏÏi-¿-¿o = lo-r 2 s!) Além disso, o eqpectro contlnuo da radiação qræ seria emitida durante

iä*o** não cstl do scordo oom o eqPcctfo discreto, quc æ sabe ær emitido por átomos'* t-8 
,, problema dÍffdl, o da est¡bilidade do átomo, na wrdade levou à formulação de um

-,{p.lo 
s¡m'lg3 d8 €$truü¡ra Btômica. Um¡ caracterlstica básica deste modelo, bastant€ bem su'

ää prop*to por Niels Eotu em 1913, era I P¡evisão do espectro da radiação emitida por

JI* ii.r*r. fort"oûo, é apropriado nesse mor¡¡ento descrever algumas das principa¡s c¿racte'

rlst¡css dosse esPect¡o'

u ESPECTROSATúMICOS

Um equipanæn6 tlpico usado na medida dos esp€ctros atômicos está indicado na figura

+C. Àfont€ consiste de u¡ns descarga elétriø que P¿¡ssa através de uma região contcndo um g¿ls

iá"".ø-.". Devido a coli¡õct com os elétrons e entre si, alguns dos átomos da descarga ficam

lo, ,- rrt"¿o no qusl sr¡s cnefgia total é maior do que no átomo normal. Ao voltar ao s€u esta'

ãI¿o rnrrgi. normal, os átomos cÊdem seu exc€sso de energia emitindo radiação eletromagrréti'

ä I ,.Ui.çfo é colimada pla fcnda, e então atravessa um prisma (ou, Para Írelhor resolução'

ñ re¿r dË difraçfo), sendo então decomposta em seu esPectro de comprinrntos de onda, que

é g¡avado na chaPa fot'o$áfica'
- - A natu¡eza dos espectros obærvados é indicada sobre a ctrapa fotográfica. Ao contrário

ao cspectro contfnuo dJradiaçeo eletromagnética emitida, por exemplo, pela superflcie de sóli'

¿o¡ a ¡t¡s temperaturas. a ru¿iaçfu elenonøgnëtíca anítida por dtomos lívres estó concentradt

¡q
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,ñ
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ñ
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ê
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:'
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FICUR:|,4-9. Esquema de um aparelho usado pa¡s medir espectros atômicos'

@n um coniunto de comprimentos de ond¿ discretos" Cada um desses compnmentos de onda é

d¡a¡nado vna linlu dcvido à lLrha (imagem da fênda) que é produzida sobre a chapa fotográfi

ca. Uma investigação dos espoctros à^iã¿or por diferentes tipos de átomos mostra gue cada ti'
po tem seu espectro caracteifstico próprio, isio é, um conjunto caracterfstico.de comPrimentos

dç onda nor q*it as linhæ ao cp"ctå ¡ão encontradas. Essa ca¡acterfstica é de grande impor'

tância práticaþrgw fa4 *r q* aespecftorcopia æja mais uma técnica muito útil a ser soma-

da ås úcnicas utuår ¿. *Ai* qufri.". Bæicamenæ Por esse motivo, muito eslorço foi empre'
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Sado no sentido da obtenção de medidas precisas dos espectros âtômicos¡ e, de fato, csse

ço foi nccesário, pois os espectros são oonstituldos de muitas ocntcnss de linhas e sâo em
muito complicados.

No entanto, o espcctro do hidrogénio é reletivamente simples. Isto talvez não seja
endentc, pois o hidrogênio, contendo apenas um elétron, é o ¡ltomo mais simples. A maior
do universo consiste de átomos de hidrogênio isolados, de forma que seu espectro é de

ráwl interesse prático. Também há razões teóricas e históricás para estud¡llo, como fìcará
dente mais ta¡de. A fìgura 4-10 repres€nta a parte do espectro do hidrogÉnio atômico que

aproximadan€nte dentro da região de comprimentos de onda d¡ luz visfvel. Vemos que e
paç{nento, €m oomprimentos de onda, ent¡e linhas adjacentes do espectro diminui

Designação
da linha

iiliiiii

I,

li.v

t*r/

a.:

I

(. ..

EJ

t.

l¡
T,f

€-
À(Á) s

€
Cor Ve¡melho

o6F

-o9to
@ósçrt

Azul Violeta

-:. -l €"
o6 h
16çâø€om6

Ultravioleta

Próximo

FIGUR.â,,1.10.2{oolto:Umafotografiadapartevisíveldoespecro'dohidrogênio. EmbaÍxotUmesqucø
deste espectro, com as linhrs desþnadas.

¡n€ntc à medida que o comprimento de onda dæ linhæ diminui, de forma que a séríe de llnlø
convErge para o chamado límite da série em364'5,6 Â. As linhas com rneno¡es comprimentos&
onda, incluindo o limite da série, são diffceis de se¡em obærvadas experimentalmente devido e
seu pequeno espaçamento e porque elæ estão na região do ultrayioleta.

A regularidade óbvia do espectro do H fez com que muita gente tentasse obter umaf&.
mula empfrica que representasse o comprimento de onda dæ linhas. Tat fórmula foi descobed¡
em 1885 por Balmer. Ele encont¡ou a equação simples

n2
À = 3646 -:-n'-4 lem unidadesl)

onde ¿ = 3 para Ho, n=4 paraHg, n= 5 puaE,etc., capazde prever o comprimento de ond,

das nove primeiras linhas da série, que eram todás conhecidas na época com uma prec¡são suts

rior a uma parte em mil. E6te descoberta iniciou uma busca de fórmùlas cmpfricas similares 4r
æ aplicariam a séries de linhas que pudessem ær identificadæ na distribuição complicada dcli
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-r¡r dlrG constituem os espectros de outros elementos. A maior parte dess€ trabalho foi feit¡
Ïri90 oor Rydberg, que considerou conveniente lidar com o recfproco do comprimcnto dc

;l;;rt tìnhas em vez do.seu comprimento de onda. Em termos do número de onda x aförmu-

ta de Bolmer Pode ser escrlta como

x = l/À = RH(l 122 - lln2l lt=3,4,5,... (4.10)

ondc RH é a clramada constante de Rydberg pan o hidrogênio. Seu valo¡ é, a partir de dados es

pctroscóPicos rec€ntes'

RH = 10967?5'l,6t l,2m-l

lsto indica a Precisão possÍvel em medidas esPectroscóPicas'
"'- -iOtruirt 

desæ tipo foram obtidas Para muitas séries. Por exemplo' sabemos agora da

cxistência de cinco séries de linhas no espectro do hidrogênio, como é mostrado na tabcla 4'l -

Para os átomos de elementos alcalinos (Li, Na, K, ...), as fórmulas dæ séries têm a mesma

cstrutura gerâl. Isto é,

lft*=f=R11,,-rr

TABELA +1. As Séries do Hidrogênio

__l_l
(n - b)')

(4.1 l)

Faixa de

comprimentos de onda
Fórmulas

Lyman

Balmer

Pæchen

Ultravioleta

Ultravioleta próximo
e visfvel

Infravermelho

Infravermelho

-=^"\*-il

_=^"(+_:)

n=2,3,4,.,.

n=3,4,5,.,.

n=4,5,6,...

n=5,6,7,,,.

n=6,7,8,...

-=^,(+_#)

_=^"(+_:l

-=^"(+-å)Pfund lnfravermelho
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onde ß é a constante de Rydberg para o elemento considerado,a e ä são constantes Para a sé¡¡Ê

considerada, r¡ é um inteiro que é fìxo para a séric considerada,e n é um intei¡o variável.

consta¡rte de Rydhrg tem o mesmo valor, dentro de aproximadamente 0O5%' Para todos

elementos, embora mostre um ligeiro crescimento sistemático à medida que o p€so atômico

crescc.

Discutimos o espectro de emisúo de um átomo. Uma propriedade est¡eitamente relaciq

nada com esta é o espectrc de absorçiío. Ele pode ær medido com um equipamento semelhanb

ao mostrado na figura 4.9, exceto pelo fato de se usa¡ uma fonte que emite um espectro contl.i

nuo entre a fonte e o prisma; se insere uma célula com paredes de vidro, contendo o gils mono¡.

tômico a ær investigado. Após a exposição e a revetação, verifica-se que a chapa fotográfica fq¡

escurecida em toda parte exceto em uma série de linhas. Estas linhæ repreæntam um conjurto

de comprimentos de onda discretos que estão faltando no espectro contínuo que incide sobæ

o prisma. e que devem ter sido absorvidos pelos átomos na célula gæosa, Obærva-se que para ce

da linha no espectro de absorção há uma linha correspondente (mesmo comprimento de ondr)

no seu espcctro de cmissão; no entanto, o inverso não é ve¡dade. Apenas certas linhæ de emic

são aparecem no espectro de absorção. Para o gás hidrogênio, normalmente apenas as linhas co¡.

respondentes à série de Lyman aparecem no esp€ctrg de absorção;no entanto, quando o 8ásee

tá a altæ temperaturas, por exemplo, na superfície de uma estrela, encontram-se linhas correE

pondentes à série de Balmer.

'{:t OS POSTULADOS DE BOHR

Todas essas caracterÍsticas dos espectros atômicos, bem como muitas outras que não dis

cutimos, devem se¡ explicadas por qualquer modelo bem sucedido da estrutura atômica. AIém

diso, a precisão extremamente grurde das medidas espectroscópicas impõe exigênciæ ævetas

na precisão com a qual esse modelo deve ær cÀpaz de prever as caracterlsticas quantitativas dor

espectros.

Apesar disso, em t9l3 Niels Bohr desenvolveu um modelo que apresentava concordância

quantitativa precisa com alguns dos dados espectroscópicos þor exemplo, o espectro do hid¡c
gênio). Tinha a atraçäo adicional de que a matemát¡ca envolvida era de fácil compreensão' Ern

bora o estudante tenha provavelmente visto alguma coisa sobre o modelo de Bohr ao estuda¡a

ffsica ou a qufmica etementares, vamos considerá-lo aqui em detalhes, a fìm de obter vários ¡e'

sultados que serão nec¿ssários para comparações em outras putes deste livro. E também pua

que possamos da¡ mais atençâo aos postulados bastantc confusos nos quais o modelo está basea'

do. Estes postulados são:

L IJm elétron em um dtomo se move em utrur órbita circul¿r em torno do núcleo sob in'

fiuência da atração coulombiona e,rtre o elénon e o núcleo, obedecendo às leis da mecânia

cltÍssica.

- 2. Em vez da inlinidade de órbitas que seriam possíveis segundo a mecânica cùÍssica, um elé"

tron ú pode se tnover em u¡ru órbita na qual seu momento angular orbital L é um mriltiplo

intebo de h(a constante de Planck dividida por 2n).

3. Apevr de eslat conslanlemente acelerado, um el,itron que se move em u¡nø desws órbikß

possíveß não emite radiação eletroqagnética. Portanto sua energia total E penwmece cons'

tanrc.
"" 4. É emÍtida radiaçlo eletromagtútica sc um clëtron, que se move inicialmcnle sobre umt ôr

bita de energia total E¡, muda seu movimenlo descontinuamente de fornø a sc ntover emuttt!

ô¡bito de energít totol E¡. A freqüência da radiøção emitirlø v é igual à quantfulade (Et - Et)di'

vidida pelo constante de Planck h.
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L =nh n= 1,2,3,.. . (+t2')

r a ouantiäÇão de Planck da energia de uma partlcula, como u¡n elétron, que executa movi'

Ï"L ft.-O"ico simples sob influéncia de unra lorça restauradorø ha¡mônicd: E = nhv, n -- 0,
';,;. 

. . .vamos yer na próxima æ$o que a quantização do momento angular orbital do elétron

,iO.¡* leva à quantização de sua energia total, mas com uma equação de quantização da ener'

lii åifrpnte da de Planck. O terceiro postulado elimine o Problema da estabilidade de um elé'

iãn * rourn¿o em un¡ órbita ci¡cr¡lar, devido å emissão de radia$o eletromagnética pelo elé-

uãi, rx¡g¡¿r pela teoria clásica, simplesmente postulado que essa caracterlstica particular da

õo¡. .l¿-"¡.. não é válida psra o caso de um elétron atômico. O postulado se bas¿ava no fato

ïi i* t, o1t ro experimentalmente que os átomos sio estd'veis - mesmo que isto não æja pre'

visto pela teoria ctássica' O-ggrfto+ostu¡l¿o

O pri¡¡pi¡o postutado baseia o modelo de Boh¡ na existência do núcleo atômico' O æqun-

,^ ;,ffi; intrO¿uz s quåf¡t¡zação. Observe a diferença, cntretanÛo, entre a quantização de
olffi^rnto 

angulør orbital de um elétron atômico se movendo sob influência de uma

lW Gouø^Aìow) tnyersamente proporciorul oo quadrado da distâncíø

E¡-81
v=-

h

é na realidade o postulado de Einstein, de que a freqüência de um fóton de radiafo eletromag'

nética é igual å eneryia ca¡regada pelo fÓton dividida pela constante de Planck'

Estes postulados conseguem misturar completamenlc ¿ física clássica e não clássica. Supõe'se que o

clótron se måuendo ,r u¡n. drbit" ci¡cula¡ obedece à mecânica clássica, e no entanto a idéia não clássica de

quantizaç¡io do monrcnto angular é incluída. Supõe+e que o elétron obedcça a uma câ¡acterístice da tcoria

cì"Uomalnética clássica (a lü de Coulomb), e no enlanto nà-o obedcça a outra cåfacterística (a emissão dc ra-

diaça-o pãr um corpo carrcgado acclc¡ado). Entretanto, não deveríamos nos surpreender æ as leis da física

cl¡ísica, que se basciam ne nosss expcriência ç¡m sistemas mac¡osqípicos, não fo¡em completamentc válidas

quando lidamos com s¡stemss microscópicos, como o átomo'

44 OMODEIODEBOHR'

A justifìcativa para os postulados de Bohr, ou Pafa qualquer conjunto de postulados, só

pode ær encontfada *.p.r-do-r. æ previ$es que podem ser obtidæ apartir dos postulados

mm os resultados experimentais. Nesta seç5o vÍImos obter algumas desæ previsões e compará'

læ com os dados da seç{o 44.
Considere um áûomo çonst¡tuldo de um núcleo de carga *Ze e massaÚ, e um único elé'

tron de carga - e e massa m. Pa¡a um átomo de hidrogênio n eutro, Z = I , pata um átomo de hé'

lio ionizadJ, Z = 2, ffr¡¿um átomo de lltio duplanente ionizado,Z = 3, etc. Supomos que esse

elétron gira em umairbita circula¡ em tomo áo núcleo. Inicialmente supomosamassadoelé'

tron completamente desprezível comparada à massa do núcleo, e conseqüentemente suPomos

que o núcleo p€tmanec€ ioo no rrp.çä. A condi$o de estabilidade mecânica do elétron é

(4-l 3)
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ondeuéavelocidadedoelétronemsuaórbita,e/oraiodaórbita.Oladoesquerdodessaequa'

$o é a força coulombiana que atuasobre oelétron,e o lado direitoé ttu,ondeø é aaceleração

I Zez

4*r-l
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æntríPcta que mantém o elétron em sua órbite circula¡. Porém o momento angular orbital
elétron, L = mw, deve ær um¡ constante, pois a força que atua Sobre o elétron é centrat.
cando a condição de quantização , (4.12), a I, tcmos

mtt=nh

Obtendo u e substituindo em (4-14), temos

n=1,2,3,..,

Zez =4¡eomvzr=4nesmr
n2h2

= 4Íeo-
mr

Ze2

nh

l. ,

l't

de forma que

n2h2
r = 4teo 

-:
n= 1,213r.. .

lt

\""¡

t-*t

I

I

(*'
(.

a

(-
(w

{

nhl
mt 4nes

n=1r2,3r...

A aplicaçllo da condiçâo de quantizaçâ:o do momento angular restringiu as possfvcis órbitas circula¡g
àquelas cujos raios sâo dados por (4-16). Obscrvc que essês raios sâo proporcionais ao quadrado donûmrllo
quiîntico n. Se calcula¡mos os raios da mcno¡ órbita (n = l) para o átomo de hldrogênio (Z = I ), usando*e o¡

valores conhccidosdc h, m e ¿, obtemos ¡ = 5,3 x l0-rr m =0,SA.Veremosmaistatdequeoelótrontcn
sua eneqia total mfnima quando está n¡ órbita èorrespondente a n = l. Conscqllentemente podemos interpe
t¡¡ o r¡io desta órbita como sendo uma mcdida do raio de um átomo dc hidrogênio em scu estado nomrl
Ele está de acordo com â estim¡ti mencionada anteriormcntc, dc que a ordcm de grandezã do ¡aio atônio
é I Â. Po¡tanto os postulados de Bohr prcvêcm um tamanho razolvcl pan o ltomo. C¡lculando a vetocidadr
o¡bital de um elétron na menor órbita de um átomo de hidrogênio i pefth de (4-l?), obtemos v = 2,2t
l0' m/s É cvidente da equaçâo que esta é a maio¡ velocid¿de possfvcl para um elétron em um átomo de hi
drogênio. O fato de que essa velocidadc seja menor do que l% da velocid¡de da luz é â justificativa para usr.
mol a mecânica clássica em vez da mecânica relat¡vística no modelo de Boh. Por out¡o lado, (4-17) mosn
que, pare grandes valorer de Z, a velocidadc do elél¡on sc torna ¡clativfstic¡; o modelo não pode ser apticad0

cm tais caso$ Esta equaçäo também torna evidente porque Bohr nunca poderia permitir que o número quâr
tico ¡ tomasse o valor n = 0, como o fazia na equaçâo de quântizáç¡io de Planck.

A seguir calculamos a energia total de um elétron atômico æ movendo em uma das órbi
tas posfveis. Vamos defini¡ a energia potencial como sendo zêro quando o elétron está infìnit+
mente longe do núcleo. EntiÍo a energia potencial I/a qualquer diståncia finita r pode ser obtidl
integando-se o trabalho que seria realizado pela força coulombiana que atua de ¡ a -. Portanto

f zr" zezV=-l =--
), 4ne6r2 4nesr

A energia potencial é negativa porque a força coulombiana é atrativa; é necessário trabaliro pat
mover um elétron de r ao infinito, contra ess:r força. A energia cinética do etétron, K, pode sf
calculada, com au(ílio de (4-14), como sendo
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(+t

K =!^r' ' 
Zez

2 4rcs?t

A cncrgia totd do elétron, f, é então

Ze2
E=K+ V=-ñ=-K

Usa¡rdo (4'16) parAr na equação anterior, temos

mZze4
F= --" (4nes\22Íf

t

,"
n=1,2,3,... (4-18)

(+lq

(4-lÐ

Vcmos que a quontizoçAo do momento angulør orbítal do elénon implÍca na quøntìzação de sua

ãqglt total
A informação contida em (a-t8) está ap¡esentada na forma de um diagrama de nfveis de

cncrgia na figrrra 4-l l. A energia de cada nlvel, calculada por (4-l 8), é mostrada à esquerda, em

ærmos de joules e elétrons-volt, e o número quântico do nlvel é mostrado à direita. O diagrama

é construfdo de forma tal que a distância de cada nlvel ao nfvel de enery¡az.ero é proporcional à

cnergia desse nfwl. Observe que o menor (mais negativo) valor posfvel da energia total ocone

psra o menor número quântico n = 1. À medida que n cresce, a energia total do estado quântico

!c t6rna menos negatiya, com E se aproximando de zero quando n tende a infìnito. Como o es-

tado de menor energia total é, evidentemente, o estado mais estável para o elétron, vemos que o

cctado normal do elétron no átomo de um elétron é o estado no qual n = l.

IXEMPTO4ó
C¡lcule a energia de ligação do ítomo de hidrogênio (a energia que liga o elét¡on ao núcleo) ¡ Pe¡ti¡ de

(+r8).
' A energia de ligação é numericarnente þual à energia do menor estado na f-rgura 4-ll, correspondendo

r ñ = I cm (4-18). lsto dá, cnm Z = l,

0

- 1,36 x l0-rt J

= -0,85 eV
-2,41 x l0-tt I

= - l,5l eV

-512 x l0-rr J

= -3,39 eY

-21,7 x l0-tr
=-l3,6cV

n

FIGUR,A, 4'l l. Um diagrama de nfveis de energia para o átomo de hidrog6nio.
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2 x fi,05 x l0-r. ¡.r¡r

= - 2,11 x l0-r I J= _ 13,6 eV

o que concorda muito bem com a cnergia de tþação obscrvada cxperinrcntarmcntu para o hidrogônio. .
A seguir calcutamos a freqüência u da radiação eletromagnética emitida quando o el¿t¡oû

sofre uria transiçã-o do estado quântico ni para oårt.ao qrer,irco n/, isto e, quanao um elétu..
qu€ se move inicialmente em uma órbita caracterizada pelo número quântico n¡ muda desconti
nuaÍænte seu mov¡mento passando a se mover em uma órbita canctenzadapelo número quâr¡.
tico a¡ Usando o quarto postulado de Boh¡ (a-l 3), e (4- I g), temos

f t\'^e,¿:=-l-l 
-\4reo/ 2hz

(9.0 x lOe N-mr/çz¡: x 9,ll x l0-!¡ kgx (1,ó0x l0-'eC).

Ð
,=u#=.*)'

-=(#'

mZlea

4rh3

Em termos do nrlmero de onda x = lll,,=v/c, obtém.se

me4

-72
4tttf c - (+ .à

x=RæZ
;)

onde R_=(*,1 meo

4¡ht c
(4-tÐ

#

e onde z¡ e r¡l s5o intciros.
.{s previsões essenciais do modelo de Boh¡ estão contidas em (4-lg) e (a.19). vamos íni

ciatlenæ discuti¡ a eg¡issgn ge_g_djggglggggru!'l¡S¡_pgr_glláJg{ng.{9.8_ohr.de u.ln_çtérron
em ¡eÍmos oessas equações.

l. O estado normal do átomo será o estado no qual o elétron tem a menor energia, istoé,
o estado n = l. Este é o chamado estodo fundomental.

- 2. Em uma descarga elétrica, ou em algum outro processo, o átomo recebe energia devido
a colisões, etc. Isto signifìca que o elétron deve sofre¡ uma transição para um estado de maior
energia, ou estado excitado, no qual n ) I .

3. Obedecendo å tendência natural de todos os sistemas físicos, o átomo vai emitir oex.
ceso de energia e volta¡ ao estado fundamental. Isto ocorre por meio de ulna série de transipes
næ quais 

-o 
elét¡on cai para estados excitados de erærgias sucessivamente mais baixas, até atingr

o estado fundamental. Em cada transição, é emitida radiação etetromagnética com um compri.
r¡ento-de onda que depende da ener$z perdida pelo elétron, isto é, doi números quânticos iru.
ci¿l e final. Em um caso tfpico, o elétron pode sei excitado até urn estado n = 7 e decair suæss¡'
vam€næpæsandopelosestadosn=4en=2atéoestadofundamentatn=l.Sãoemitidastrês
li¡thæ do espectro atômico com número de onda dado por (4-19) para n¡ = 7 e n¡= 4, n¡ = 4 a

n¡=2,n¡=2e n¡= 1. .r ' r
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4. Em um grande número de processos de excitação e deæxcitação que acontecem duran'

r¿ una'med¡d¿ dã um espectro atômico, todas as possfveis transições ocorrem e é emitido o es'

1t-lã.ornplrto. Os nrlme¡os de onda, ou os comprimentos de onda, do coniunto de linhas que

ïildrr; espectro são dados por (4.19), onde faæmos com que ni e n/ tomem todos os va'

ärrr ¡n,t¡tot posfveis, sujeitos apenas à restrição de que n¡ ) n¡'

pa¡a o hidrogênio (Z = l) consideremos o subconjunto das linhæ espectrais que aParecem

¿æ tr.nrico.t næluais nl= 2. Segun¿o (a-19) os comprimentos de ondarecíprocosdessasli'

nh¡s são dados Por

x=R"(llrfÍ- tln?) nÍ=zení>nl

ou

x = R-(1122 - lln'\ n= 3,4,5' 6' ' ' '

Esta fórmula é ¡dêntica à fórmula para a série de Balmer do espectro do hidrogênio (Al0)' æ

A- for igual a ß¡¡. Segundo o modelo de Bohr

^-=(*)#
Embora os valores numéricos de algumas dæ quantidades que entram nesa equação não fossem

ãnhecidos com muita precisão naquela época, Bohr calculou R- em termos dessas glandezas' e

ott*t qu. o valor resuiturte estava bem próximo do valor experimental de R¡¡' Na próxirna se'

glo faremos uma compuação detalhada, usando dattos recentes, entre o valo¡ experimental de

ä¡¡ e a pr.øsao de Boh¡, e ¡f¡ostraremos que os dois concordam guase gue perfeitamente'

? De acordo com o modelo de Bohr, cada uma dæ cinco séries conhecidas do espectro do

I U¿rogen¡o *rg. ¿r um subconjunto de transições nas quais o elétron vai a um certo estado fi'

I t r; Para a úrie deLymflf.,n¡= l;puaade Balmer' nÍ=2iPuaadePaschen'z¡=3iPua.a

I de líacrctt, nf = 4i e pua a de Pfun d, n¡ = 5. As três primeiræ séries estlfo convenientemente

hustradas .. iu'o, de diagrama de nfveís de energia na figura 4-12' A transição que dá origem

¡ uma linha particular ¿e uina sé¡ie está indicada ness€ diagra¡na por meio de u¡na æta indo do

cstado guáfiùco inicial n¡ ao estado qufuitico final n¡. Apenas ¡¡s set¡¡s-coÛespondentes às pri-

¡¡ei¡as linhas de cada Crie e ao lim¡te das sér¡es são mostradas. Como a distância entre c¿da dois

nlveis de energia nesæ rtiagrama é proporcional à diferença entre a energia dos dois nlveis' e co'

¡no (a-1 3) afuma qne a freqUencia I (ou o número de onda) é proporcional à diferença de ene¡-

gas, o compnnænio de cadi æta é pioporcional à freqüência (ou ao núme¡o de onda) para a li'
nha espectral corespondente.

ös comprimeñtos de onda das linhas de todas essas séries são obtidos de forma bastante

precisa.por (i-tl), uunao*e os valores apropriados de n¡. Este foi um gande triunfo para o

modelo de Botu. O suc€sso do modelo foi puticulumente impresionante porque as séries de

Lyman, Brackett e Pfund não tinham sido des.:obertas na época em que o modelo foi desenvol'

vido por Boh¡. A existência desas séries foi prevista, e as Cries foram logo após descobertæ ex'

perinæntalmente e recebe¡am os nomes de æus descobridores.

O modelo funcionava igualmente bem quando aplicado ao caso de átomos de umelétron

cam Z = 2, isto é, átomos de hélio ionizado, He+. Ta¡s átomos podem ser Produzidos passando-

æ uma descarga elétrica part¡cularÍ¡ente violenta através de gás hélio normal. A preænça desæs

fons se loma õr¡drntr peia emisso de um espectro mais simples do que o emitido por átomos

.i
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FIGURA 4-l 2.,4 o altoi O diagtama dc nfvcis dc encrgia pan o hidrogênio, com o númcro quântico ¡ parâ ca
da nfvel e algumas das transiçõcs quc apa¡ccrm no espectro. Um número infiníto dc nfvciscs.
táacumuladoenlreosníveisma¡c¿{65¿={¡2=a. EmbalxozAslinhasespectraisco¡tespon-
dentes para as t¡ês sé¡ies indicadas, Dentro de cada série, is l¡nhas clpcctÌâis seguem um F*
d¡alo defìnido, aproximando-se do limite da série à medida que o comprlmcnto dc onda dimi
nui Como desenhado aqui, nem a escala de freqflência nem t de compdmcntos de onda é li
neat, sendo escolhidas dessa forma epenes pa¡e cla¡eza da ilustraçalo. Uma escala de compri
mentos de onda linear representaria melhor a rparência ¡eal d¡ chepa fotográfica obt¡da de um

espcctroscópio. As i¡ies dc Bncket e Pfund, quc nat salo mostnrdas, esta:o na parte do infn'
rrrmelho longínquo do espcctro.

de hélio normais. De fato, o espectro atômico do He+ é exat¿rmente o mesmo que o espectro do

hidrogênio, exceto pelo fato de que os números de onda de todæ æ linhas são quase exatamen.

te quatro vezes maiores. Isto é explicado bem facilmente, em termos do modelo de Boh¡ faæn

do-se Zz = 4 em (4.19).
As propriedades do espectro de absorção dos átomos de um clétron também são facl.

¡nente cìompreensfveis em termos do modelo de Boh¡. Como o eldtron atômico deve ter un¡
energia totat exatamente igual à energia de um dos estados de energia possfveis, o átomo pode

apen¡rs absorver quantidades discretas de energia da radiação eletromagrética incidente. Este fa
to conduz à idéia de considerarmos que a radiação incidente é constitufda de um feixe de f6
tons, e que apenas podem ser absorvidos aqueles fótons cujas freqúências são dadas por E = ht,
onde E é uma das quantidades de energia discretas que podem se¡ absorvidas pelo átomo. O pre
cesso de absorçlio de radiação eletromagnética é entâo exatamente o inverso do processo normal

de emissão, e as linhas do -spectro de absorção terão exatamente os mesmos comprimentos &
onda do espectro de emissão. Normalmente o átomo está sempre inicialmente no estado funda'

mentaln=l,deformaqueapenasprocessosdeabsorçãoden=lafl>lpodemocorrer.Por'
tanto, apenas æ linhas de absorção que correspondem (no caso do hidrogênio) à série de Lyman
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-rfo normalmente obscrvadas. No entanto, se o 8ás contendo os átomos que absorv€m energia

ãf¡*r r uma tempe¡atura muito alta, então, devido às colisões, alguns desses âtomos cstuão

t lrlrl*n,. no primeiro estado excitado n = 2, e serão observadæ linhas de absorção correpon'

dcndo à série de Balme¡'

E'GMPT,O 1.7-'- Ertirtr r temperatura de um gár conlendo átomos de hidrogênio para o qual scrâo obsc¡vadas linhas

¿r C¡ic di B¡lmer para o cspectro de absorçalo'

A distribuiçalo dc probabílidade de Boltzmenn (Apêndicc C) most¡a gue s tsrdo cnlre o número z, de

flono¡ no primeiro estado cxcitado e o númcro n, de átomos no cslado fundamental, cm uma grandc amos-

t cm cquilíbrio a uma temperatura I' é

nz c'E'lkT

;=7,irr
ondck é ¿ oonstentc de Bottzmann, t< = 1,38 x 10-'t lfK= 8,62 x lO-t eVf K. Para ítomosdc hldrogê-

nþ. ¡s cncrgias rtesæs dois estados estäo dâdas no diagrama de níveis dc energia da figura 4-t l: E¡ = -l 3,6

eY,E, = -3,39 eV. Portanto'

2=r-<-l,ls + 13,6)ev/(8,62x l0-r cvfK)T-e-|,18 xl0'"Klr
nr

fngo, umâ fraçalo significantc dos átomos de hidrogônio csta¡á inicialmente no P¡imeito estado cxcitado

quando I for da o¡dem de, ou maior quc, l0' oK; e ápenas quando absorvem a pa¡tir dèsse e¡tado, cles po'

dcm produzir linhas de absorçaio da #rie de Balmer.

As linhas de absorça-o dc Balmer são na ¡ealidade observadas no gás hidrogêniq de algumas atmosferas

cstelafca. Isto nos dá uma forma dc estima¡ a lempe¡atu¡a da supcrflcic de uma cslrcla. a

4.7 CORREçÃO PARA A MASSA NUCLEAR FINITA

Na æção anterior, supusemos que a massa do núcleo atômico fosæ infinitamente grande

compafada å massa do elétron atômico, de forma que o núcleo permanecessc fixo no esPaço.

Esa aproximação é boa mesmo pafa o cåso do hidrogênio, que contém o núcleo mais leve, já

qw a massa do núcleo é cerca de 2000 vezes maior do que a massa do elétron. No entanto, os

dados espectroscópicos são tão precisos que antes de fazermos umâ comparação numérica

dctathada entte esses dados e o modelo de Bohr devemos'levar em conta que a massa nuclear é

:na realidade finita. Neste caso, o elétron e o núcleo se movem em torno de æu centro de massa

oomum, No entanto, não é diflcil mostrar que em um tal sistema, seÍielhante ao Planetário, o
clétron se move em relação ao núcleo como se o nírcleo estivesse fixo e a massâ m do elétron
fosæ ligeiramente reduzida até o valor p, 

^ 
massa reduzida do sistema. As equações de movi-

¡nento do sistema são as mesmas, apenas trocando-se g por m, onde

ntM

'=^*M
(4-20)

é meno¡ que m por um fator ll(l + ntvl). Aqui,M é a massa do núcleo.
Para tratar essa situaçalo, Boh¡ modifìcou æu ægundo postulado, impondo que o momen'

to angulor orbital total do titomo, L, seia um múttipto inteiro da constante dePlanckdividida
W zn.lsto é conæguido ao æ generalizar (4-l 5) para

(4.2t)
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_ Usando*e y em vez de m nessa equação, estamos tevando em conta tanto o momealo

ST 9" núcleo guânto o do elétron. Fezenäo-se modifìcações semelhantes no resto da dedu
de Bofu para o c¿so da massa nuclear finita, vemos que tódas as equa@es são idênticas às

|1*nnop:nte, exceto pelo faro que a massa rn do erét¡on ¿ suuìt¡tut¿a peta mæsa red
Át' Em particular, a fórmula para os comprimentos de onda recfprocos das ünhas espectrais
toma

It't u
onde R¡r. = ---:= R- =aR-m+l.t trt

A quantidade Rr¡ é a constante de Rydbery para um núcreo de møsv M. euando Mf m - -,¿evidcnte $E Ru * JR-, â constante de Rydberg para um núcreo infìnitamente pesado que apa.reæemft.l9).Emgeral,a.constantedeRydbergßrrémenorqueR_pelofatárl/(l i^tAl.
Pa¡a o caso mais ext¡emo do hidrogénio, Ulm = rcäøe.R¿ é menor qur g* por cerca de u¡n¡parte em 2000.

. s: calcularmos rR¡¡ a partir de (4'22), usando os valores atualmente aceitos das quantida.
des m, M, e, c e h, cncontr.mos R¡¡ = l096gl0ôïn-t . Comparando esr" ;;;;", o valor ex.

rytim1n$ dado na æça:o 44, vemos que o modero de Boh¡, corigido para a massa nucrear fìni.ta' está de acordo com os dados espcctroscópicos com uma precisãã dei partes em 100000!

à*aNr¡prl$
Nä ciþítulo 2, falamos do "átomo" de positrônio, constituído de unr pósitron e um elétron girandocm tofno dè æu ccntfo ds massa comum, qr".riá ne mctadc da distânci¡ ent¡c os dois.(a) sc ta¡ sistcma fossc um átomo nó¡mal, como scu espcctro de cmissaìo æria comparável ao do átomodc hidrogênio?
Neitccaso,amassa"nuclca¡"Méadopósitron,queéþuar am,amassadoetót¡on.portantoamass¡

¡cduzida (4-20) é

mlt{ mz m

'=;-M= z^=T
A constante dc Rydbcrg corespondcnte g 

¡4 é,*gundo (4.22),

nr=-t*n-=L- m+m 2

Os c¡lados dc energia do átomo dc posirrônio æriam dados cntão por

^ RyhcZr R_þcZz
Epositrônio=- 

,t, =- 
,rr,

c os comprimcntos de onda recÍprocos das linhas espectrais seriam dados por

.=i=;=l "(i ;)
As frcqüênciar da¡ linhas emitidas se¡iam então a metadc, e os compr¡mentos de onda o dobro, das de um
Itomo dc hidrogênio (com núclco infìnitamcntc pesado), sendo Z igual a t para o positrônio e pa¡a o hidrù
génio.

(b) Qu¡l ¡cria o raio da ó¡bita no estado fundamcntal do positrõnio?
Em (4-16) simplcsmcnte substituímos n¡ po¡ ¡¡ = m /2 c obtcmos

t46

.=*rtG-Ð

4renntlf 
^ 

4reoalh¡
t psttñnfo= Ç- 

='-ã- = ¿ | hid¡ogênio

Dôrtrnto, pur qurlqucr cstådo quântico n o ¡aio do clét¡on selativamente ao "núcleo" ó duas vezes

"rlo, 
ir itorno dc posltrônio do quc no ltomo dc hidrogênio (com núcleo inf¡nit¡mentc pcudo)' ^

@ifÍí; muóniæconrém um núclco dc carya ze e tm muon ncgativo, ¡¿- , se movcndo cm torno

-n-ii' i i^ partlcula clcmcntar dc cuga -r c massa 20? vczcs maio¡ do que a massa do clét¡on' Estc áto¡

iriãdo qu"n¿o urn próton. ou oul¡o núcleo. caPturâ um ¡¡;t'-"'ît 
ól.ul" o raio da prirncira ó¡bit¡ dc Boh¡ de um átomo muônico com Z = l'

ihgssâ ¡c¿uzid¡ do sistcm¡, com m[ = 207 m"e M = 1836 m" é' de (4'20)'

207m, x 1836m"

'=ñãt$ñ=t86me

Enl¡o.d¿ (4-16). com n = I' Z = I c I = 186m"' obtcmos

4acohr I ,
r,=-= 

- 
x5,3x l0-!r m=2,8x l0-r! m=2,8x l0-r Â

l86m¿ct 186

po¡tanto o p- cstií muito mrlr próximo da superfície nuclcu (do próton) do que o clét¡on em um ilomo de

üir"g¿"i". e Gss! cancterlstic¡ quc frz csscs ítomos muönicos ¡ntercssantcs, sendo teveladas informações a

rcrDc¡to do núcleo a partir dc ¡cu cstudo.
(b) C¡lculc ¡ cnergia dc lþção dc um itomo muônico cnm Z = l'
Dc (4-18), æmZ= [,¡ = I e m =r¡ = 186m", temos

E=-186 
mÉ' 

=-186x13,6cV=-2530cV
(4reo )t 2h¡

como a cncrgia do èstado fundåmenlal. Logo. a cnergia de ligaçio é de 2530 eV'

(c) Qual é o compt¡mcnto dc onda da primcira linha da sé¡ie de Lyman para este átomo?

Dc (4'221, com Z = l, tcmos

.=^.(;_Ð

Pur r primcira linha dc Lyman. ¿ i= 2 e nI= l. Nestc caso, R¿r = (ylmrlR-= l8óß-' Portanto

'C,om R- = 109737 cm-r oblcmos

À=6,5Â

de fc[m¡ quc as linhas de Lymsn estâo na pale do ¡aio X do espcctro' Po¡tanto são necessá¡ias técnicås de

nb X para cstuda¡ o espcctä de ítomos muônicos

8¡clPrc{ito.!
--b-ñi¿i.¡'¿"1" comum conrém cc¡c¡ dc um¡ pa¡te cm 6000 dc deutério, ou hidrogênio pcsdo' Estc é

um átomo ¿. ñür.s¿"i" ;"¡o núctco contém um pióton 
" 

um nêutron. Como a mass¡ nuclea¡ dobrada afcta

o Bpcctro atômico?
O espcctro ¡cfia ¡dê[tico não fo¡sc r corrcç5o pat! s m¡sst nuclca¡ finit¡. Pa¡¡ um átomo dc hidrogê'

nio no¡m¡l

*=l=,16¡-(, f = rre.Sß-
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RH=¡ 
Y R-

'-;=m
Prr¡ um ltono de hld¡oe€nto pc¡do, ou dcutåio

109737 cm-l
= t09678 cm-t

/ t\
ll +-¡
\ 1836/

p R- 109?37 cm-rnp=R-;=fÃ=f, ,J = r0e707cm-r

(:.;/ (.,, '*7

(1",

t'':
(:. 

'
(') :

('¡

t 'l

fi

r\
l. ,ì

(',
¡,...,

(',
I

t

i

¡.
t-

4.;

Pútrnto, Rg é um pouco maior do que R¡¡, dc forme que rr linhar cqccürir do deutério sfo dcslocadas p¡
fr comp¡imcntos dc onda ligciramcntc ¡ñcnorê3 comparados ao hidro¡ênlo.

Dc f¡to, o dcutério foi descobcrto cm 1932 por H. C. Urey rpór a obærvaça'o desos lihhrs esp€ctnh
de¡locrd¡¡. Ao sc fâzer com quc r conccntraç5'o do isótopo pesado fîquc ¡cim¡ dc çu valo¡ normrl em u¡
tubo dc dcscarga de hidrogênio, podemor lccnluü l :lnlcns¡dadc d¡r linhu do deutério, que são urualrrcnh
de diffcil dÊlecçio. Podemor cntfo obærvrr f¡cllmente pares de llnhu do hldrogênlo; os mcmbros de rncnq
comprimento dc ond¡ dc cada par conespondem ëxrtrmËnle aos plcvistor ¡ plrtir de ßp obtido rcima. A 6
rolução neccssária é facilmcntc obtida, sÊndo o par de linhas Ho scpürdo por oeÍcå dc 1,8 À, por excmplo,
ví¡ios milha¡cs dc vczcs maiot doquc a rercluça-o mfnima,

48 ESTADOSDEENERGIA DO ATOMO

O modelo de Bohr prevê que a energie total de um elétron em um átomo é quantizadù

Por excmplo, (4-18) dá os valores de energia possfveis para o clétfon em um átomo monoeletrô

nico. Embora n¿fo tenhamos tentado obter expr€ssões anillogas para os elétrons em um átomo

de muitos elétrons, é claro que, de acordo com o modelo, e cnergia total de cada elétron æ¡á

também quantizada e, conseqúentemente, o mesmo derc se¡ válldo para o vdor da energia total

do átomo. A teoria de Planck da radiação de corpo negfo também Previa que no processo dc

cmissão e absorção de radiação, os átomos nas pa¡edes da cavidade se comPortavam como se ti.

yessem estados de energia quantizâdos. Portanto, segundo a antiga teoria quântica, cada átomo

pode ter apenas certos estados de energia, seParados de forma discreta.

Dc uma experiéncia simptes, realiTÀda em l9l4 por Franck c Hcrtz, yeio a confìrmaç¡o

di¡eta de que os estados de energia interna de um'átomo são quentlzados. O tipo de equipamen'

to utilizado por esses pesquisadores está indicado na fìgura 4-13. São emitidos termicamentr

FIGI RA 4-13. Ësqucma do cquipamento usado por Fmnck e Hertz para prolar que os êstados de energia tb

átomo salo quantizados.
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Gás ou rapor dos átomos
a ærem investþdos

cËuons dc baixa ener8ia do cetodo aquec¡do C. Eles são acclcrados em direso ao ¡nodo I por

un potcnc¡al l¡ aplicado enttc os dois elet¡odos. Alguns dos clétrons pasam através de buracos

crî A c vão até a Placa P, desdc que suas energias cinéticas ao deixa¡em á sejam sulìcientcs para

Énccrem um Pequcno Potenc¡al retardador Ir, aplicado entre P e l. O tubo inte¡ro cstá drcio

dc gás ou vapor, a baixa presilo. dos átomos que queremos investigar. A expcriëncia envolve e

rnedlda da corrente eletrônic¡ que atingeP(indicada pela corrente / passando pclo medidor) co-

mo uma funçâo da voltagem aceleradora t¡.

A primeira experiência foi realizada com um tubo contendo vapor dc Hg. A naturcza dos

¡esuttados cstá indicada na fìgura 4'14. A uma vo¡tagem aceleradora baixa, obscrva.sc que a cor.

rcnte / crescc quando a voltagem V qesæ. Quando / atinge 4,9 V, a corentc cai abruptamen.

tc. Isto foi interpretado como indicando que a¡guma interação entre os clétrons c os ¡ltomos de

Hg þm ¡nício repentinamente quando os elétrons adquirem uma energia cinética de 4,9 eV.

Aparcntemente uma parcela significante dos elét¡ons com essa energia cxcita os átomos de Hg,

c. ao fazê.|o, perde inteiramente sua energia cinética. Se lz for apenat ligeiramenûe ¡upcr¡or a

4,BY,o processo de excitação deve ocorfer exatamente em frente ao anodo,rl, e após o pro-

casso os elét¡ons nâo conseguem ganhar, ao se dirigirem para A,a energia cinética suficiente pa-

ra sup€rar o potencial retardador V, e úin$r a placa P, Para / um Pouco maior' os elétrons po-

dem ganhar energia cinética sufìciente após o pfocesso de excitaçifo, superar Iz, e atingir P. A

mudança brusca na curve indica que elétrons com energia menor do que 4,9 eV não são câPazes

dc transferir sua energia prua um átomo de Hg. Essa interpretaçâo é consistente com a existên-

cie de estados de energia discretos para o átomo de Hg. Supondo que o primeiro estado excita'

Volts

F¡GURA 4-14. A correntc mcdida na expcriência dc F¡anck c Hertz em função da voltagcm.

do do Hg tem energia 4,9 eV acima da do estado fundamerttal, um átomo de Hg simplesmente
não æria capaz de receber energia dos elétrons que o bombardeiam, a menos que esses elétrons
tenham ao menos 49 eV de energia.

Mas se a separaSo entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado fosse na reali-
dade 4,9 eV, deveria haver uma linha no espectro de emissão do Hg conespondente à perda pelo
átomo de 4,9 eV, ao sofrer uma transição do primeiro estado excitado p¡ua o estado fundamen-
tal. Franck e Heftz descobriram que, quando a energia dos etétrohs do feixe é nænor do que
49 eV, não é emitida nenhuma linha espectral pelo vapor de Hg no tubo, e quando a energ¡a
não é mais que uns poucos elétrons-volt maior do que esse valor, apenæ uma ún¡ca linha é vista
noesPectro. Essa linha tem comprimento de onda 2536 

^, 
que córresPondeexatamente aum

fóton de energia 4,9 eV.

. A experiência de Franck e Hefiz fomeceu evidências marcantes da quantiza$o da energia
dos átomos. Também fomeceu um método pa¡a a medida direta das diferenças de energia entre

I
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os estâdos quânticos de um átomo - as respostas apÍ¡¡ec€m no mostrador de um

Qnando a curv¡ f ænlra V é estendida para roltagens maio¡es, são encontradæ quedas

nais. Atgumas se dcvcm a €tétrons gue excitam útomos até scu prínreiro estado excitado em v¡.

rias ocasiões dife¡entès no seu pefcurso de C até .4; mas outras se devem à excitação até nl
urais ¡lto¡ C, a partir do posiç6o desæ quedas, as diferenças de energia entre os estados m¡is

citados e o est¡do fundamental podem ser medidas diretanpnte.
Outro ¡¡Étodo cxperinæntal de determinaça-o dæ separações entre os estados de cnery¡

de um ¡ltomo cons¡stc em medir seu espectro atômjco e depois construir empiricamente u¡
conJunto dp cstados de energia gue duiam tel esp€ctro. Na prática isto é fregüentc¡mnte beu

diflcit de ær feito,já que o conjunto de linhas que constitui um €sP€ctro, bem como o conjurts

dc cstsdo¡ dc ênergia, é geralmente muito complicado; no entanto, como todæ as téc¡ticasec

pectroscópicas, cstc método é muito preciso, Em todos os carcs nos quais foram feit¿s detc¡rni.

nafcs dar æparaçõcs entre os estados de energia de um dado átomo, uundo ess¿ técnic¡ e r
téc¡ric¿ dc F¡an* e Hertz, obtive¡am{€ resultados em excelente concordá¡rci¡.

Para tlustra¡ I d¡rcuss¿fo precedente, mostranos na figura 4-15 uma rePresenta$o cotlti.

deravelnpntp simplificada dos estados de energia do Hg cm termos de um iliagama de nlveis {¡
energia. As scparações entre o estado fundamental e o prineiro e ægundo estado excitados ¡ão

conheddæ, a partir da experi€ncia de Franck e He¡tz: são 4,9 eV e 6,7 eV. Estes nfimeros po

dem ser confìrmados, e de fato determinados com precisão muito maior, medindo.æ os compri'

ænùos dc onda dæ du¡s linhæ espectrais correspondentes às transições de um elétron no áto

mo de Hg desæs dois estados para o estado fundamental. A energia E = -l0l eV, doestado

fru¡da¡rpntal cm relaçlfo a um estado de eneryia total nula, não é determinada pcla experiêncir

dc Fra¡rck c Hertz. No €ntanto ela pode ær obtid¡ medindose o comprimento de ond¡ da linlu

correrpondente a uma transição de um elétrgn atômico de um estado de energia tot¡I nula ao

c¡tado Ìunda¡ræntal. A energia I também pode ær medida medindo-æ a energia que deve æt

fomecida a um átomo de Hg de forma a fazr,¡ comque um dc sous elétrons vá do estado fund¡.

mentrl ¡ um estado de energia total nula. Como um elét¡on de energia total nula não está mai¡

tþdo ao átomo, 8 é a energia necessária para ionizar o átomo, e é então chunada eneryio de Ío

nizago.

29 estado excitado

19 estado excitado

Estado fundamental

FlGtRA4-lS.Um diagrama de nívei¡ de encrgin para o mercúrio con¡ideravetmente simplificado' Além do

mri¡ ¡lto nlvel de energias discretas cm E = 0 há um contfnuo de nlveis'

Acima do estado de maior energia discreta, em f = 0, cstão os estados de energia do sisto-

ma constitufdo de um elétron não ligaão e um átomo de Hg ionizado . A energia fotal de um elt

t¡on niío lisdo (um clétron lîvre com E ) Ol não é qwntizada. Po¡tanto o elétron Pode rcf

qualquer cnlergia å > 0, e os estados de energia formam um contfnuo. O elétron pode sef excils'

t50

do de seu estado fundamental ¡ um estado do contfnuo se o ¡ltomo de Hg recebe uma energia

lr"¡or ¿o que l0l cV. Inve¡sanBntc, é posfvel a um átomo de Hg ionizado a ceptua dc um

lúuon l¡trr p¡ua um dc æus estados de cncrgia quuttizada do ¡ltomo neutro. Nestc processo,

-r¡ ,r¡t¡¿. radiaç5o de freqüência suprior 80 limite da série conespondente a essc estado. O

ãor cxato da freqüência depende da energia inicial I do elétron llvrc. Como E pode tcr qul.
o*, ralor, o €spectro de Hg deve tcr um contlnuo s€ estend€ndo além de todos os li¡ntt¿c dc

lrie nr direçeo das freqüÉnciæ crescentes. Isto pode ser na realidadc visto experiruentalmente,

,rUor. ror certa difìct¡ldade. F¡tc¡ corrpnt¡k¡os com relação ao contfnuo dc cstados de

cnergta pua.E ) 0, e suæ conæqä€nciæ, foram feitos cOm ¡efe¡ência ao átomo dc Hg, mas sãO

igualmente vClidos para todos os átomos.

4-s TNTERPRETAçÃO DAS RDGR.AS DE QUAI.ITIZAçÃO

O suæso do modelo de Bolu, mcdido por sua concordlincia com as experiêndas, foi cer.

b¡nente muito impres¡onante; mas ¡ó fez accntu¡u a naturÊzs misteriosa dos postulador nos

quais æ baseava o mod€lo. Um dos maio¡es mistérios foi a questfo de relação entre I quantlza-

øo ¿. gotu do momento urgular de um elét¡on se movendo sob¡e u¡na órbita circulu e a qurn-

iirrçeo Ar Plar¡ck da cnergia totd de um ente, como Por exemplo um clétron, executando mo-

vimento ha¡mônico simples. Em 1916, obtevc.s€ urna melhor compreensão sobre o Ûema quan-

do tVilson e Som¡nerfeld enunciaram um conjuf¡to de regræ para a quantização dc qulqwr sls.

tema físico para o qual as coordenadas foscm frurpes periódicas do tempo. Esæ rcgræ inclu.

fam tanto a quantização dc Boh¡ como a dc Ple¡rck como c¡¡sos €spccia¡s. Também fo¡am de

grande utilidade na ampliação do campo de aplicabilidade da taoria quântica. Estas regræ po
dem ser enunciadas da æguinte forma:

Pøra qul4uer sÍsternß Íísico no qusl ss coodeúds fu funçöes Periódicu do tempo, er,lv

te unu condiçiío qwûntice pan øù coordenad¿ Estas condições quûnticas são

feq aø = ntt (+23\

onde q é una das coordenodos, pq é o momento assciado a eslø coorde¡udø, nq é um núntcro
gântìco que toìtu apcnas wlores inteiros, e I significa que a íntegrøçäo é tottudo sobre um pe
ríodo da coorderuda q.

O sþificado dessas regas pode ser ilustrado em termos de alguns exempl'os'especlfìcos.

Considere um oscilado¡ harmônico simples a uma dimensão. Sua energia total pode ser €scr¡tr,
em tefmos da posição e mornento, como

D-2 ¡ozE=K*r=.1* ,
ou

pr, + *, =l2ntî 2Elk

A integral de quantização f p, d.x para a relação entre pr'e x imposta por essa equação é calcu.
Bda mais facilnænte se considerarmos umr interpretação geométrica. A relação enJ¿e x e px é a
cquafão de uma etipsc. Cada estado instånÉdo do movimento do oscilado¡ é represcntedo por

!| ænto em um gráIìco dessa cquação em um €spaço bidi¡nensional com coordenadaspr c x'
uhamamos a esse espaço (o plano pa) de eswo de fase, e o gráfìco é um diagaou de law do

i.
i'\

I
/æ\

:4F"

1,

,.¡t),

¡l'' r

e'

a-,
l5t



oscilador linear, mostrado na figuia 416. Durante um ciclo da oscilação, o Ponto que lePrcsen'

ta a posição e o momento da pltf.ut. faz uma votta em tomo da elipæ. Os semi+ixos a e b da

enp* plibz * x2 lal = I são, comparando com a nosa cquaçfo'

6=.,/ñ e a=rfîEli

Aáreadeumaelipse é¡ab.Alémdiso,ovalo¡daintcgral f ptdx éexalamenteigualaess¡.

á¡ea. (I'ara ver istô, observc que a integral sobre uma oscilafo completa é igual a uma integral

na qual o ponto fepres€nteti;o vai 6c i = -a ax = *¿ sobre ametade superior daelipæ'mais

uma integat na qual o ponto volta até x = -¿ sobre a metade inferior. Na primeira integral, tan'

i" O, qÅa dx são positivos, e essa integral valc o mesmo que aárea delimitada pela metade

supcrior e o eixo x; na segundã, tanto p¡ q-uanto dx são negativos, de forma que o valor da intc'

gå J p"rit¡* e igual à á¡ea delimitada entrc a metade inferior da elipæ e o eixo x.) Portanto,

obtemos
I

Joxdx=naa
.No noso caso

r 2nE

Jo,*=m

FIGURA 4-16./4 o akoiVm dia8râma de fa¡e do movime¡ito de um ponto repreæntativo P¡tâ um oscilador

harmônico simpl-es linear. Embaìxo: Os estados de energia possfveis do oscilador são represcn'

tâdos por elipseJ cujas &eas no espaço de fase são dadas por nå. A região entte eliPies ediaæn'

tes (Por exemplo, a átea sombreada) tem áree á'
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ondev é a freqüéncia da oscilação, de forma que

{P"l* =tl'
J

Sc usarmos (-23), a regra de quantizaçâo de WilsonSommerfeld, temos

J o, at = fifY = nrll= ¡11

ou

E=nhv

que é idêntica à lei de quantização de Planck.

Observe que os estados possíveis da oscilaçäo ti¡o tepÍcsentados por uma sdrie dc clipær no cspaço de

f¡æ, ¡endo a área ¡ubtendidr enlre duas elipæs 3ucessivet sempte å (vide frgura 4-16). Novrmcntc vcmor que

r ¡ituaçå-o clássica corresponde a å - 0, sendo possfvcls lodos os valo¡es de f e portanto tods3 es €l¡pses, re ie
to fos¡e verdade, A grandeza ç p* dx é por vezes chamada uma lntegrol de fase; na ffsica cllssica, eh é a inte-
grl da grandeza dinâmica chamada açllo, wbte uma oscilação do movimenlo. Po¡tanto, r quånti?ãção da

cncrgia de Planck é equivalente à quantizaçalo da aça1o.

Também podemos deduzir a quantizaçâo de Bohr para o momento angular a partir da re-

gr de lVilson-Sommerfeld, (a.23). Um elétron se movendo em uma órbita circulu de raio r tem

um momento angular constante, mvr = Z. A coordenada angulæ é 0, uma função periódica do

tcmpo. Isto é, 0 contra f é uma função "dente dc serra", crescendo linearmentc de 0 a 2n rad

cm um perfodo e repetindo esta forma em cada perfodo subæqüente. A regra de quantização

fìca, neste caso,

de modo qw

ftae=nn

=rI'Ï,

foq 
dø = nrn

f'*
2rL = nh

=2¡L

que é a lei de quantização de Boh¡.

L = nhl2¡= nh
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Uma interpretação mais fÍsica da regra de quantização de Boh¡ foi dada em I 924 por dg

Broglie. A quantizaça:o de Bofu p¿ua o momento angular pode ser escrita em (4-15) como

a¡x, =pr= nhf2r n= 1,2,3,.,.

onde p é o momento de um elétron em uma órbita possível de raio r. Se substituirmos neg¡
equaç¿:o a expressão p¿ua p em termos do comprimento de onda de de Broglie correspondente

¿ equ¿çã'o de Bofu fica

p=h^

hrþ.= n¡¡2,

2¡r = nlt n= 1,2,3r. . .

'Portanto, 
øs orbitas possíveis são aqueløs nas quais a cÍrcunferêncio da órbitø pode conter exarú

mcnte um ruimerc intebo de comprimentos de onda de de Broglie.
Imagine o elétron æ movendo em r¡rna órbita circular com velocidade constante, e a onda

asociada acompanhando o elétron. A onda, de comprimento de onda À, envolve então repeti.
dæ vezes a órbita circular. A onda resu¡tante que é produzida terá intensidade nula em todo
ponto, a menos que ela tenha a mesma fase em todas æ suas passagens por cada ponto. se æ on
dæ em cada Passagem estiverem exatamente em faæ, elas se supcrpõem perfeitamente em órbi.
tæ que contëm números inte¡ros de comprimentos de onda de de Broglie, como é ilustrado na fi.
gura 4'17. Mas a condição p¡ua que iso aconteça é exata¡nent€ que (4-24) seja satisfeita. Se esu
equação fosse violada, ent¿Ío em um grande número de passagens æ ondas sofreriam interferên.
cias mútuas de uma forma tal que sua intensidade média æria zero. Como se supõe que a inten.
sidade nrédia das ondas, V2, é uma medida de onde a partÍcula esrá localizada, um elétron não

poderia se¡ encontrado em uma tal órbita, na gual a intensidade média das ondas fosse nula.
F¡te modelo ondulatório não dava a idéia de movimento progressivo. Pelo contrário, suge.

ria ondæ estacionárias, como em uma corda esticada de um dado comprimento. Em uma cord¡
esticada, apenas certos comprimentos de onda, ou freqüências de vibraça-o, sã'o possr'veis. A pu.
tir da excitaçat desæs modos, a vibraçalo s€ propaga indefinidamente, caso não haja amorteci.
mento. Para obter ondas estacionárias, entretanto, precisamos de ondas de igual amplitude qrr
se Propaguem em æntidos opostos. Para o átomo, esa imposiçâo é presumivelmente satisfeit¡
pelo fato de que o elétron pode percorrer a órbita em qualquer sentido e ainda ter o valor do
momento angular exigido por Bohr. A interpretação de ondæ estacionárias de de Broglie,
ilustrada na fìgura 4-17, nos fomece portanto uma baæ satisfatória para a regra de quantização
de Botu, e, para este caso, da regra mais geral de Wilson.som¡nerfeld.

Há um outro exemplo de um sistcma para o qual a origem daregta de quantização dc

Wilson.Som¡ncrfeld pode scr compreendida em termos da exigência tle que øs ondas de de Btù
glie associadas a umø partícula em movimcnlo periódico conslituam um con¡unto tle orulas estg
ciowíriæ Consideremos uma partÍcula qus se move livremcnte sobre o erxo x desde x = -øll
até x = 1a12, mas quc não pcnetra næ regiões além desses limites. Este sistema pode ser imagi,
nado como representando aproximadamcnte o movimento de um elétron de condução em ufl
pedaço unidimensional dc nretal quc se cslcnde de -al2 a +a/2. A partfcula oscila entre os dois

t54

o"=,

(4.24) FIGUR.A 4-17. tlust¡açäo das ondas de de Broglie estacioniirias, feita para as três-primeiras órbitas de Boh¡' A

posiçãó dos nós pode, evidentemente, s€r em qualquer ponto da ó¡bita, desde que scus espaça'

mentos rejam oomo mosttado.

extfemos da região com momento P¡ que muda de sinal ao chegu ao extremo, mas mantém um

,O¿,rto *nrt-te p. Então a equação de Wilson.som¡nerfeld pode ser escrita como

fr
Jpt¿r=Pldx=P2a=nhJJ

a\

.ß\

3

Õ

áG\(

n

h
n-=?4

p
(4-2s)

Mn hlp éexatamente o comprimento de onda de de Broglie I da partlcula, de forma que temoi

nlt= 2a

Po¡tanto, a distância prcorrida pela partícula em cada oscilação completa corresponde a exata'

m€nte um núme¡o inteiro de comprimentos de onda de de Broglie, e isto faz com que as ondæ

associadæ a diferentes oscilações estejam em faæ e formem uma onda estacioná¡ia.

Veremos nos próximoi capltuios gue æ propriedades dæ ondæ estacionárias são igual'

r¡Dnte importånæs næ condiçOei de quurtizaça:o da mecå¡¡ic¡ de Sdrroedinger. E as caracterls'

ticas independentes do tempo da ondJestacioná¡ia asociada a um elétron no estado fundamen'

t¡l de u¡n átomo tomarão poslvel a compreensão de forma simples da guestão fundamental de

Por que o elét¡on não emiie radiação eleiromagrrética e não se move em espiral para dentro do

nf¡cleo.

4.TO O MODELO DE SOMMEPfELD

Uma das aplica@s ¡mportantes das regras de quantiza$o de Wilson-Som¡nerfeld é o c¿so

de um átomo ¿e tri¿rogen¡o io qual æ supõe que o elétron Possa se mover em 6fbil'as ellPticds'

Isto foi feito por Somåerfeld, em uma tentativa de explicaçao da estruturø firu do espectro do

hidrogênio. A çg¡;ü fila é uma sepüação dæ linhas espectrais em várias componcntes dife'
ren&s, que é encontrada cm todos os espectros atômiCos. Pode ser observada aPenar¡ se usarmos
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equipamento de resolução muito Sfande, já que a æparaça-A,.cm termos de número de onda cn'

trå as componentes adjacentes de uma única linha espectral, é da ordem de l0-- vezes a sePa¡a'

ção entre as linhæ adjacentes. De aco¡do com o modclo dc Bohr, isto deve signifìcar que o qlæ

itntt"tno. pensado ser um único estado dc cnergia do átomo de hidrogênio consiste na realidadc

de vários estados que têm eneryias muito próximas.

Sommerfeld inicialmente calculou o tamanho c e forma dæ posfveis órbitas elfpticar,

bem como a energia total de um elétron se movendo em unu dessas órbitæ, usando as fórmulæ

da mecânica clásica. Descrevendo o movimento em termos dæ coordenadas Polares r e 0, eË

aplicou as duas condições de quantização

Ld0=noh

{prdr=nrhJ
A primeira condição dá a mesma restriçalo Para o momento angular orbital

L=noh n6 = 1,2,3,. ..

que era obtida para. ,ron, da órbita circular. A segunda condição (que não era aplicável no ø'
so limite de órbitæ puramente circulares) leva à æguinte relação entre Leafb,a¡azaloent¡eo

semi+ixo maior e o semi+ixo menor da elipse,

L(alb-l)=n'h nr=Orlr213r...

Aplicando a condição de estabilidade mecânica análoga a (4-14), obtemos uma terceira equação.

Dessas equaç6es, Sommerfeld catculou os æmi+ixos maior e menor ¿t e å, que dlo a forma e o

tamanho das órbitas elfpticas e também a energia total E de um elét¡on nessa órbita. Os resulta'

dos são

4Íesn2hz
ll=----"---pze'

.n0
D =A-

| | \2 pzze'u=-v,") -F*
onde g é e massa reduzid¿ do elétron, e onde o nfimero quântico tt é defìnido por

n=ñelnr

Como n9 = 1,2,3,...8 fr¡=0, l, 2, 3,.. -npode tomar osvalores

n=1,2,3,4,...

Para um dado valor de n, ng pode tomar apenas os valores

@-26a')

(4.26b)

(4-26c)

ns=1,2,3,...,n
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O número ¡nteiro ,l é chamado númcro qwântico principal, e rr9 é chamado númeto qwântico

ozilnutal'
A equaçâo (4-26b) mostra que a forma da órbita (a razão entre os semi+ixos maior e me-

nor) é determinada pela raziÌo entre ne e il.Para rs = n âS órbitas são cfrculos de raio a. Obsprve

cue a equação que dá a em termos de n é idêntica a (a-16), a equação que dá os raios das órbitas

c¡rculares de Bohr. (læmbre que se levamos em conta o eleito da massa nuctear, temos jr enr vez

de m em (4-16).) A fìgura 4-18 mostra, em escala, as órbitas posfveis correspondentes aos três

primeiros valores do número quântico principal. Correspondendo a cada valor do número quân-

I

ne=l

n=l O

'o=2
,Ã.'e=¡,=r(O

ne=l
n=3

FIGURA4-lS.Algumas órbilas elípticas de Bohr-Somme¡feld. O núclco cstá localizado no foco comum das
elipses, indicado pelo ponto.

tico principal n há n diferentes órbitas posfveis. Uma destas, a órbita circular, é exatemente a

órbita descrita pelo modelo de Bohr original. As outras são elfpticas. Mæ apeur dæ diferentes
trajetórias de um elétron nas diferentes órbitas possíveis para um dado n, (4-26c) nos dá que a

cnergla total do elétron é a mesma. A energia total do elétron depcnde apenas dc n. As várias ór-
bitas caracterizadas por um mesmo valor de n são ditas degeneradas. As energias de diferentes
estados se "degeneram" em uma mesma energ¡a total.

Esta degenerescência na energia total de um elétron, devida à existência de órbitas de for-
m¡s diferentes mas com o mesmo n, é resullado de um equillbrio muito delicado entre a energia
potencial e cinética, que é caracterfstico do tratamento por métodos da mecánica clásica da
força coulombiana inversamente proporcional ao quadrado da distância. Exatamente o mesmo
fenômeno é encontrado no movimento de satélites ou de ptanetas, gue é govemado pela força
gavitacional inversamente proporcional ao quadrado da distância. Por exemplo, um satélite po-

de ær lançado em quatquer uma de toda uma famflia de órbitas ellpticqs, todas conespondendo
à mesma energia total e com o mesmo semi+ixo maior. Evidentemente não há efetivamente
quantização dos parâmetros da órbita nesses casos macroscópicos, mas do ponto de vista da de-
generescência, elas salo completamente análogas ao caso de um átomo de hidrogênio.

Som¡nerfeld "removeu a degenerescéncia" do átomo de hidrogênio tratando, em seguida,
o problema relotivisticamenfe. Na discusão que segue (4-17), mostramos que' para umelétron
cm um átomo de hidrogênio, vfc = lO-2 ou menos. Portanto, esperarfamos que as correções re-
lativísticas para a energia total, devidas à variaçalo relativística da massa do elétron, que é da or-
dem de (uþ)2, ærão apenas da ordem de l0r ; no entanto, esta é exatamente a ordem de gran-
deza da separaçâo dos estados de energia do hidrogénio que seria necessária para explicar a es
trutu¡a fÌna de seu espectro. O tamanho real da correção depende da velocidade média do elé-
tron que, por sua vez, depende da excent¡icidade da órbita. Após um cálculo, que não será re-



produzido aqui por ser muito tedioso, Sommerfeld mostrou que a energia total de um elétro¡

em uma órbita caracterizada pelos núnreros quânticos ,1 e ns é igwl a

E=_ trz2ea l, *""' (t _:-\l
ø;S*eL, 

-?h - r^ )) (4'27ä)

A quantidade a é um nrimero puro, chamado constnnte de estrutura fina. seu valor é

o= t '" ='l,2g7,xlo-3= 
I

4nes hc 137
(4-27b)

Na fìgura 4-19, representamos alguns dos primeiros estados de energia do átomo de hidrogê-

nio em termos de um diagrama de níveis de energia. A separaçâ'o entre os vários níveis com um !/a-

lor comum de ¿ foi grandemente exagerada, para ficar mais clara. Setæ indicam transições entre

os vários estados de energia que produzem as linhas do espectro atômico. Linhas corresponden.

tes às transições representadas pelas setas sólidæ são obærvadæ no espectro do hidrogênio' 0s

comprimentos de onda dessas linhae estão em ótima concordância com as previsões obtidæ de

@-27a).
No entanto, as linhas correspondentes às transições representadas pelas setas tracejadas da

figura 4.19 não são encontradas no espectro, As transições correspondentes não ocorrem. Uma

obsewação da fìgura mostrará que as transições ocorrem apenås s€

ns¡-ns¡=!l (4-2Ð

Isto é chamado uma rcgra de seleçdO, Ela æleciona, de todæ as transições, quais as que realmen'

te ocoffem,
n=4
n=3,n0=3
n=3,n0=2
n=3,ne=l
n=2,ne=2
n=2,ne=l

n=l,ne=l

FICURA 4-t9. A scparaçaìo dc estrutura fina de alguns níveis de energia do átomo de hidrogênio' A separação

é bastantc exagerada. Transições qic produzem as linhas observadas no especlro do hidrog&

nio s.Îo indicarjas por setas solitlas.

4.I I O PRINCþ¡O ON CORRESPONDÊNCIA

Uma justifìcativa p^Ía as regras de selcção pode às vezes ser obtida com auxllio de u¡n

postulado .u*ilirr, conhecidg como o princípio rla comespontlência. Este princfpio, enunciado

por Bolu ern 1923, consiste de duas partes:

I . As previsões da teoria qwintica para o comportamento de qualquer sistema fßÍco de

vem conesporuler às previsõer da lkico cltissica no limite no quol os números quânticos gue et

pecificøm o eslado de um sistem¿ se tornam muito grarulex

Z. lltu regra de seleção é ttilida para lodos os núnteros quÂnticos possíveis, Portanto, IÙ
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's,, 
os rcgros de seleçio que úo necestÍrias pøra obter a conespondência exigída no límite cLíssi'

î n ,rin¿ò também se aplícom no lÍmíte quântíco (n pequeno)'
l"-i, rclaçíoàprirneirapaíe,éóbvioqueateoriaquânticadevecorresponderåteoriaclás'
.¡a no limite em que o sistemå se comporta classica¡r¡ente. A rlnica questifo é: onde está o limi'

i*¿Àri.ot A hipótese feita por Bofu é de que o limite clássico será sempre encontrado no limi'

I á, g-¿.t nf¡meros quântícos. Ao fszer essa hipótese, ele foi guiado por certas evidênciæ

.-"¡.t'itrr na época, Por exemplo, a teoria de Rayleigh.Jeans clássica do espectro de corpo ne'

îo está de acordo com a experiêncía no limite de pequenos v, Como a teoria guântica de

i-,c¡ estÁ de acordo com a experiéncia para todo u, vemos que a corespondência entre æ teo'

læ quent¡ca e clássica é encontrada, nesse caso, no limite de pequenos u. Mas é fácil ver que À

nraiã, qur y diminui, o valor médio ¿- do número quântico que especifìca o estado de energia

das ondæ eletromagrrétices do corpo negro de freqüência v fìcuá grande. (Como 8= nhv,te.
'wsÇ=nhv.Mas quando v + O,E * kT,dc forma gue, nesse limite,Tl¡v = kT,que é uma cons-

ts¡te. portanto 7 -+ æ quando y -' 0 no limite clássico. Observe também que se fxamos y na fe-

lacÁoñhv = kT = constante, e tomamos r¡ + 0 como freqüentemente fazemos ao considerar o li-

njte clássico, achamos novamente E i - nesæ limite.) A segunda pæte do princlpio da cones'

pondência era Puramente uma hipóteæ, mas certamente uma hipóteæ l.azolvel.

Vamos ilustra¡ o princlpio da correspondência aplicando'o a um oscilador harmônico sim-

ples, tal como um pêndulo oscilando com freqüência v. Uma previsão da teoria guântica para

ãse sistema é que os estados de energia posslveis são dados por E = nlru. Na discusão do Capf.

tulo l, vimos que, no limite de grandes n, essa previsão não discorda do que sabemos realmente

rrespeito dos estados de energia de um pendulo clássico. No caso de umosciladorharmônico

simples, as teorias quântica e clássica são corresPondentes para n -+ æ, P€lo menos no.que diz

resp€ito aos estados de energia. A seguir, suponhamos gue o pêndulo esteja carregado eletrica'

¡¡pnte, de forma que possamos comp¿uar æ previsões dæ duas teoriæ em relação à emissão e

rbsorção de radiação eletromagrrética por um sistema desæ tipo. Clasicamente, o sistema emi'

tiria radiação devido ao movimento acelerado da carga e à freqüência da radiação emitida æria

cxatamenþ y. De acordo com a flsica quåntica, é emitida radiação como conæqüência da tran-
,riç5o do sistema de um estado quântico r¡ para um estado guântico n7. A energia emitida em tal

transição é igual a E¡ - E¡ = (n¡ - n¡)hv. Essa energia é enegada por um fóton de freqäêncía

(E¡ - E¡)lh =(n¡ - n¡)v. Portanto, para obter a correspondência ent¡e æ previsões clássicae

quåntica para a freqä6ncia da radiação emitida, devemos exigir que a regra de ælefo n¡ - n¡=
I æja válida no limite clássico de grandes n. Um argume¡Ìtq semelhante em relação à absorção

ide radiação pelo pÇndulo canegado mostra que no limite clássico também há posibilidade de
'uru transição na gual ry - ry = -1. A validade desæ regas de seleçãonolimite quântico de

pequenos n pode ser testada,'investigando-æ o esp€ctro da radiação emitida por uma molécula
diatômica vibrando. Os estados de energia vibracional para um sistema desæ tipo são exatamen'
þ os de um oscilado¡ harmônico simples, pois a fofça que leva à separação de equilfbrio dos
dois átomos tem a mesma forma que uma força restauradora harmônica. A partir do espectro
vibracional, pode ser determinado que a regla de seleção flj - nÍ= t I e vale no limite de peque.

nos números quânticos, em acordo com a ægunda parte do princfpio da correspondência.

Uma série de out¡as regras de æleção foi descoberta empiricamenæ na análise de espec-
t¡os molecula¡es e atômicos. ìß vezes, m¿¡s nem sempre, é possfvel entender essas regr¿Is de sele.

Fo em termos de um argumento que utiliza o princípio da correspondéncia.

EXEMPLO 4.I T

Aplique o princípio da correspondência para a radiação do átomo de hidrogênio no limite clássico.

A freqilência de rcvoluçaio u. de um elót¡on cm uma ó¡bita de Bohr segue de (a-16) e (4'17). e é dacla
pof
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"=,-=(¡ï7 ñ;
De rcordo com a ff¡ica cllssica, a freqüåncie dr lu¿ em¡tlds ncsc erc é þal a ro, r t'rcqllênc¡t dc levotuÉq

A f ísica quântica prevË quc e frcqnê""" 

/",ti:t1r;i " TtT,
y =-= ct =l-lr $'rc./ amtLa| 

^l J
Ma¡. se i¡to deve ser fual a ro, devemos l$ q - nl= l, como unt rega de scleçâo para grandernúnr¡¡t

quånticos. Para vcrificat isso. fazcmor n¡ - a/= I c dbtcmos i

onde n¡ = nenl'= ¡ - l. Então.scr+-racxprcsãoentrécolchctct¡cimatcndc t2lnt,ôe fom¡qQ
y-yoquandonr-,

Na tabch 4-2 iluslramos â correrpondência para a grandc. ¡

TABELA 4-2 O Princlpio da Conespond€ncia Para o Hidtogênio

Diferenp t

*J'

5

l0
100

t.000
t0.000

5,26 x l0r I

6,57 x l0r 2

6,5?8 x lOe

6,5779 x lQ6

6,5779 x l}t

7,38 x l0rr
7,72xlÙtz

6,677 x lÙe

6.5878 x 106

6J?89 x 103

29

t4
l'5
0,15

0,015

É ¡nteressante nota¡ que embora ambas as partes do princlpio da correspond€ncia æjan

compatíwis com os resultados experimcntais para o oscilador harmônico s¡mples, rpcnæ apl'
meira parte é cornpatfvel com a experiência para o átomo dc hid¡ogênio, considereda no excrÞ

plo prõcedente. Isto porque , e*perlên.ia noi most¡a que a reg¡a de æleção ry - nl= l, que cn

nccesária para satisfazer à primeira Pafte do princlpio Púr n glande' não æ aplica ao átomo dc

hidrogénio para ñ pequeno, Observam-se transições ocorfendo entre cstados comn pequenonü

quais os números quânticos diferem por um valor maio¡ do que um. Isto ih¡stra o fato de qr t
antiga teoria quântica nem Cempre pode ær Posta em aco¡do com as experiênciæ, por mais qU

a modifiquemos.

4-t2 L,MA CRÍTICA À.A¡rr¡Cn TEOR¡A QUÂNTICA

Nos quatro últimos capftulos, discutimos alguns dos deænvolvimentos que levaram à mo

derna mecánica quântica. A esses desenvolvimentos nos fefer¡mos aSora como à antí|d teorü

quântica. Em vários aspectos essa teoria foi muito bem sucedida, até mais do que dcve ær rp'
rente para o estudante, porque não mencionamos uma sér¡e de aplicações bem succdidæ detrl

fenõmenos, tais como ao calãr calorífico de sólidosabaixastemPeraturas,gueeramlnexPlidvÉü

em termos das teorias clássicas. No entanto, a antiga teoria quântica ærtamente não está livtl

de críticas. Para completar nossa descrição dessa teoria, devemos indicar alguns de seus aspectot

indesejáveis:

l. A teoria só nos diz como tratar sistemas que sejam periódicos, usando as regræ de qualrd'

, =(_t
\4aco
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acfo de Wilson-Sommerfeld, mas há muitos sistemas físicos interessantes que nÍo são periódi-

li. E, o número de sistemas periódicos para os quais pode ser encontrada uma base flsica para

Istr trgttt na releção de de Broglie é muito pequeno.

,r Embora a teoria nos diga como calcular as energias dos estados possfveis de ce¡tos siste-

ä. r r freqüência dos fótons emitidos ou absorvidos quando um sistema sofre uma transição

ä,r" .rtrdor possfveis, ela nâo nos diz como calcular a f¿xa (nÌlmero médlo de transições por

c,undo) com que essas transições oconem. Por exemplo, ela não nos diz como calcular a inten-

¡ãade das linhas espectrais, E também vimos que a teoria nem sempre pode nos dizer quais æ

tfensiçõ€s que obærvamos ocorrer' e quais não.

g. euando aplicada a átomos, a teor¡a é na realidade bem sucedida apenas para átomos de

um elétron. Os etementos alcalinos (Li, Na, K, Rb, Cs) podem ær tratados de forma aproxima-

da. mâs apenas porque eles salo, sob muitos aspectos, similares a um átomo de um elétron. A

þoria falha ctamorosamente mesmo quando aplicada ao átomo do He neutro, que contém ape-

nss dois elétrons.

4. Finalmente deverfamos mencionar a crftica subjetiva de que toda a teoria pareæ de algu-

ma forma não ter coerência - ser intelectualmente insatisfatória.

Foi obærvado por todos os físicos envolvidos no problema que algumas destas objeções

cram realmente de natureza bastante fundamental, e foi gasto muito esforço em tentativas de

desenvolvimento de uma teoria quântica livre destas e outras objeções. O esforço foi bem re.

oompensado: Em 1925 Erwin Schroedinger deænvolveu sua teoria da mecânico qullntica.Etn

bora æja uma generalização do postulado de de Broglie, a teoria de Schrocdinger é sob alguns

$pectos bem diferente da velha teoria quântica. Por exemplo, o modelo da estrutura atômica

fomecida pela mecânica quåntica é a a¡títese do modelo usado na antiga teoria quântica, de

clétrons se movendo em órbitas bcm definidæ. No entanto, a antiga teoria quântica é ainda

freqäentemente utilizada como uma primeira aproximaça--o à descrição mais Precisa dos fenô-

menos quânticos, dada pela mecânica quántica. A nzão para isto é que a antiSa teoria quânti-

ca é freqüentemente capaz de dar resultados numericamente cortetos com Pfocessos matemá-

ticos considera!'elmente menos complicados do que os utilizados na rnecânica quântica, e gue

r antiga teoria quânticâ é freqüentemente útil para visualização de procesos que difìcilmente

são visualiziveis em termos da linguagem bem abstrata da mecânica quântica.



7.

QI.JESTOES

l. Em uma colisão de uma partfcula c corn um elét¡on, quais são as considerações gerais

t¡m¡tam ¡ transfe¡ência de momento? O fato da força ær cor¡Iombiura tem algum

ern relação a fsto?

4.

5,

6.

2.

3.

Em que o átomo de Thömson difere de uma distribuição aleató¡ia de prótons e elétro¡¡

em uma região csférica?

Faça uma lista dæ objeções ao modelo atômico de Thomson.

Por que especifÌcamos que a folha deve ser hna em experiências quc visam verifica¡ a fó¡i

mula do espdhanento de Rt¡therford? i

O cspalhamento dc partfcula, c .m âigutos muito pequenos não está de aco¡do comr
fórmula de Rutherford para esses ângulos. Explique.

Em que a dedução de (4-3), gue dá a trajetória de uma putlcula que se move sob ação de

uma força coulomtriana repulsíva proporcional ao inverso do qr.radrado da distância, difen

da dedução da trajetória de um planeta qup se move sob influência do campo gravitacio

nal do sol?

Uma scção de choque diferencial de espalhamento, defìnida como em (4-8), poderia ser

usada para descrever o espalhamento de partlculas c em ångulos muito pequenos?

Bohr postulou a quantização da energia? O que ele postulou?

Para as ó¡bitas do átomo de hidrogrinio de Bofu, a energia potencid é negativa e maior en

módulo do gue a energia cinét¡cå. O que isto implica?

Se precisásæmos calcular apenas as linhas de absor$o no esPectro do hidrogênio, como

voc€ modifÌcaria (a-19) para obtêJas?

Ao emiti¡ um fóton, o átomo de hidrogênio recua de forma a que haja conservação do

momento. Expligue por que a energia do fóton emitido é menor do que a diferença dc

erærgia entre os nfveis de energia envolvidos no Processo de emisão.

Um átomo de hidrogénio pode absorver um fóton cuja energia exceda sua energia de liga'

ção, 13,6 eV?

É possível obter um esp€ctro de emissão contlnuo para o hidrogênio?

Qual a eneryia mfnima que deve ter um fóton para que tenha inlcio o efeito fotoelétrico

cm gás hidrogênio? (Cuidado!)

15, Vooé esperaria ver todas as linhas do hidrogênio atômico cåso este gás fosse excitado pof

clétrons dç energia 13.6 eV? Explique.

8.

9.

I0.

I l.

t2.

t3.

t4.
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17.

t8.

t9.

20.

Suponha que a aniquilação elétron.pósitron ocofra a partir do estado fundamental do po'

sit¡ônio. Se isso acontecer como altera as energias dos raios 7 do decaimento de dois fó'

tons, calculadas no Capítulo 2, onde ignoramos o sistema ligado?

A energia de ioniza$o do deutério é diferente da do hidrogênio? Explique.

por que as "quedas" na cury¿ de corrente yersus voltagem de Franck e Hertz - fìgura

4.14 - não são bem definidas (isto é, abruptas)?

O pico na figura 4-14 exatamente abaixo de l0 eV se deve a duas excitaçõ€s consecutivas

do primeiro estado excitado do mercúrio ou a uma excitação do segundo estado excita-

do?

Em que exemplos de degenerescËncia, na flsica clásica, além do movimento planetiírio,

vocé pode Pensar?

A constante de estrutura fina c é adimensional, relacionando e, h e c, três das constantes

fundamentais da física. Alguma outra combinação dessas constantes (excluídas as potên'

ciæ da mesma combinação, obviamente) é adimensional?

Como pode ær aplicado o princípio da correspondência ao diagrama de faæ de um oscila'

dor linear como o da fÌgura,l-16?

De acordo com a meCånica Clássica, um elétron deve æmpre poder se mover em um áto'

mo com qualquer momento angular. Entretanto, de acordo com a teoria de Bohr para o

átomo de hidrogênio, o momento angular é quantizado: L = nhl2tr ' O princÍpio da çorres-

pondência pode reconciliar €ssås duas afirmações?

23.



I.

PROBLEMAS

Mostre que, paf!¡ um átomo de Thomson, um elétron que se move em uma órbita circ¡I.
estáral gira com a mesrne freqüência que terie caso osCilasæ ao longo de um diâmetroc¡
tomo do centro.

Quat deve se¡ o raio, no modelo de Thomson, de um átomo de um elétron Pare que ele h.

radie uma linha espectal de comprimento {e onda lt = 6ü)0 Â? Comente æu resultado.

(a) Uma partfcula a com velocidade inicial u colide oom um elétron liwe em rePous(t.

Mostre que, se supomos que a massr da partfanla c é de ærca de 74000 wzes a massa ù
clétron, a deflexã'o m¡lxima da partfcula c é de aproximadamente tOJ rad. (b) Mostr
que a deflex,lfo máxima de uma partfcula c que interage com e carga positiva de um áto
mo de Thomson de raio l,O Â é também de ærca de lOJ rad. Portanto, justifìque por

quc 0 ( l0r ¡ad para o esþãhamento de uma partfcula a por um átomo de Thomson.

Deduza (4-5), que relaciona a distância de maior aproximaçâo e o parâmetro de impacto

com c ângulo de espalhamento.

Uma putlcuta a de 5,30 MeV é espalhada em um ângulo de 60" ao atravessar uma folha

fina de ouro. Calcule (a) a distância de maio¡ aproximação, D, para uma colisão frontal, e

(b) o parâmetro de impacto, å, correspondente ao espalhamento em 60o.

Qual é a distância de maior aproximação de uma partfcula c com 5,30 MeV a um núcleo

de cobre em uma colisão frontal?

Mostre que o ntimero de partfculæ a espalhadæ em um ângulo O ou maior no espalha.

mento de Rutherford é

/ I \' /zze2Yt-l ntotl .* | cots' (@12)

\4t.oz y''- /
A fração de protons com 6,0 MeVespalhados por ume folha fìna de ouro, cuja densidade

ê 19,3 glurf , a partir de um feixe incidente, em uma região onde os ângulos de espalha'

mento são maiores que 60'é igual a 2,0 x l0-s. Calcule a espessura da folha de ou¡0,

usando os resultados do problema anterior.

Um feixe de partfculas c, com energia cinética 5,30 MeV e intensidade I 0a partfculas por

segundo, incide ægundo a normal sobre uma folha de ouro de densidade 19,3 g/cm3, pso

atômico l9?, e espessura I ,0 x l0-5 cm. Um contador de partículas c de área I ,0 cm2 é

colocado a l0 cm de distância da folha. Se @ é o ângulo entre o leixe incidente e uma li'

nha que vai do centro da folha ao centro do contador, uæ a seçâo de choque diferencial

de espalhamento de Rutherford (a-9) para obter o número de contagens por hon para

O = 10" e @ = 45o. O número atômico do ouro é 79.

No problema anterior, substituímos a folha de ouro por uma folha de cobre dc densidade

2;

3.

'4.

Ð

6.

7.

8.

9.

10.

164 ló5

t3.

14.

15.

. 8B g¡lcm3, pso atômico 63,6 e espessura 1,0 x l0-5 cm. euando O = l0o obtemos 820
,, contagens por hora. Qual é o número atômico do cobre?

I t. Mostre que a constante de Planck tem dimensões de momento angular.

liZ) Corp.t a atração gravitacional entre um elétron e um próton no estado fundamental de

\ / ur átomo de hidrogênio com a atração coulombiana entre eles. Temos razão ao ignorar
- a força gravitacional?

Mostre que a freqüência de revolução de um elétron no modelo de Boh¡ para o átomo de

hidrogénio é dada por v = Zlîlfhn, onde f é a energia total do elétron.

Mostre que para todas as ó¡bitæ de Boh¡ as razões entre o momento de dipolo magnético
da órbita do elétron e o momento angular orbital têm o mesmo valor,

(a) Mostre que no estado fundamenta¡ do átomo de hidrogênio a velocidade do elétron
pode ser escrita como u = cc, onde e é a constante de estrutura fina. (b) A partir do valor
de c, o que você pode concluir a respeito do fato de desprezarmos os efeitos relativlsticos
nos cálculos de Boh¡?

Quais são a energia, momento e comprimento de onda de um fóton emitido por um áto-
mo de hidrogênio ao.fazer uma transiçâo direta de um estado excitado com n= l0para
o estado fundamental? Obtenha a velocidade de recuo do átomo de hidrogênio neste pro-
cesso.

(a) Usando a fórmula de Bohr, calcule os três maiores comprimentos de onda da série de

Balmer. (b) Entre que limites de comprimento de onda está a série de Balmer?

Calcule o menor comprimento de onda da série de Lyman, da série de Paschen e da série
de Pfund para o hidrogênio. Em qual regialo do espectro eletromagnético está cada uma?

No estado fundamental do átomo de hidrogênio, ægundo o modelo de Bohr, quais são (a)
o número quântico, (b) o raio da órbita, (c) o monierrto angular, (d) o momento, (e) a ve.
locidade angular, ($ a velocidade linear, (g) a força sobre o elétron, (h) a aceleração do
elétron, (i) a energia cinética, O a energia potencial e (k) a energia total? Como variam as

grandezas (b) e (k) em função do número quântico?

Quanta energia é necessária para remover um elétron de um átomo de hidrogênio em um
estadocomn=8?

Um átomo de hidrogênio é excitado de um estado com n = I até um com ¿ = 4. (a) Calcu-
le a energia que deve ser absorvida pelo átomo. (b) Calcule e trace sobre um diagrama de
níveis de energia as energias dos diferentes lótons que serão emitidos se o átomo voltar a
seu estado n = l. (c) Calcule a velocidade de recuo do átomo de hidrogênio, ao fazer uma
transição de n=4 a n= I emumúnicosaltoquântico,supondoqueeleestáinicialmente
em fepouso.

Um átomo de hidrogênio com energia de ligaçã'o (a energia necessária para remover um
elétrctn) de 0,85 eV sofre uma transiçar-o para um estado com energia de excitação (a dife-

t6.
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23.

24.

rença de energias entre este estado e o fundamental) dc I 0,2 ev. (a) Ache a energia do
ton emit¡do. (b) Mostre essa trans¡çã'o em um diagrama de nfveis de energia para o hi
gênio, desþando os números quãnticos apropriados.

t2t6 A.

Mostre, em um diagama de nlveis de energia para o hidrogênio, os números guåntioq
que conespondem a urnå transição na qual o comprimento de onda do fóton emitidoì

(a) Mostre que quando a energia cinética de recuo do átomo,p2 l2lú, é levada em conþ,¡l
freqüência de um fóton emitido em u¡na trar¡sição entre dois nfveis atômicos cuja difere¡.ì
ça de encrgia é AE fie ¡eduzida a aproximadamenre (I _ AElZMcz). (Sugestlo: O;;i
mento de recuo é p = hvlc.) (b) compare o comprimento de onda da Iuz emitida por ur¡ 

,átomo de hidrogénio na transição dos estados 3 + l, quando æ leva em conta o recuo no
cálculo do comprimento de onda, e quando nito se leva em conta csse recuo.

25, Qual é o comprimento de onda do fóton de maio¡ energia que pode æremitidoporun
¡ftomo muönico æmZ= l?

Aplique o modelo de Bofu a um átomo de hélio ionizado, isto é, a um átomo de héüo do i
qual um elét¡on foi removido. Que retações existem entre essc esp€ctro e o espectro do
hidrogénio?

26.

27,

28.

29.

J0.

usando o modelo de Bohr, calcule a enegia necessária para remover um elétron de u¡¡
átomo de hélio ionizado.

Em uma experiência do tipo da de Franck e Hertz, bombardeia-se hidrogênio atômiø
com elétrons, e obtêm-se os potenciais de excitação em 10,21 v c 12,10 v. (a) Expliqu
a obærvaça--o de que três linhæ diferentes de emisão espectral acompanham àsas excit¿.
ções. (sugestão: Trace um diagrama de nlveis de energiã.) ft) suponira agora que as dife.

1enças 
de eneryia podem ser expressas como åv e obtenha oi tr* 

"alotei 
porrroi, d, *

(c) suponha que v é a freqüência da radiação emitida e dete¡mine os coåprimentos dc
onda das linhas espcctrais observadas.

suponha, na experiência de Franck eHertz,que a energia eletromagnética emitida porum
átomo de Hg, devido à absorção de energia de erétrons com 4,9 ev, é iguat a hv, onde v é
a freqüéncia correspondente à linha de ressonância do mercúrio, 2s36 Ã.Calcule o valor

9: å 9. acordo com a experiência de F¡anck eHeftze compare com o valorobtidopr
Planck.

o comprimento de onda da radiação emitida por um íon de hélio He+ é praticamentctg{ 
"o 

da linha Ho (a primeira linha da série de Balmer). (a) Entre quais estãdos (valorel
de n) ocorc a transiça-o no lon de hél¡o? (b) o comprimento de onãa é maio¡ ou menor
do que o da linha tL? (c) Calcule ã diferença entre os comprimentos de onda.

Em estrelas, encontra-se a série de pickering no espectro do He+ . EIa é emitida quando o
elét¡on- no Hc+ salta para o nfvel c.om n = 4 a partir de níveis de maior energia. (a) gnu¡¡.
cie a fórmula exata dos comprimentos de onda das linhas que pertencem ,ãrr.'r¿r¡u. (u)
E1 c$ região do espectro está essa série? (c) Ache o comprimcnto de onda do limite d¡
#de. (d) Ache o potencial de ionização, se o Hç+ estiver no estado fundamental. em el¿.
tronsvolt.

3t.
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32-

33.

34.

Supondo gue æ pode coloc¿¡ uma quutidade de hidrogênio com núme¡o de massa três

(o trftio) suficiente para exa¡nes espectroscópicos em um tubo contendo hidrogênio co
mum, determine a æparação entre a prirneir¡ linha da série de Balmer para o hidrogênio

normal e a que æria observada. Expresæ o ¡esultado como u¡na diferença de comprimen-

tos de onda'

Um tubo de descarga de gaæs conté¡n fons e átomos de Hl , H2, He3, He4, Li6 eLiT
(o ú¡dicp superior dá a massa atômica), com os 4 tlltimos ionizados de forma gue tenham

apenas um elétron. (a) Quutdo o potencial ao longo do tubo é aurnentado a partir do ze-

ro, quais æriam æ primelras linhas espoctrais gtæ apareceriam? (b) D€, em ordem crescen-

æ de fregirênciæ, a origem das linhâs cor¡espondentes à primeira linha da séria de Lyman

do Ht.

ConsÍdere um corpo girando livremente em tomo de um eixo fltxo. Aplique as regras de

Suant¡z¿ção de lVilsonSom¡nerfeld, e mostre que os valores posfveis previstos para a

energia tohl sáo

E =h2n2 l2I n=0, 1,2,3,...

onde I é a inércia rotacional, ou momento de inércia, em tomo do eixo de rotação.

35. Suponha que o momento ugulu da Tena (de massa 6,0 x 1021 kg) devido a æu movi-

n¡ento em tomo do sol (órbita de raio = I J x lot I m) æja quantizado ægundo a relação

dc Boh¡ L = nhlù¡. Qual é o valor do número quântico n? Poderlamos detecta¡ tal quan.

lizaçÃo'ì
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A Tþoria de Schroedinger

da Mecânica

Quântica

5.1 u,¡TRODUçÃO

Apresentamos evidências experirnentais que mostram de forma conclusiva que as partlcu'

læ de sistemas microscópicos se movem de acordo com æ leis de algum tipo de movimento on'

dulatório, e não de .rorão .or æ leis de movimento de Newton, obcdccidas pelæ partlorlas de

tir,;"rt irucroscópicos. Portanto, uma partfcula microscópica age como s0 certos aspectos de

*u -rpor,".enio fossem govemados peto comportamento de uma onda dc de Broglic asse

cjada, oú função de onda.,{i experiênciæ consideradas æ relacionam aP€nas com casos simples

(como partlculas livres, ou osc¡ladores ha¡mônicos simples, etc.) que po{rn 
ry¡ 

analisados por

ptooesór elementares (envolvendo aplicações diretæ do postulado de dc Broglie, do postulado

d, PLr,.k, etc.), Mas certamentr desejamós ter capacidade de trataf c¿sos mais complicedos qræ

.Ocoffem na naturezå, pois eleS São inieressar¡tes e importantes. Para sermos caP¡rzes de fazÊ:lo'

dpvemos ær um proceàirnento mais geral, que Poss¡¡ ær usado pua tratår o comPortamento dc

.partfculas de qualquer sistema mic¡oscópico. A teori¿ de'sehroedfuger da mecÅníct quântlca

.nos dá este método.

A teor¡a especifìca quais as leis do movimento ondulatório que ¿¡s partlculæ de qualqwr

¡istema microscópico obedecem. Para isto, c¡da sistema tem especifÌcada a equação gue contre
la o comportamento da função de onda, e também a relação entfe esse comPortaÍ¡ento e o

:@mportamento da partfcula. A teoria é uma extensão do postulado de de Broglie . Além diso,
há uma relação lntima entre ela e a teor¡a de Newton para o movinænto de partfculas em siste'

rus macroscópicos. A teoria de Schroedinger é uma generalização, que inclui a teoría de

Newton como um caso especial (no limite macroscópico), assim como r teori¿ da relatÍvidade

dc Einstein é uma generalização que inclui a teoria de Newton como um caso cspecial (no limite
de baixæ velocidades).

Vamos deænvolver os pontos essenciais da teoria de Sctrroedinger e utilizá-los Para tratar
urn¡ série de importantes sisiemas microscópícos, Por exemplo, vamos usar aleoria para obter
unr compreensãó detalhada das propriedades dos ¿ltomos. Estas propriedades formam a base d¿

maior parte da qulmica e da flsiia do estado sótido, e são intimamente relacionadas com as Pro-
priedades dos nrlcleos.

Após termos aplicado a teoriA de Schroedingef a uma série de casos, o estudante deveria

t1I



achar que está começando a des€nvolver uma ¡ntuiç¡io r€lativa ao compottamenlo de

quánticos, da mesma forma como desenvolveu uma ¡ntuição relativa a sistemas clãssicos a

de seu estudo da teoria de Newton, e de suas aplicaçöcs. Na rtrdade, pode ser feita uma

ração melhor entre e teoria de Schroedinger e a teorla de Ma:twell para o elelromagnetismo.

to porque as ondas eletromagnéticas sê comPortam de uma forma bastante análoga ao

tamento das funções de onda da teoria de Schroedinger. Vamos usar essa analogia, quando

apropriado, para mostrar como os resultados da mecânica quântica est¿fo relacionados co¡
resuttados que nos são familiares a partir do estudo do elctromagretismo, ou de outras

de nrovimento ondulatório. Vamos também discutir muitas experiências que conf¡rmam

tamente os resultados da mecânica quântica que obtemos, er(atamente da mesma forma

discutimos muitas experiências que prePararam o tereno para a teoria. Mas o estudante

que ter um pouco de paciência, porque há muito o que fazer no desenvolvimento da teoria, e

óbtençalo de suas conæqüências, antes que possamos fazer quaisquer comParações entre e$ð

conseqüéncias e as experiéncias.

Vimos que o postulado de de Broglie fornece um Passo fundamental no

da teorie geral de Schroedinger para o comPortamento das partfculas microscópicas. No

to, trata.se apenas de un1passo. O postulado diz que o movlmento de uma partfcula miscroscô

pica é governado pela propagação de uma onda associada, mas não nos diz como a onda Ë

ptopaga. O postulado prevê com sucesso o comprimento de onda, calculado a partir de medidc

da lìgura de difração observada no movimento da putfCUla, mas aPenas em casos nos quais0

comprimento de onda é essencialmente constante. Além disso, devemos ter uma relação quæti

tativa entre as propriedades da partfcula e as propriedadas da função de onda que descreve esn

onda. Isto é, devemos saber exatamente como a onda govema a partfcula.

Neste cåpftulo, vamos inicialmente estudar a equação, deænvolvida por Erwin Schro+

dinger em 1925, que descreve o comportâmento de qualquer função de onda. A seguir, vamot

estudar a relação, deænvolvida por Max Born no ano seguinte, que relaciona o comportamenlo

da função de onda ao comportameríto da partfcula associada. Deixamos a obtenção de soluçõei

detalhadas da equação de Schroedinger pare os capftulos æguintes, mas neste veremos essas $o

luções de uma forma geral; e veremos também que elas levam de forma bastante natural à quan

tizaSo da energia e a outros fenômenos importantes,

Podemos apreciar alguns dos problemas retacionados com a aplicabilidade do postulado

de de Broglie, e também obter algumas sugestões a respeito do que deve ær feito para eliminu

eses problemas, se considerarmos novamente o caso de uma partfcula liwe. Neste caso, tivemor

considerável sucesso usando o postulado. Quando, no Capftulo 3, foi necessário ter uma exproe

säo matemática para uma funçâ'o de onda, utilizamos uma onda senoidal simples, tal como

,p(x,r) = "" ,(ï- ')

ou mesmo uma função de onda formada pela soma de várias ondas senoidais. A forma em (5'l)

foi obtida basicamente por "adivinhação", baseadano fato de gue umapartfculaliwe temu¡n

momento p de módulo constante, já que não sofre açã'o de nenhuma força, e portanto tem ultl

comprimento de onda de de Broglie associado l, = hlp de valor constante. A equaçalo (5'l)él
forma familiar para uma onda senoidal de comprimento de onda constante )\. Também tem utnt

freqäência , constante, que calculamos a part¡r da rclaçÍo dC Einstein v = Elh,onde E é aeîet'

gia total da partfcula associada.

No Capítulo 4 pudemos estender o uso de uma funçäo de onda como (5'l) ao caso{lc

uma partícula se movendo em uma órbita de Bohr circular, imaginando uma função senoidal
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ac cnvolr¡eria a órbita, como é mostrado na figura 4.1?. M¡s lsto foi posslwl rpcnas porque cm

ä OrU¡tr circula¡ o módulo p do momento P€rmanecc constentc, de forma qræ À = lr/p, o

ãnprimrnto de onda de de Broglie, também é constante, apesar dc a partfcüla cstar sob rção

& umq força'
'- - ñ¡o seremos capazes de fat*r tal t¡po de extensÍo elemcntar para tr¡ter de casos ondc o

rnonÉnto da partfcula tem módulo va¡iável, c, evidentemente, cstes casos sÍo tfpicos do que

.--nt æ quartdo a partfcula está sob açlo dc uma força. O problcma é quc o postulado dc de

ãort¡c, À =hlp,diz que o comprimento de onda trmudaæpmuda;masumcomprimcntodc

ã¿i n¡o é æquer bem definido sc muda mu¡to rap¡damente. Ilustramos lsto com a onda não

inoidal mostrada na fìgura 5-1. Para essa onda, é diffcil definir mcsmo um comprimento de on.

&wlâvel, Jâ que a separação entre máximos adjacentes não é igual à separaFo cntrc mlnimos

ldiecËntes. Para coloca¡ o problema de outra forma, æ o momento de uma putfcgla não é

ænstante, devido ao fato de que a partlcula está sob açã'o de uma força, são neccsárias funçõcs

mrls complicadas do que a função senoidal de (5-l) para descrevcr a onda associada. Vamos pre.

cisar dc ajuda Para encontrar essas funções de onda mais complicadas.

Aequafio de Schroedinger va¡ nos dar a assist€ncia necesM¡ia. Esta cquSo nos dá qual a

forma da fungo de onda V(x,r) caso saibamos qual a força que atuâ sobre a partfcula associada'

Cspecificando a energiâ potencial correspondente, Em outras palawas, a função de ondaé uma

'gn6'o 
a. equaÉo de Schroedinger para aquela energia potencial. O tiPo ma¡s comum de equa-

So que tem para solução uma funçaio é uma equaçíío díferencial, De fato, a cquação de Sch¡oe.

ãinger ¿ uma equação diferencial. Isto é, a equação é uma relação cntre sue solução tV(x,r) c

æ¡¡æ derivadas de V(x,t) em retaÉo às variáveis independentes x c f. Como há mais de uma va-

riável independente, elas devemv'r derivadas parciais, tais como

aif(x,t)

nGURrA,5-1.

EXEùíPLO 5.I

A,p(¿Ð a2v(x,¿)

òx2

ð, rlr(x,r)
ou

.9 (x,t)

(s-2)
ôt2òtðx

Uma onda nâo senoidal. A observaçâo dela nos most¡a¡á que a sePeração entle um par adia'

cente de máximos difere da entre Jm par adjacente mais próximo de mfnimos. Portanto ¿ di'
fícil defini¡ um comprimento de onda mesmo püa uma única oscilaçâo.

Calcule as de¡ivadas parciais da função senoidal (5-l ) listadas acima'
Uma de¡ivada pa¡cial é uma de¡ivada de uma função de várias variáveis independentes, calculada fazcn'

do'se com que uma delas varie. mantendo-æ todâs es outras tempora¡iamenle fixas. tsto é indicado usando+e
um símbolo como av(¡,t)/ð.r em vez do sfmbolo para a derívada comum, diP(x,t)/dx. O sfmbolo slgnific¡'
por cxcmplo,
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avc¡,r) J-r"-"1
L ¿t J c¡lculada tratando-re , como uma constanre

ô¡

av(¡,f) [ave,ril
tl-l

L o' 
-lc¡lculada uatandûso ¡ oomo uma con¡tante

Antcs de aplicar essc Prooe¡so na funçaìo ænoidal de (5.1), é conveniente ¡e¿sc¡evê-la em termos das
zls k = 2rþ. e o = 2ry. Obtemos

As derivações parciais nos dalo entâo

a,v(¡,t) ð æn (&¡ - r¡r)
=_=tcos(¡tx_or)

tv(¡,r) = sen t'6- 
ì = sen (/<¡ - or)

= -ø cos (,tx - or)

a¡ \r(¡,r) a cos (*¡ - or)
=*- = _¡tr sen (¡t¡ _ or)ôx¡ A¡

avG'r)

òt

ð æn (/çx - or)

A¡ ,Y (x,r) ô cos (&¡ - o¡)
= -@ 

- 

= -o¡ sen (kx - of)ôr¡ ôt

pois I podc ser tratado como constante nas duas prirneiras derivações, enquanto que ¡ pode ser tfatado como
const¡nle nas duas últimas. Estes rcsultados s€ mostrarão úteis em breve. .

A equação se Scluoedinger é uma equaçaìo dife¡encial parcial. Vamos, oportunamente, estudar su¡r
soluções, e _veremos que podemos em geral decompô-ta bem facilmente em um conjunto de equações diferen
ciais o¡diná¡i¡s (isto é, equações diferenciais envolvendo apenas derivadas cornuni). Estas equações diferen
ciais o¡diná¡ias se¡ão então t¡atadas peta aplicaçalo de técnicas diretas. Em todo esæ trabalho, suporemos não
havc¡ conhecimento P¡évio a respeilo de equações dife¡enciais de qualquer tipo por parte do estudante. V&
mos supor apcnas que ele saiba como intet¡a¡ e deriva¡, Evidentemente, o estudante, bestante provavelmantc,
Já tem aþurna experiência com equações Jife¡enciais o¡diná¡ias relacionada a seu estudo dc mecânica clósic¡.
E tem mesmo provavclmente aþuma cxperiôncia com equações dife¡enciais parciais, porque a equação dc
Schroedinger ã um ¡nemb¡o da classc de equações ¿iferentiais parciais chamadìr.qu"çå., å. onda, que aF.
¡cocm em mu¡tos cåtnpos da flsica clássica, bem como da físicaquÂntica. Exemplosdo primeiro campo ú'or
equaçá'o de onda para as vibraçôes de uma co¡da esticada e a equação de onda pa¡a a raãiação eletromagnéti.
c¡. V¡¡e¡nos que a equação de ond¿ da mecánica quântica tem muitas proprieãades em .oru. .or ,.q*.
ção de onda clássica, e também que tem diferenças bcm interessantes,

5.2 ARGI.MENTOS PLAUSÍVEIS PARA SE CHEGAR À EqUNçÃO DE SCHROEDINGER

O primeiro ProbleÍu gue temos não é como resolver uma oerta equação diferencial, c

s¡¡n como encontrû essa equação. Isto é, estamos na situação em quc Newion se encontrava ao
procl¡f¡u a equaçâo diferencial

.. tlp dlx
t4 =-= m-:

dt dt'
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hii ¿ a cquaÉo básic¿ da_ næcånic¿ clássica, ou

lúao pto"*.va as equ¡¡ções diferenciais como
na situåção em que Maxwell se encontraya,

ô8,

A.x
,ðEy *9 =pôy ôz €e

(5-7)

au¿ forma¡n a bæe do elet¡om¡gnet¡smo clássico'a-: 
A cquafo de onda para u¡¡ut mols esticada pode s€r obtida a Pa¡tir da lei de Newton, e a

¿ou¡do da onda eletromagnéticr pode ser obtida I Püt¡r das equa@s de Maxwell; mas não Po-

frór .rp"nr que seja¡nos çaPaIß de obær a equaçã'o de onda da mecâniø quântÍu 'a pa¡tir

ii nøS*r das eguações da f{úcaclÁssiø. No cnta¡ùto, podemos asP€rer algum auxllio dos pos'

tulaãos de de Broglie'EinsÛein

\.¿hlp e v=E/h (ss)

quc ¡elacionam o comprifnento de onda À d¡ função de onda com o momento p da partlcula æ'

ór¡rdr, € tanbém a fregüência u da função de onda com a energie total E da partfcula, para o

caso de uma partfcula com P c I essencialmente constantes. Ou æja, a equação de onda da me.

dnica guântica que procuramos d€ve ser cons¡stente com ess€s postulados, e vamos utilizar esa

oonsistência ex¡gida ao tentar obtê.la, As equações (58), e ma¡s outrö que teremos razões Para

scgitar, farão parte de u¡n ügu¡nento que se propõe a fazer com que e equâção de onda da me'

cinica guântica pareça bætante rnzriâve\ mas deve s€r enfatizådo gue ess€ ¿¡¡Ivme¿to não cons-

titul uma dedução. Na anátiæ final, r equação de onda da mecånica quânt¡ca será obtida por

srpio de vm Wstuladot cuja justifìcativa não é qu€ tenha sido deduzido inteirar¡ente a Pütir de

informa$es já conhecidas exper¡íientalmente, mas sim que prevê corret¡rmente resultados que

podem ær verifÌcados experinæntalmente.
Começamos nosso argu¡Ento îaznndo uma lista de quatro hipóteæs razoáveis relâc¡ona-

das com as progriedades deæjadæ da equação de onda da mecânica quenüca:

l. Ela deve ser consistent€ oom os postulados de de Broglie-Einstein (5€)

1,,=hlp e v=Elh

2. Ela deve ser consistente com I equação

f=p2 lùn*V
que relac¡ona a energia total E. de uma partfcula de mæsa tn com sua ene rgia dnétiø p2 l2m e

stu energia potencial I/.
3. El¡ deve æt l¡nqr em V(x,r). Isto é, æ Vr(x,r) e Vz(¡,t) são duas soluções dife¡entes

da eguação p¡ua utna dada energia potencial Z (ræremos que equases diferenciais parciais têm
nruitas soluções), então qu¡lquer c.omb¡nação tinea¡ ubitrária dessas $oluções, Ú(x,f) =
c¡it¡(¿r) * c¡V2(x,r), hmbém é urn¿ solução. Esta combinação é dita lineu porque envolve a
ptittæira potência (potência linear) de ,Í¡(x,f) e ú¡(r,r); é dita arbitrária porgue as constantes
c¡ e c¿ podçm ter valores quair,qrær (ubit¡á¡ios). Esta exiçncia de linearidode galante que Po'
de¡emos sonur funções de onda gan produzir as interferências construtivas ç destruti s que

são tão ca¡acterlsticas de ondas. Fenômenos de interferêncie são lugar*omum Para ondasele'
t¡omagnéticas; todas as figuræ dc difração d¡ ótica flsic¿ são compreendidas em termos de ed¡'

tso de ondas eletromagnéticas. Mas a experiência de Davison e Ger¡¡¡er, além de outriN, mos'

(s-e)



trou que as fìgurú dc difração também ¡ão encontradrs no movimcnto de elétrons e ouEU 
¡

tlcutas. Portanto, suas fun@s dc onda também cxibem interferências, loSo devemOs podor

¡r¡á-las.

4. A energia potcncial Y é cm genl uma funfo de x, e posirælmente até de f. No Gnt¡$

to, há um caso especial importantc no qual

V(x,t)= Ys

Este é cxatamente o caso da partlcula liwe,já que a força que atua sob¡c a partlcuta é dada po6

F= -ôV(x,t)lôx

o que dá F = 0 se lze é uma constântc. Neste caso a tci de movimento tle Newton nos diz qrc o

momento p da partlcula será constente, e também sabønos que sua cnergia total f será conshn

te. Temos aqui a situação dc uma partlcula lirne com valorcs constantes de I = hlP cv=Elh,
discutida no Capftulo 3. Portanto supomos que nese caso s cqução diferencial desejada ednd.

tirá soluções de onda ænoidal com comprimento de onda e freqäência constantes, similaæs I i

funçâo de onda ænoidal (5-l), considerada neste øpftulo.
Usando as relações de de Broglie.Einstein da hipóææ I para escrever a equação da eneryir

da hipóteæ 2 em termos de tr e r', obtcmos

h2 l2ml\2 r v&,tl=l¡v

Antes de prosseguir, é convenientc int¡oduzir æ grandezas

k=Znh, e ot=2tw

,{ssim como no exemplo 5.1 , etas são úteis porqræ fazcm com quc as va¡iár¡eis não fìquem noc

denominadores, e porque elas "absorvem" um fator de 2a quc de outra forma iria aparecer æn'

pre que escrev€ssemos uma função dc onda senoidal. A grandeza t é dita o nimero de ondd at
gular';a grandeta t't é dita afreqüência angiar. Introduzindo'as, obtemos

tlka l?il * v(x,t)=lrt

onde

h=hlZt¡

é a constante de Planck dividida por 2n. Para satisfazer às hipóteses I e 2, t equação de ondr

quc pfocuf¡rmos deve ser consistente com (5-12).

Para satisfazer à hipóteæ 3, de tinearidade, é neæssárirô quc cada termo na equaÇão difc'

rencial æja linea¡ em VG,r), isto é, æja proporcional à primeira potência de V(x,t). Obscnt

que qualquer derivada de V(x,r) tem essa propriedade. Por êxcmplo, se considerarmos a vari&

ção do valor de ô2 *(x,t)/ô¡2 que rcsulta de mudarmos o valor de V(x,f), por exemplo, por un

iator de c, vemos que a derivada øesce peto mesmo fator è é portanto proporcional à primeln

t't6

Em duas ou mais dimensõcs ¡t é um velot, chamado vetot de onda. (N. do T.)
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(s.10),

(s.t t)

(5.12ì

poténcía da funçâo, Isto é verdadeiro já que

ô2 [cV(¡,t)l _, ð"l(x,t)
ð¡2 - 

ð¡2

o¡dc c ê uma constante qualquer. Para que a própria equação drferencial æja linear em V(x,f),

,lr nlo pode conter ncnhum termo indepndentc de V(r,r), isto é, que æja proporcional a

iVttt)lu, ou que æja proporcional a [tP(x,t)]2 ou a qualquer potência superior. Após obter

csa cquaçâo, vamos demonstrar explicitamente que ela é linear em 't(x,r), e no processo a va-

fid¡de dcssa afìrmação se torna¡á evidentc.

Vamos usar agora a hipóteæ 4, que sc ¡etaciona com a forma da solução para a partlcula

[ue. Como é sugerido pcla hipóteæ, deræmos primeiro tenta¡ escrerær uma cqueção contendo

a função de onda ænoidal, (5.1), e/ou derivadas dessa função dc onda. lá calarlamosalgrmas

rtæ delvadas no exemplo 5.1. Inspecionando-as, vemos que o efeito dc tomar a segunda deriva-

da espacial é introduzir um fator de -it2, e o efeito de tomar a primeira derivada temporal é de

introduzir um fator de -o. Como a equaçifo diferencial que p¡ocur¡rmos deve ser condstente

æm (5.12), que contém um fatr¡r rle ,tt em um termo e um fator de ¿¿ em outro, esser fatos

sugpfcm que a equação diferencial deve conter uma segunda derivada espacial de V(x,f) e uma

primeira derivada temporal de V(x,t). Mas deve também haver um termo contendo um fator de

7ft,r), pois ele está presente em (5-12). De forma a garantir a linea¡idade, esse termo deve con-

ter um fator de V(x,t). Juntando todas essas idéias, tentamos a seguinte forma para a equação

difcrencial

(s.r 3)

As constantes a e p têm valores que ainda devem ær determinados. Elas são utilizadas para for-
necer a flexibilidade que será necessá¡ia para ajuótar (5-13) às váriæ exigênciæ que ela deve sa-

tisfaze¡.

A forma de (5-13) parec€ no ge:,al tamâvel,mas funciona¡á em detalhes? Para descobrlJo,
oonsideremos o caso de um potencial constante, V(x,t) = Z6 , e calculemos V(x,t) e suas deriva.
das, a partir de (5-l) e (5.5). Obtemos imediatamente

-c æn (kx - ut\kz + æn (kx - cr,t)V¡=-p cos (l<x - <ot)r,r (5.r4)

Apeur de as constantes c e p estarem à nosa disposição, não podemos fazer com que essaex-
pessão esteja de acordo com (5.12), e portanto satisfaça às hipóteses I e 2, exæto para combi-
na@slinearesespeciaisdasgandezasxetpraasquaissen(kx-úrf)=çes(/<x-<^rf).Éver-
dade que poderfamos obter uma conco¡dância æ a e p não fossem constântes, mas rejeitamos
csa posibilidade em favo¡ da muito mais simples que será apreæntada a æguir.

A difìculdade que temos surge porque a derivação trocâ co-senos por senos c vioe-versa,
Este fato sugere que devemos tentar usar para a função de onda da partfcula liwe nâo a única
funSo senoidal de (5-l), mas em vez dela a combina$o

V(x,t) = cos (kx - ø.t) + 1æn (kr - cot) (s.l s)

onde 7 é uma constante, de valor ainda indeterminado, que é introduzida Pare nos dar uma fle-
xibilidade adicional. Temos a esperança de encontra¡ a mistura apropriada de um co*eno e um

.ry + rz(x,Ðv(x,Ð = u'*1,"



seno que removerá a difìculdade. Calculando as der¡vadas nec€ss¿bias, obtcmos

ðtV(x,t)
= - /c sen (lu - t'tt) * ft7 cos (,Lr - s¡t)

ry = -¡t2 cos (kx - ut) - k27 æn(rs - t ¿t)

ry =ú)s€n (tcx-t:t)-o,7cos (tø-tot)

Então tentåmos novamente; substituíndo (5-t5) e (5.16) em (5-13), e îaz¡ndo Y(x,t)= V¡,oV
temos

-clr2 cos (,tx - øt) - ak27 sen (,tx - @t) + Vo cos (/<x - <,rt)

* I/67 sen (l<x - øt)= pot sen (kl : þ¿t) - gql cos (kr - <.lr)

l-ak? + Vo + P*tllcos (,tx - crÐ + [ -atr'l* Vo.r - þolsen (kx - t,lt)=O

Para que a desigualdade acima æja válida para todæ æ posfveis combinações dæ variáveis inde.
pcndentes x e t,é neoessár¡o que os coefìcientes tanto do æno quanto do co-seno æjam zero.
Portanto obtemos

-sk2 +Vo=-p7ø

-o*2+Vo=ßal"t
Agera temos um problema facilmente tratáveli há três equações algébricas que dev.emos satisfs'

zer,(5-12),(5-l 7) e (5-l 8), e t¡ês constantes liwes, c, p e 7, à nossa disposição.

Subtraindo (5-18) de (5-17), encontramos

de forma que

0=-Plt¿-ßull

1= -ll"t

12 =-l

,=31f71=il

t78

(s-l e)

t79

o¡de i é o nítmero inugiruÍrio (úde Apendice E). Substituindo estc resultado em (5.1Ð, encon.
ú8mos

-dkz + Vo=a iþq

Bte resultado pode ær comparado di¡etamente com (5-12)

hz k2 lzm * Yo =fl,¡

o,= -tf l2¡n (5-20)

r iß=h

É=t¡h (5.21)

lIá duæ escolhas possfveis de sinal em (5-19). Obærva-se que a conæqüência de qual escolhaé
feita na-o é signilìcante, e portanto æguimos o uso convencional e escolhemos o sinal positivo.
Então (5.21) dá P = +¡h e, com (5-20), podemos fÌnalmente c¿lcular lodæ æ constantes na for.
ma suposta para a equação difercncial. Logo, (5.1 3) fìca

(s-lq

(s.22)

Estø equaçõo diferencíal vtislaz a todas as nonvs hÍpóteses relatívas à equação de ondø dt me-
cânìca quântica.

Deve ser enfatizado que chegamos a (5-22) considerando um caso especial: o caso de uma
putlcula livre onde v(x,t) = le, wrtil consta¡rte. Neste ponto parece razoável argumentar que
devemos esperar que a equação de onda da mecânic¡ quãntica tenha a mesma forma que (5.22)
no cæo geral em que a eneryia potÊnc¡al !z(r,r) na realidade vuie como função de x e t (isto é, a
força æja não nula); mas não podemos provü que isto seja verdadeiro. Pódcmos, no entanto,
postular que é verdade. Fazemos isto, e assim tomamos (5-22) como a equação de onda da me-
cånica quântica cujas soluçõer ú(¿r) nos dão æ funções de onda qæ devem ær associadæ ao
movimento de uma partícula dc ¡nassa rtt sob influência de forçæ que são descritas pla função
en€r8¡a Potenc¡al V(x,t). A valid¡de do postutado deve serjulgada peta comparação de suas im-
g!?lott com as experiências, e vamos iazer muitæ dessas-compuãçoes mais tarde. A eguação
(5'22) foi obtida pela prinæira vez em lg26 por Erwin Sctuoedingei, e é portanto chamada de
eCuoção de Schroedinger.

. Sctuocdinger chegou a essa egu¿ção por meio de uma argur¡entação diferente da nossa (e
aun esotérica). Veremos as idéiæ e¡ænciais de seu argumento na seção 54. No entanto, a in.
¡luenc¡a do postulado de de Broglie sobre æu t¡abalho foi tiÍo forte como no noso. Isto pode
¡er visto na s€guinte c¡tação, na quat o flsico Dcbye descreve as circunsfâncias que cerc¡uam o
qes€nvolyimento por Schroedinger de sua equação.

* ry+ z(x, r)rr,(x,r) = * 1*1l

(5-18)



-Entai de Broglic publicou æu ¡rtto. Ncssa ópocr, Schroedlngcr eÎ. mcu scocstor tls

de Zurique, e eu estava na Technic¿l Uniw¡sity, que é um lnsfítulo Fedetal, e eslivemos Junlos cm ufii
quio, Estivcmos convers¡ndo a respeito da teoria de de Broglie, c concordamos que não a
quc deverfamos rcalmente pens¡r¡ cm suas formulações e o que tignific¡vem. Então convid€¡ Schroedinger

¡a faze¡ um colóquio. E r preparaçâo desle rÊelmente desp€rtou seu lnteresse. Ileconetam åpenas pouco3

s€s ent¡e â palestra e suas publicaSes"

Devemos observer que n¿io podemos csPerar que e Gquação de Sdtroedinger æja

quando apliceda a partículas com \ælocidade r€lativísticas. Isto ocone Porque a equaçlo foi
de forma a ser consistente com (5-9), a equação de energia clássica, que é ¡ncoreta para

dades comparáveis à velocidade da luz. Em 1928, Dirac deænvolveu uma teoria relativfstica

ra a mecânicå quántica, usândo'basica¡nente os mesmos Postuledos que a teoria de

exoeto em que (5-9) foi substitufda Por seu anáIogo relat¡vfstico

s='fffi1ftf +v

A teoria de Dirac æ reduz à teoria de Schroedinger, é óbvio, no l¡mite de baixas velocidadel

Devido às sérias complicações introduzidas p€la ralz quådrada nq,equação de energia

ca, um tratamento quantitativo da teoria de Dirac nã'o æria apropriado a este livro. No

alguns dos aspectos mais interessantes desa teo¡ia æ¡ão descritos qualitativamente nos próÉ

mos capítulos, em ocasiõ€s em que fenômenos quânticos relativlsticos devam se¡ discutidos;c

um aspccto, a produção de pues, já foi descrito.Por sorte, a maioria dos fenômenos quânticor

interessantes pode ær estudada em casos não ¡elativfsticos.

gE$flil1o,**å
--*"VðiîfiTrie que a equação de Schroedinger é linear em relaçío À função de onda ù(x,r). isto é,queI
consist€nte com a ripótese de linea¡idade 3.

Devcmos mostreÌ que, æ V, (x,f) c *r(x,t) são du¿s soluções de (5-22, pa¡å um V(x,tl particula¡,

cntâo

'p(r,r) = ¿, .¡,, 1r,t) + c, ù, (.x,t)

tambem é uma solução pare esta equaça:o, onde ct e c, são constantes de valor a¡bitrário. Transpondo (5'22)'

temos para a €quaçalo de Schroedinger

ñt A: iV ArP

+ w _ it¡_=0
2nt òxt at

Vamos checa¡ a validade da combinaçalo linear substituindo-å nessa equaçio, Obtemos

-* (' +."'1"). r(c'lvr +c"t')-rh('+-* +)='
que pode set reescrita como

", [-*+ + ve, -"ï+,,1*+ . vv2 -*î=,
Se a combinaçalo linea¡ é ¡ealmente uma rcluçâo para a equação dc Schroedinger, entâo a úttima igualdadc de

ve ser sâtisfcite. E o é, para todos os valores de cr e c, , porque a equaça:o de Schroedinger diz que cada øl
chete é zero já que ì¡,r e V, u-o soluções dessa equaçalo para o mesmo /.

Um pouco de reflexa.--o deve convencer o estudante dc que esse fesultado essencial nâo se¡ia obtido st
equação de Schroedinger contivesse qualquer telmo não proporcional à primeira potência de v(.r,t). '
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¡.los próximos capftulos vamos ¡esolver de forma metódic¿ a equação de.Scfuoedinger pa'

..-, Jj, de sistemes importantes, e obter desa forma as funções de onda que descrevem os

T-îr", Mas neste capltulo deræmos usar algumas dessas funçõcs de onda para ilustru várias

ijijl¿.U* da teoria de Sctrrocdinger. Estss funpes de onda ærão "tiradas do dtapu", à me'

ÏlÏIÏ,*-r.' necessário. No entanto, faremos com que o estudante tenha confiança em zua vali'

ili-'*¡n.-¿o que cede uma é solução da cquação de Scluoedinger Para o sistema em ques-

ä", i.l" r¡rplrs pooeso. de substituf.la nessa equação. No exemplo 5'3 fazemos isto Para 
'ma

iñË" U. onãu qu. é particularmente rltil para fins de ilustração'

'iiff¡¡ 
S¡ 

de onda v(¡,r) pere o cstaato de mcnor enetgia dc um oscilador hamônico slmples, consti'

rof¿o i uäl ptt,fcuta de massa ¡n sob ag¡ìo de uma força restautadota linear cuja oonstante é C' podc act cx-

PÍG9S8 
como

v 1x,t¡ = ¡ ¿- dñ lzl'''x' c- Ø zl'/ffi

ondc ¡ constante real ,4 podc ter quatquer valor. Verifique que essa expressão é uma solut'o pan r cquâçfo

dc Schroedinger com o potencnl ù¡op¡iado. (O termo dependente do tempo é uma exponencial complexa;

vldê o APêndice E')
Acxpressãoseâplicâaocâsoemqueopontodeequìlíbriodooscitado¡(oPontonoqualapartlcula

ctissica csta¡ia em repouso caso nâo estivesse oicilando) está na origem do eixo ¡ (x = 0)' Neste caso' a ener'

iþ potencial, indepcndcnte do tempo, é

Y(x,tl = V(xl = Cx' 12

como pode se¡ verificado observendo.se que a força correspondente, F = -dv(x,ldr = - C¡, é uma força res.

äi'ii'';' "* '""i.'ii' ¿ c' 
^ 
-î 

:: :'î'; 
= ä" 

Potenciar é

2m ðx2 2 ðl

IFI¡a ve¡itìc¿¡ a validade da solução citada, calcutamos suas detiwdas' Enconlramos

l¡ '.r ð.P i lã.,i. a=-rJ;*

av JCn 'JLm2¡V = - 

-:ì¡,
òx2hh

a¡v '/Cn t/Cñ
rv --f

ð¡thh

@cm
= _ï v +-¡¡v

Sùbstituiçâo na equaçío de Schroedinger nos dá que

.¿:

(+.1

*!o*=" (t



^1.l-v-2Jm
c c ¡ld_xrv +_xrtr=;J;*

Como ¡ últfm¡ þualdade é cvidentemente retlsfcita, e rclução é válida.

A ¡oluçío geral da cqueç¿-o de Scårocdfurgcr par¡ o oscilador h¿rmônico é t¡ateda no próximo
tuþ. .

93 A INTERPRETAçÃO DE BORN PARA FT'NçÕES DE ONDA

Uma propriedadc impofanûe e muito inæressar¡t€ de funções de onda podc ser vista colo'
ca¡¡do-sc I = I cm (5-15), græ espccifica a form¡ da função de ond¿ da partlarla liwe. Obþrp¡

V(¿r) = çqs tl¡ - or) * d æn (kx - tot)

A funqão de ond¿ é complexa.Isto é, ela contém o número imaginário d. læmbre-se qué fomo
forçados ¡ isûo. Pri¡neiro tcntanos obter um¡ forma de satisfazpr às nossas quatro hipótoæs re.

lativæ À cquação de Sduocdinger usa¡¡do uma frurçåo de onda puramentc real þãra a partlculr
liwc, (5-l), c encontranos qu€ não h¿via nenl¡um modo razoável de fazê-lo. Apenas quando

pcrmitlamos quc a função de onda da partfcula liwe tivesse urra parte Ímaginária, usar¡do a fr¡¡.

ção dc onda da partfcula liwe de (5-15), na qr¡al t sc tomou igual a i, é qræ tivemos suæsso.

Neræ processo, também acabamos com um i na eguaÉo de Sduoedinger (5.22). Se o estud¡rtc
rcrificar cuidadosa¡nentÊ nosso argunænto, fica¡á cvidente qræ a equação contém umi porqu
ch ¡sl¡cion¡ vnz prtmeÍm derivada tenpoml com un¡l squndo derivada espøcial.Isto por sur

rtz sc deve ao fato de græ a equa$o de Scluocdinger sc baseia na oquação da energia, qu€ rel&

ciona r prinæira potência da energia total com a segunda potência do momento. A presença dc

un f na cquação de Sdrrocdinger implica qræ no caso geral þara qrulquer energia potencial) u
ftrações dc onda qræ são rclups serão complexæ. Veremos em breve que isto é verdadei¡o.

Como um¡ função de onda da mecá¡¡ic¿ guântica é comple:o, ela cspecifica simr¡ltanea-

' ætrtÊ duas fungões reais, sua partc ¡øl e svz parlc ùnAfuuírìa (veja o Apêndice E). Nisto há un
oontrasþ com as 'Tturçõe¡ de onda" da ¡necånica d¡lssica. Por cxemplo, uma onda em urnå cof.
dr podc ær especificada por uma fun$o real gw dá o deslocamento de dife¡entes elementos d¡
corda e¡¡r dife¡entes instar¡tes. Esta filrção de ond¡ clássica não é complexa, porqræ aequação
dp onda clássica não contém um Í,já que ela relaciona uma ægunda derivada temporal com uma

segunda derivada espacial.
O fato de quc as funções de onda sejam funps complexas não deve ser conside¡ado un

ponto fraco da teoria da rrcå¡¡ic¿ quântica. Na realidade, esta é uma caracterlstica derjávcl,

Porquo toíia inediatamcntc evidente que nfo devemos tenta¡ das âs fun@s de onda uma exþ
téncia ffsica, da ¡¡æsrna forma qræ damos ¿ ondæ na á$ra. A razão disso é gue uma gan&u
com¡lexa não pode ser r¡ædida por qualquer instruÍpnto ffsico ¡eal. O mundo "real" (usando
o tcrmo em lcu æntido não matemático) é o mundo das grandezas "rcais" (usando o termo err
æu sentido matemático).

Porlanto, não deverlamos tentår responder, ou ¡nesmo @locar, à questão: exatariente o
qw é esla onda, c cm qu€ ela æ propaga? O cstudante se lembrará de qræ a consideração exata.
¡ænte desas græstões em relação à naturez¡ das ondas eletromagréticas levou os ffsícos do sé-

cr¡lo dpzenow ¡o conceito enganador do éter. Como æ fun@s de onda sifo complexæ, nfo se
Doû ÛÊntados a repclir o n¡esmo erro. Em vez disto. é evidente desde o infcio que as fr nções de
otds sib lwtrumcntos de ctilcttlo, qw têm sigrifìcado apcn¡¡s no cont€xto da teoria de Sctuoc.
dinger, da Suat elas fazcm partc. Esæs comentários não devem se¡ tomados no sentido de qú
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rs funções de onda não têm interesse físico, Veremos, nesta e nas próximas seções, que uma

iuncão de onda na realidade contém toda a informação que o princípio dainceileza p€rmite

oue-tenhamos a respeito da partícula æsociada.

(' A ligação bdsica entre as propriedades da funça-o de onda V(x,f) e o conlportamento da

I putfcula associada é exprdssa em termos dadcnsidade de probabilidatle P(x,t). Esta grandeu
Vcspeciltæ a probabilidadc, por unidade de comprinrento do eixo¡, de encontrar a partlcula
påxima da coordenada ¡ em um instante f. De acordo comvmpostulatlo,enunciado pela pri-

;rpirs vez em 1926 por Max Born, a relação entre a densidade de probabilidade e a função de

ondaé

T"

(s-æ) onde o símbolo V-(x,t) representa o complexo conjugøtlo de V(x,r) (veja o Apendice E). Para

enfatizar,e clareat, vamos enunciar novamÊnte o postulado de Born, como æ segue:

f Sr, no instante t, é feita una meditla da loølizaçõo da partículo associada à funçdo de on-

laa Vç,t¡, entdo a probabilidade P(x,tþx de que a partícula seia encontrada em um¿ coorden¿.

l,lo rutre x e x * dx é igual a V'(¡.ÐV(x,llfx.

L A justilicaçalo desæs postulados pode ær encontrada næ considerações a seguir. Como o
movimento de uma partÍcula cstá relacionado com a propagação de uma função de onda asso-

ciada (a relação de de Broglie), estes dois entes devem estar assocíados no espaço. Isto é, a partl-
cula deve estar em algum local onde as ondæ tenham uma amplitude apreciável. Po¡tanto,

{x,r) deve ter um valor apreciável onde ú(x,t) tiver um valor apreciável. Tentamos ilustra¡ de

forma esquemática a s¡tuaçâo na figura 5-2. Se a situação fose outra, have¡ia sérios problemas
com a teoria. Por exemplo, æ a partícula estivese separada da onda no esþaço, surgiriam pro-
blemas relativr'sticos, devido ao tempo necessá¡io para transmissão de informação entre dois en-

I tes que tém necessariamente que æ seguir um ao outro. Como a grandezamensurável densidade

I Q-nqobgbliCails P(¡,Ð é real e não negativa, enquanto'a função de onda V(x,r) é comptexa,

I !æ-é, evidentemente, possfvel igualar P(x,r) a V(x,r). No entanto, como Vþ,r)ù(x,r) é æm-

I ng reat e não negativo, Bom não foi inconsistentc igualandoo a P(x,t).

Provc (uu v.(r,r)v(x,r) é ncccss¡rr¡amentc rcul, e ou positivo ou nulo.
Qualqucr funçio complexa, como por excmplo V(x,r). podc w¡ r'scrita s{:mpr€ tþmo

v(x.r) = R(¡.r) + r/(¡.r) (5-25a)

ondc R(x,r) e /(x;r) s¡¡-o arnbus funçõcs rcuis, chamldas, respcctivamcntc, dc suas partes reol c tnugináilø,o
complexo conjugado dc V(¡,t) é definido como

Multiplicanclo as duas, obtcmos

ou, coms i¡ = - l,

{x,r) = v?,ÐtY(¡,Ð

V*(r.t) =R(x,r) - ¡7(¡,f )

v*v=(ß-¡7XR+il)

Vr\¡/=ß¡ -izlz =R2 +11

vr(¡,r)V{.r,t} = 1R(x,1ll2 + ll(x,tllt

(s-24)

(s-2s b)

(5-26t
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troé,éi8ualàsomâdedoisquådrado¡dcdursfunçõcsrcais.logorr.Ê.1),y(¡.')dcvcr¿r¡eal,couporlthn
ou nul¡, '

FIGURA 5-2, Uma repreæntaçâo bastante csqucmática de urnr funçâo de onda e sua Paftfculâ associada' A

partícula deve esta¡ localizada im algum ponto ondc a funçat de onda tenhe ume amplitude

aPrcciável.

Evidentemente'háoutræfunçõesrcaisquePodemserseradasdeV(¡,Ð.Umexemploéo
valor absoluto, ou módulo, t rlr(x,ril. No entanto, podemos nos descaftaf de todæ essas outræ

possibitidades pof meio oe'ugrrnrcntos, muito. extensos Pafa quc lejam rePfoduzidos aqui' qur

ilostram qu. .ì* levariam a uL comportamento não ffsico Para F(x't)'

É interesante consiJeiar novamente a analogia cntfe o eletromagnetisÍlo e a mccânica

quântica, discutida na æçeo i-2. A retação €ntre a densidade de fótons em um campo de radia'

ção etetromagréticå e o quadrado do vetor de campo elétrlco é análoga à relação cntre a densi'

dadc de probabilidade. r fun'ãol"onda multiPliceda por séu complexo conjugado' Considere'

por exemplo, que o Yetor .iåp" trciti* e uma soluçäo pua a cquação de-onda do campo ele'

troÍiagnético, enquanto que a iunçao de onda e uma solúçao para a cquaçilo de onda da mecâ'

nicaquântica.Asduasgrandezasespecifìcamæamplitudcsdasondæ,embfaovetofcampo
elétrico æja real . . f*ç"-o a" onOå se¡" complexa.Þortanto, o quadrado da amplitude dæ on'

J.t, At, ú a sua intensidade, no caso iletromagnético' enquanto que é necessário toma¡ â am'

plitude multiplicada por t u .oipr.*o con¡usa!õ, vJ' para obtcr uma intensidadc real' no ca'

so da mccânica quântica. No caså eletromagrético, a inænsidadc dæ ondas é proporcional à sua

dcnsidade de energia. C"t"" .iã. iOton ao-t.tnpo eletromagrético possui uma ene ¡gia de hv 't
densidade de cnergia e, po, ru. 

".t, 
proporcioni à densidade de fótons' Para uma dimensão' es'

ta é a probabilidade por uniJr¿. ae'coåprimento de cncontrer um fóton. No caso da mecâniø

quantià, a intensidaåe ¿as on¿as dá diretamente a densidade de probabilidade, quc é' em uma

dimensão, a probabilidade por unidade de comprimento de encontræ uma partlorla'

/¡,=....'J-

wensidadedeprobabilidadeparaafunçãodeond¿docstedodemenofenefgiadooscilado¡
ha¡mônico simples citada no cxemPlo 5-3.

A funçaio de onda é

tú(x,tl = Ae-Gfcml2¡)x' e-(il2l .,[7iãt

A densidade de probabilidade é portanto (veja o Apêndice E parr o cdlculo de 9')

!84

p = v * v = ra 
" 

- 1,,/ñ I zÐ x" 
"+ 

(i I 21./ffi t n 
"- 

G/ñ nnlx', - (i | Ð'fc hn t

185

p=pr-(fc^lsv'

ObrÊrre que a den¡idade de probabilidade é independenrc do temPo, apcw da função dc onda depender do

,--.^ Vêr€mosmerita¡oequeistOéve¡d¡dei¡OemqualqucrGlsoP¡¡ÎaOqualaparffCulaarsoCiadaàfunção

:tffj. ä; "r i"¡.o .i"¿. de energia. Á densidade de probabílidade P prevista Pela mccânica quântica
o-tr-ïI"r*¿. 

cm um ¡¡áfico "iro 
u..-funç¡o de r pela cuwa rclida na parte superior da fgurs 5'3' A

:tj#iä; a; que uñ" ieaia" da posiçtÌo dâ partícula oscilando seja cncontsada Êm um clemento do Êixo

I.n*t c x + dx é rgtel a Pdx'
Como p tem um maxrmo em ¡ = 0, o ponro dc cquilíbrio do oscilador, ¿ mecânica quânlica ptevê quc

, p.r,fiuï'i". miioi prouauiliaade de s€¡ encontrada cm um elemento dr localiz¿do no ponto dc cquilÍbrio'

C¡miñh¡¡do em qu¡¡lquer rn¡tdo a pâ¡'tù derst posiçâo, as chances de cnoontrá't¡ cm um GlcñGnto do mc!'

ä'ä"lo*."a ¿r ii-inu"^ baiunre rapiaamente, mas não eristem limilc¡ bcm defìnldos além dos quais

a'pau.ùiri¿.¿. de encont¡a¡ a partícula cm um clemento do eixo ¡ seþ clatamcnte zcto. No próximo

PG)

FIGUR]q,5-3. As dcnsidades de probabilidade da mecânica quântica (ao altol e clâssicålem.bdÍxo) para uma

pertícula no estad; de menor energia de um oscitador harmônico simptes. A densidadc de pro-

babìlidadedamecânicaquânticatinumpiconasproximidadesdoponto.dccquilÍbrioeæ
cstendc para além dos timites bcm delinidos para o movimcnto preústos pelâ física clássica' A

densidadcdeprobabilidadeclássicaéinvefsâmenteproporcionalà.rælociadadeclássica,eé
ñaiol nos pontos extlemos do movimento' onde a velocidade se anuLe'

GxcmPlo ve¡emos que ess¡¡s previ$es são muito difetenles das que seriam espetadas para a pa¡tícula oscilan'

do, de acordo com a mecânica clássica.

-,lffi
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W:i# as previsões da mecinica clássica para a dcnsidade de probabilidsde do oscilador harmònica

Simplcs do cxcmplo 5-5, e compareos com as prcvisões da mecinic¿ encontradas neste cxemplo.

Na mecânic¡ clássic¿. a pa¡lrcula oscilando tcnr um momcnto definido p, e Portanlo tcm uma velocid¡.

de definid¡ u pa¡¿ cada valor do seu deslocamcnto x da posição de equilíbrio, A probabilidade de encont¡a¡

¡ p¡rtícul¡ em um elemento do eixo x de comp¡imento fixo é proporcional à quantidade de tempo que eh

pair"n.aa no elemento. e islo ó invcrsamenle proporcional å sua velocíd¿de ao Passat por ele' lsto é,

gt
P=-

u

onde 8t é aþuma constante. Obtemos uma exprcssão para u em termos de x conside¡ando a equaçâo de ena.
Ei^

mvz Cxl
E=K + V=- +-

22

onde4 K e I/sãoasenergiastotal,cinéticaepotencial,eondeesta últimafoi calculada€m termosdexedå

constante dc força do oscilador a parti¡ de Uma equação justificada no exemplo 5'3,Tcmos então

mvr Cxz

1)

,=Fæ
Assim,

^---
lz I cx'/_ lE--V ¡zV 2'

Esta expresulo para a dcnsidade de probabilidade clássica P está dcscnhada na parte inferio¡ da fþura 5'3.

Tem um valo¡ mínimo no ponto dc cquihbrio x = 0, c crcsce rapidamente perto dos limites da oscilação. Os

limites oco¡¡cm pa¡a os valores de x nos quais a parrícula näo lcm cnergia cinética. de forma que sua cnergia

potencial sc iguale à sua enesg¡a total

Cxz
E=-

.x=1

Evidentementc, a densidadc dc probabilidadc cl¡issica cai abruptamcnte para zcro fora ¡lesrcs limitcs para o

moy¡¡nento da partícula, como é indícado pclas linhas relas na figura. Colocado de uma fo¡ma simples, a pro'

b¡bilid¿de de encontrar a pÂ¡tícula clássica Lm um elemento do eixo x dc comPrirncnto dado ó m ínima próxi

mo ao ponto de cquilíbrio, onde ela passa o mínimo dc lenlpo. c ctescc rapidamcnle Pcrto dos l¡milcs do me
vimenlo. onde ela y: demora.

O valo¡ da c.onstante 8¡ na expressa-o para a densidartc dc probabilidadc clássica potle ser dete¡minado
sc impusermos quc a probabilidûdr tolal dc cncontrur a partír:ul:r emolçum lußar óevc:cr igual a um' A pre

lÀ 186 -,

b¡bilidade totat é exatamente r integral' rcbre todoc os.x' de P, de forma gue r cxptesão

r ". Bt -J"F 
dx

i Pdr=- | 

-=!

J_ ___ ,|ffi I @iî
-./fEIc

*d¿ ær utilizada para c¡¡cuh¡ 8. Não nor preocuPa¡cmor aqu¡ em cont¡nua¡ com csse ch¿mado pfoocJso de

'ã*Arçø ps¡s ¡ densid¡dc dc probabllfoladc cláslc¡, cmbor¡ não sejr diffcll fazô-lo sc cxpressarmor E cm

iimo¡ ¿c C; m¡¡ vamos f¡zc¡ um proce$o dcste t¡Po no cxcmplo 5-7 pår¡ detr¡mlna¡ o valo¡ da conrt¡nte

cor¡cspondentc ¿{t que aparece na densidrde dc p¡obabílidade de mecånica quântíca'- -A 
figura 5.3 moslra que e prcvido drísica par¡ ¡ dcnsid¡de dc probabilidade é muito d¡fe¡cnte d¡ p¡¿'

vi¡ão d¡ mecinic¿ quântice. Segundo â nccân¡c¡ clásiø, mcdidas da posição dr partlcule ho osci.l¡do¡ ha¡'

mônico simpler æmpre a encontrarõo enl¡e doi¡ limite¡ bcm definidor' c ger¡lmente perto dc um ou de outro

dcsçs limltes, Segundo ¡ mecinic¡ guântica, quando o oscilado¡ ha¡mônico rimples está em æu e¡t¡do de

meno¡ cne¡gi¡, a3 mcdid¿s geret¡ncntc cncontruão a partfcuh próxima eo ponto dc equilrbrio, m¡s não hó li-

rí¡to3 bem def¡nidor além dos qualr ¡ PaÍtfcu¡¡ nuncs s¿rá cncont¡ad¡.

Quando o osc¡lador e¡tl cm æu ert¡do de mcnot cncrgia., cstamot mu¡lo slém do¡ limites de v¡lldade

rt¡ fí¡h¡ cl¡íssic¡. Po¡t¡nto cÐcrsmo¡ qu?, Gnt¡c es duas prcvisõcr, r conc{a reJa a de mccánica guÁntica. C;o'

mo yeremos no Capftulo 12, isto podc se¡ confirm¡do medindo-æ ar propriedades dc moléculasdi¡tômic¡s
que dependem dc dist¡nci¡ lnæ¡stômic¡, j¡í que €m estador de baixas energlas os dois átomos dessa motécuh

cit¡-o sujeitos à força restaurado¡a linea¡ ca¡acterlstic¡ do movimento hs¡mônico slmptes. Evidentement?, o

probtema que ooone com o cálcuto dlsico é que cle dcspreza o prlncfpio d¡ inccrtcz¡ ¡o essocia¡ um valo¡

def-¡nido d¡ velocidade, ou do momento. pa¡¡ ¡ partlcul¡ ¡ um valo¡ definldo dc rue posiç{o, No cxemplo

S-12 va¡¡los faze¡ uma compar4jo cnt¡c ¡¡ prey¡sõ€s da mecânica quântica c cláslce par¡ r função de dend.
dade de probabilidade de una partlçul¡ em um estado de dta cnergia de um oscihdo¡ h¿¡mônloo ¡imples, on-

de nor rproxlmamos do¡ limitc¡ dc yrlid¡dc d¡ ff¡ica clássica porquc o prlncfpio da tnccrtcza não tcm rulo.
res conreqllências nesta rituaçÍo. Af obtcrcmor que rs prcvisðcr d¡¡ du¡¡ ttorlß são mu¡to lemelhsnta, co.

mo æ¡h espe¡ado, devido eo p¡lnclpio da concçondêncir.

No exemplo 5.5 vimos um¡ da$ preúsões da ¡¡æcånica quântica referento ao comPort¿'

nænto de uma putlcula cm um oscilador ha¡ri¡ôn¡co simples. A preúsão é tlpica do tipo de in'

formação que a teoria podc fomeoer. Ela não podp nos dizer que unrs Partlcula em um dado 0s'

tado de enetgia se¡{ encont¡ada em u¡¡¡¡¡ posição precisi¡ cm um ærto ¡nstante, rras aPens¡9 8s

r probabilidadei ¡elativãs de qræ r partlcula æja encontrada em várhs podções nçsse inst¿nt€J[

I pg!@c-da- rpg¡ruqrygll][giãg -e.sgígt ig,s.
t€ -_ O princçiõ-áa-aa inoertoza no6 dá a jrstificativa fundament¿l do por que s rpcårilcå quârit¡'

c¿ se express!;a fo[na d€ probabilidades, e não de oertÊzas. Pof exemPlo, considere a invertiga:

çeo rb um oscilador trarmOn¡co Gm algum estado de en€rgis tlpico. Para quc saibamos real¡ræn'

t€ que o sistema está em um €st¡do particular, devemos fazer uma ¡¡pdida de eiu energia A rr'
dida necessaria¡rænte perturba o slst€må de unu for4a que não podÊ ær comPletamente deter'

minada, de modo $re trão é ¡t¡fPfeend€nte que neo Posia¡los pfeve t lþm æfieza aonde a partf'

cula se¡á encontrada quando fizcrmof u¡¡u m€d¡da de sru posição. Na ¡¡rcâ¡¡ica dássica' ræsmo

.que a energia do siste¡n¡ s€ja ¡nicroscóPica, podemos fazer amedida dzenetgþ,e qualquer ou'
tra medida, se perturbar o sistêma. Assim, a mecánica clássica diz gl¡e Pod€mos Pr€r¡er exsta'

ner¡te onde a lartfcula será enoontfada em uma medida subseqiÞnt€, caso_o deæjemos. Mas,

quando aplicada a Eistemas miøoscópicos, a mecânica clássica está erada. Não só é imposlvel
prever a pa¡tfu da mccânica dássica exat¡rÍpnte aonde unu partlcula om urn sisl¿ma miøoscó'
pico estará em uma medids subseqiþnte, como também é imposlvel Prcvcl Pfecisament€, I Par'
tir dessa teoria, as prob¿b¡lidad€s retativæ de €ncontr¡rr a partlcula em vádas posições, como cn'
cont¡a¡nes no €xemplo 5ó.
Éess¡r¡¡'obabilidadei relativæ, po¡qr¡s ela qqc_lLçgl-@

l1-Etþ-Cç-¡nu¡do. micrp-Spico - o PrinclP¡o da incertel4..
' Bolu expressou a situação da æguintc mar¡e¡ra:
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( 'Dc¡crcrtmos o estado instattt,äneo dc um listcmi por nc¡o dc uma grandcza v, que sâtisfâ2 a um¡
I cqurfeb difctcnc¡al, c porlânto v¡th com o æmpo de um ¡nodo ænplet¡mente dcterminado pela sua for¡¡
i crn un lnttmtê, = 0, dc mrnei¡¡ quc æu omporlrmcnto sËj¡,rtþro¡¡mcntc crus¡|. Como, no cntanto, ¡pc.
iry1 rqrndezel'v.lc9ul:tcxprcr6crqurdr{tlcarcon¡tn¡fdr¡dcformrlcmelhanÍc,qucdefinen,}j¡¡.
j cirtncnte, rcn rignlficrdo ffsico, regue*c quc, rncsmo æ tivc¡rror tr ¡rrndezar fi¡ic¡mcnti importrntes oo¡¡
I n'lcjqentg conhecidrr no-instrntc, = 0, o vrlot lnlchl ù funçlo * nlo øtí nccclsül¡mèntc comptctamente

I dcflnldo. Estt lntcrprËteçt:o é cquivrlentc à rfirmrçiÍo dc quc or cwntor ¡oontcccrn lndubltavrtncntc dc u¡¡
i f*1.:3t.fi{ntnte c¡r¡ssl' ró que nio sabemo¡ o cstado inlci¡l cntsmcntê. Porunto, ncssc aentido, ¡ hl d¡
lcuolittade fic¡ civtz¡adtl a fíric¡ d Po¡ natucza indeterminade, c portrnto devc sc¡ t¡arada e¡tatisticrmcn
i tc".t 

O primeiro ponto abordado por Born, a rcspcito da dcpendência espacial de rp em algu¡
in¡tantc ínicial ser sulìciente para determ¡nar completamentc sua dependência espacial em
qudquer ¡nstante postcrior, é conseqilência do f¡to de quc rP satisfaz à equação de Sch¡oedin.
gcr, quc contém ap€nas uma primeira deriyada temporal.

O ægundo Ponto' a resPcito de não ser apazde determina¡ completamente a depcndên.
cia cfacial da função de onda no instante iniciat, pode ¡c¡ visto inspecionando.se 15.ZSa) e
(5'26). Elu mostram que' mcsmo æ soubermos uma dcnsldade de probäbiliaaUe a partir de um
oonjunto inicial dc medida¡ de um sistema, ainda não podemos determ¡nar de fo¡ma única uma
funt''o dc onda inicial para associáJa ao ¡istema. Tudó que podemol determinar é a soma dos
quadndos das partes real e imaginária da funçã'o de onda.

t Podemos resu¡nir as idéias dos dois fi,ltimos parágrafos dizcndo que o comportírmento de

¡ 
uma dada funfo de onda de um sistema é prÊvislwl, no sentldo que I cquação de Schroedinger

i Para a ener8ia potcncial conespondente determinará cxeta¡n€ntc sua forma em algum instantc

iPoeterior cm termos de sua forma em algum instânte iurldal1,porém sua forma inicial não podc

iæt complctamente cspccifìcada por um conjunto inicial dc mcdidæ, e sua forma flnal irevê
iapcnæ æ probabilidades relat¡vas dos resultados do conjunto fnal de medldas. Novamentc, ci.

Itando Bom' "O movimento dæ partfcllas cstá de aoordo @m as teis da probabilidade, mas a

þrobabilidadc se propaga segundo a lei da ca"s"tidade".

Emp.¡¡.
Non¡ullzc a funçâo.de onda do cxempto 5-3, detc¡mlnando qual o ralor da constante e¡blt¡ária,{ ncc

tr funfo dc onda que faz com quc a probabitidade de cncontnr r partfcula em quetquer'ponto do clxo ¡ se
Je um.

A probabilidadc total de cncontnr r parlforh em aþum ponto dG todo o elxo ¡ é ncccssa¡lamente
Eùd ! um, æ a partlarla cxiste. E¡s¡ probabilidadc total podc rc¡ obtid¡ matcmeticemcntc integando-se a
firn$'o dcnridadc de probabitidade P rcbre todos os x.Fazendo lsto, c þuatando o Esultedo e um, temos

I,*=I n,*a*,=A' 
I,-6/ñtstx' 

¿,=¡

FIGURA 54. um gráfico da funçaio p"¡ ,-(@¡¡*t . coro a função depende de x¡ , æu ralor para qual.
quer x, partlcular é þual a æu yalor para -x,.

comoo-intcx¡an¿6.-(t'Fttr¡¡t dependedelt,eleéumefunçiloqrrdex, lstoé,æuvalorparaumoer¡o¡ é bual a seu vrlor pa¡a -¡, como podc ser visro na fisura s4. ¿;;ñ;;";;iliã;r*.. varor rotar da
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¡ntcgrâl obtids na rcgüio de - -:U U igual à contribuiçã'o obtida na região de 0 a +ó. c lcnros

At f ,-<,ffitnl*' dx = 2A, l' r-¡,/¡;,lwr' or =,JJ
A inregrar definida podc *, .ltir,.o" consultando-s€ as tabffiapropriádasi seu ¡esuhado é

i ,-t /ñnu' or - 
('nlu'

J 2(Cm)1,.

Entâo obtemos imedialamcnte que o valor de z{ ó

n _(Cml""
(rh) t"

Com estc valor de l. a função de onda fica

vtr,¡l=4 r-G/õãl2tlx'r.(ilÐ'mt ^
(rh) "'

O processo seguido no exemplo 5-7 é dito nonnalizaça-o de uma funçäo de onda,e a fun'

6o de onda aprese;tada no final do exemplo é dita normaliz¿d¿. Antes do processo ser efetua'

åã, a rmptituAì de uma função de onda é arbitrária, porque a linearidade da equação de Sch¡oe'

ãinger pótm¡te que uma funçâ'o de onda seja multiplicada por uma constante de valor arbitrário'

e aind, assim continue ændo uma soluçilo da equação. A normalização tem como efeito hxar a

*pt¡,u¿., ao fixar o valor da constante multiplicativa, como foi o c¡rsoder4 noexemplo5'7.

Nem sempre é necessário realmente efetuar o cálculo que dá o valor de constante de amplitude,

porque råultados úteis podem ser freqüentemente obtidos em termos das probabilidades relati'

,6, qu. são independentes dos valores reais das amplitudes. Mas devemos nos lembrar æmpre

que

| ,o*= f v,v ax= r

J- J_-
(s.27)

já que estas integrais dão a probabilidade total de encontrar em algum local a partfcula descrita

pela função de onda, e essa probabilidade tem que ser igua.l a um para que a partícula exista.

54 VALORES ESPERADOS

Na æção anterior, vimos que a funça-o de onda contém informações a respeito do compor'

tamento da partícula associada, pois especifica a densidade de probabilidade Para essa partfcula.

Nesta æçalo 
"r*o, "., 

como extrair da função de onda uma grande quantidade de informações

adicionais relativas à partícula. tsto é, vamos aprender como obter, a Partir da função de onda,

informações numéricas detalhadas não apenas a respeito da posição da partfcula, mas também

sobre Seu momento, energia e todaS as outras grandezas que cafactefiZam æu movimentO. POr

exemplo, descobriremos como fazer cálculos quantitativos dos termos Ax e Ap no princípio da

inærteza. As_&l@s_dç¡[f!3__sgo-,úl9ts porque elas contêm muitas jnformações sobje--o--com'

portamen.to dapartícula æsociada-

- Consideic uma partícula e sua função de onda associada V(¡.1). Em uma medida de sua

I posição no sistema descrito pela funçã'o de onda, haveria uma probabilid_ade finita de encontrála

{ ãm qu¡quer coordenada x no intervälo de x a x { r,/x, desde que a função de onda fosse não nu'

[. nirt intervalo. Em geral, a funElo de onda é não nula em uma região extensa do eixo i. Por'

tanto n¡o somos normalmente capazcs de afìrmar que a-coordenada*dapartfcula tem um cer' '

to f4qr delìnido. No entanto, é possível espccificar algum tipo de posição mëdia da partfcula,



da form¡ que se s€gue. Vamos imaginar que fazemos uma medida da posição da partlcula e¡
u¡¡ ¡nrt""tõ f. A probabilidade de encontrá-la enke r e x * dx é, segundo o postulado de Born,

(s-24),

P(x,t) d\ = V'(¡,f )V(x,l) dx

flm"gn. qw fazemos essa medida uma sériz de vezes para sistemas idênticos descritos pela mes

I n¡ iunøã de onda V(x,Ð, semPre P¿ua o mesmo valor de f , e gue reg¡stramos os valores obæ¡'

ì"øor ¿r r nos quais encontramos a partlcula. Um exemplo seria um conjunto de medidæ das

-coordenadas x das partlculæ nos estados de menor cnergia de osciladores harmõnicos simples

idênticos. Em três di¡nensões, um exempto æria um conjunto de medidæ das posições de elé'

trgns em áûomos de hidrogênio, com todos os átomos em æus estados de menor energialPode-

Tmos r¡s¿r a médi¡ dos valores observados pua cuacteitzar a posição em um ¡nstante f da putf'

I q¡t¡ associada à função de onda V(¡,r). Chamamos este valor médio de vølor esperado da coor'

þnaaa r da partlcula no instante f]É øcit ver que o valor esperado de x, que é notado f , será

I dado por

7
z-- J xr@,t)ax

L nzÃoé qræ o integrando nrr," .*pr.*l-é exatamente o valor da coordenada x ponderada

pela probabilidade de obærvar esse valor. Portanto, obtemos a média dos valores obærvadôs ao

intcgfl{o. Usa¡rdo o postulado de Born para calculår a densidade de probabilidade em termos

da fimio de onda, obtemos

7
¡= J v,1r,t)xV(x,r)dx (s.28)

Os ûermos no integrando são escritos na forma mostrada a fìm de Preservar a simetria com uma

notaÉo qu€ ærá deþnvolvida mais tarde.

Al¡UnS G¡tudantes va-o acha¡ essas cquações mais familiares caso i;ejam escritas na forma

, 'v.(r,r)xv(.r,t) d¡

-f 
n.u,,r*r,,,,u,

!o

M¡¡ n¡ verd¡de estas expressões são cquivalentcs às formas quc usamos anteriormcntc, po¡s (5'27) nos mosl¡a

quc 03 denominâdores acima sã-o iguais a um.

EXEMPI,O 5{
Dcte¡mine i para uma partícula no estado de menor encrgia do oscila<tor ha¡mônico simplcs, usando a

função de ond¿ e a densidade de probabilidade considc¡adas nos excmplos anteriorcs'

Vcmo¡i¡nediatamentcdasfiguras5-3e54qucf=0,4¡azalodistoéque.8éovalo¡módiode¡,com
a médi¡ calculad¿ usando.sc ur p.i ù rú, quc ó sirnót¡ico crn torno dc ¡ = 0: para cada possibilirladc de oÞ

s¿rviumos um certo valor de ¡, há uma possibilidade cxatamcnte igual dc obscrvarmos o valo¡ -x' O compor'

tsmrnto d¡ pâ¡tícule no oscilartor é simétrico cm rclnção ao ponto de cquilíbrio cm x = 0, dc forma que

t=0,

f ,u.,,0'

Ée0 _.
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[þ rneneira mais forma¡, tcmos 

, = | n.rn o,
J__

ordoof rt9r"ÏÏ::rii"::*:îT'"t:.î"tffff 
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j#:i"*åi:::.Ïi"'Jj#iji,Ïffi"'iä"'hii
ffi-i'íA;¡t t-t,'",",l1.¡=îï,:I'::i:*.y,"f",1"',::j::î',Hî"î:#Tlo,T'HJi"";"ii
frJäñï* .dr;-;.:,:Try-j:^î::rrjrr"* x exi¡te uma contribuição com sinal rrocado que a

äipou", ¿t um clcmcnto co¡¡Gspondent€ em -¡'

F¡GURA5.5. um gráfico da função tnpar xe-(@/hlr¡. 6 vator da função para quaþuer vator particular

r, é þal a menos scu vdot em -xt.

A psftif de a¡gumentos que utilizam um sistefoa de coordenadas no qual a origem do,eixo ¡ é escolhi'

da como ændo o ponto de .qu-i¡iit¡o-lo *ilado¡, concluímos quc i está lô ponto de equilfbrio' como está

ln¡ticsdo ú fgu¡a 5{r; ."t tt," ãî.rut¡,¡ J ver¿¡dcira, in¡tepeñdentemente da esoolha da origem' Isto é' ç

ã'poito ¿. .q-u¡l6tio do oscil¿dor estiver loc¡liz¡do i direita de origem, v 'ú ainda tlt¡¡{ centrad¡ no ponto

dc equillb¡io, de fo¡¡n¡ que i estí loc¡liz¡do neste Ponto, æmo ¡nd¡..do na figura 5'6b' A ¡az5o para isto é

õäãrp"rt -ento do oscilâdo¡ ¡inda é simét¡ico em totno de 6cu Ponto de equi¡lbrio' se distolcsrmos o

odl¡do¡, fezendo com que r forç¿ ¡c¡tsu¡ado¡a fque,meis forte em u¡¡l sentido do que em ouüo' osfe

dmetri¡ é d€stn¡ld¡. fX¡o æ¡i m¡üum oscihdo¡ ¡rr.anico,) Então v'v vai perder sua simet¡ia, e i ærá

¿oto¡¡¿o ¿o ponto dà equilíbrlo. Nu figgras 5{c e 5¡,d são most¡ado¡ exemPlos desss !¡tusção' ^

É eúdente qr¡€ r¡mâ expressão da mes¡a forma que (5-28) æria apropriada para o cálcr¡lo

do valor esperado de qualqrær funflo de r. Ou æja'

7
x2 = f V.(¡,r)xzV(x,t) dx

J

c

7
f(ù = I i9'(x,r)/(x)'f(x,r)dx

!-
onde/(x) é qualquer funt'o de x. Mesmo pata uma funfo que dependa explicitamente do tem'

Po, tal como'um¿ energia potencial lz(¡,t), ainda Podemos escrever

7
Ñl= f v.ç,r¡v1t.t')v(x,t)dx G'ze\

¿-
pois todæ as medidas efetuadæ puãiatcutu Y(x,t) são feitas pua o mesmo valor de r' e Por'

hnto os argurientos anteriores ainda são v¡llidos'



!9r*

A coordcnad¡ x c a cncrgia PotÊncid K¿l) são doir cxemplos de gmndens dinlrmicd

qrr podcm ¡c¡ utilizada¡ para caracterizr o comportsmanto da partfcula. Exemplos de outr{

(5.30)

FIGURA j{. (a) A dcnsidadc de probabilidedc pa¡t o c3tado fund¡ment¡l dÊ um oscilado¡ hrrmônico cuþ

ponto de cquilfbrio (mercado com um t¡iângulo) estl sobæ a origem. O valor esperado I
ima¡cado po¡ uma ætâ) tembérn cstl ¡ob¡c a orlgem. (b) O oscilador é dcslocado ao longo do

clxo ¡, ma¡ o v¡lo¡ espcrcdo t pcmrnccc coinc.ldcntc com o Ponto de cquilíbrio' (c) Faz¡c

oom quc r força rcstaundon æJ¡ mair frrcr p¡¡! dctloomcntos positivot do que püe neSali-

rDs. dcs6t¡i¡do-sc ¡ rimeth do orcil¡dor. A prrtfarb rgora tcrl maior probabilldadc dc rr
cncontrad¡ ¡ dL€itr do ponto dc cquitfbrio do que à crquerd¡, dc forma que o valor espc¡8do

t catll agon À dfueite dcsæ ponto. Mar o ponto de cquitfbrio é ainda o local onda há m¡ior

probabitiaade dc cncontra¡ ¡ partfcutr, porquc rinda é o ponto onde ¡ densidade de probabi'

i¡¿"¿. é .á*6". (d) Quando:æ frz com quc r forçà rcitrur¡dora t'tque mels ¡ssimét¡ica, r é

deslocado mais para a dhcit¡. Em tod¡s aJ f8uns, ri pcquenrs tnetcas tt¡ticais sobte o elxo ¡
indicem os limites da oscilat'o clássica para o potencirl ¡propriado, ou forçârcstauladora'c

encrgia total,

gfandezas dinâmicas são o momento p e a encrgia total E. O valor esperado dessas guÅezasé

æmpre dado pelo ûiesflio tipo de expresão. Por exemplo, o valor esperado do momento é dado

Pof

p = I V,(x,t)p,l(x,t)d¡
J

Entretânto, pa¡a calcularmos a integral em (5-30), o integrando v*(x,t)pv(x't) deve ser

cxpresso como uma função dæ variáveis x e f. Na mecântca ctáss¡ca,p Pode ser semPre escrito

como umi¡ função das vafiáveis x. e/ou f. Por exemplo, PaÍe uma Partfcula se movendo en um

potencial independente do tempo, p pode ser cscfito como funt'o apenæ de x, já que æu no

mento é conhecitto de forma pi..lt. ãn¡ cada Ponto de sua trajetória (após o Problema ter sido

resolvido). Um instante de reflexão a resP€ito do comportamento de um oscilador hdrmôníco

simples clássico verifìca¡á isso. Mas na mecånica quântica o PrhcfPio da incerteza nos diz qu¿

t92

.r, é Doûsfwl cscrÇrci p como função dc x, pols p c ¡ não podcm sef conhecidos simultanea.

[næ-com ppcisã'o totel. Nem é poshel escrcttrp como uma função de f. Devemos procurar

lurr outtt forma de cxPrÊssar o integnndo de (5'30) em termos de x e t.
pode+e encontnr uma sugestão con$¡derando-sc a firnção de onda da partfcula livre,

$-23),qwé

ú(x,t) = cos (,k - crr) -l- i æn (,k - <,rr)

Dcriva¡rdo em relaçáo a x' temos

a'r(¿Ð

ôx
= -¡t sen (ls - ott) * lrt cos (,k - or)

= ¡k[cos (k - clr) + í sen (,tx - or)]

ô't(x,t)=, p 
*,r.r.,òxh

Como k= Pß\vale

o que tåmbém Pode ser escrito como

a
p['P(x,Ð] = -to ; ['r(x,Ðl

l¡{o indica que há uma associeçâo entre e gandeza dinâmica p e o opemdor díferencial

-rh(A/Ar). Ou æja, o efeito de multiplicar a função {'(x,t) por p é o mesmo cfeito que temos

fracndo agir sobre cla o operador diferencial -th(a/A¡) (isto é, tomar -ih vtzes a derivada

¡arcial da função cm relaS'o a r).
Pode* encontrer uma associafo análoga entre e grandeza dinâmica E e o operador dife-

æncial ih(ô/ôr) derivando+e a fun$o de onda da partfcula liwe V(x,r) em relação a r. Obtemos

atl'(¡'O 
= * o¡ æn (,h - r,lr) - ¡'c.¡ cos (b - u,t)

ðt

= - ¡'a¡[cos (,b - tlt) + i sen (,b - <,lt)]

Comqø =E/b isto pode ær escrito como

Etv(x,4J = ¡¡.a t'r(x,Ðl
ôt

Estas relações são restritas ao caso de funções de onda para a partlcula liwe? Nâo! Consi'

dcrc (5-9) qu. ,ól."ion. a energia total Á'com o momento P e com a energia potencial V(x't)

D7L+ V(x,t)=E
¿m
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Esta é uma equaçdo para operadores, Ela tem significado quando apl¡cada a qualquer função de

onda tl'(r,r), no æntido de gue são obtidos resultados idênticos quando se efetuam as operapq ,

indicadas em ¿mbos os lados da expressão sobre a função de onda. Isto é, (5-3 l) implica que

Substituamos as ga¡ldezås dinâmicæ p e E pot seus operadores diferenciais associados.

entäo

*f " *)'- v(x,ù=¡nL

Como (-ih)2 = -h2, e (ðlòx)2 = (ô/ôx[ð/ôx) = A2 þx2,obtem¡o

t-P ð2 a
- 2rrF + v(x't)='ou'

V / a\
o = J_v'{,,t) (.-th t/v(n',),rx

f ðúk.t) *F=-ih J 'v'(x.t) u

h2

2m

onde V(x,l) é qualquer função de onda. Esta é, claramente, a equação de Sctuoedinger. Con':
clufmos portanto que postular is associa$es

apë- ihl;

é equivalente a postular a equação de Schroedinger. A validade dessas associações não tem res

triça:o.

O procedimento utilizado no último parÁgraîo foi essencialmente o æguido originalmen

te por Sduoedinger na obtenção de sua equaçaio. Ele nos dá um método poderoso pua a obten

ção da equação de onda da mecânic¿ quântica em casos mais complicados do que o carc unidi'

mensional de uma partícula, tratado neste capítulo. Vamos utilizá.lo mais tarde Para tratar si$

temas que iremos estuda¡.
Vamos agora utilizar a primeira das æsocia@es de operadores para obter uma expresão

integável para o valor esperado do momento. Tomamos (5-30), que é

_7
P = | *.(x,t)pú(x,t)dx

J

e substituímosp do int gr.ndo *, -r*"*r. Obtemos

(t

e Eeih -dt

Obtivemos'assim uma expressão que pode ser imediatamente integrada caso conheçamos Ú(¡,')'
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(s-3a

(5.3Ð

Agora podemos vet t nzÃo para e ordenação dos te¡mos nos integrandos de (5'30) e (5'33). Não serta

¡osívcl termos

(5-34)

fa-p=-i¡ I v.(¡,r)v(¡,r) -dkJax

pois esta cxpressa-o não tem sentido' f".Étiä æria possível termos

7d
F= _tn I -lv.(¡,r),y(¡,r)ldx!-"

= - tht.v r(¡,f ).y (¡,r)¡_:

oois o l¿do di¡eito da última equag-o scria sempre igual a zero. lsto é válido porque, em qudquer situação

Iåflriio,apartículanunc¿se¡i¡enconüadaemx=+-¡iememx=-€,eportantoadensidadedeprobabi'
ti¿ad" s" anuta¡ia nestes dois l¡m¡les, Também deve*e menciona¡ que o uso da expresão

V av.(x,t)
-P= -in I vel, 

-dx
{- ðx

é equivalente a usa¡ o sinal menos em (5-19), não tfazendo nada de novo para a teoria.

A ordenaçalo dos termos não l¡az conscqüências para integandos que aperecem em exPressões Para o

valor esperado de grandezas gue sío função dc posiçäo e/ou tempo, tais como (5'28) e (5-29), porque não há

derívadas envolvidas, No entanto, é convencionel usa¡mos a mcsrne ordenação exþida nas expres$es do valo¡

esperado do momento.

Usando a ægunda das æsociações de operadores de (5-32), podemos calcular o valor espe'

rado da energia total E de uma Partfcula em um estado descrito pela função de onda Ú(x'¡), co'

mo se segue

I
¿= J v,(x,t)E{t(xl)dv-7 /a\

= l,v,1x.t¡(itr;fv1r,4axJ \d¡l
I . ôtrftÐ '=ih lV'(.r,f) U *

¿-
Observe que também podemos usar a equaçå:o da ene¡gia, (5-9), para escrever I em termoS de p
e V(x,t), e então utilizar a prirnçira das associafes de oPeradores de (5-32) Para converter P em

um operador, obtendo

E= 
'r I n' az \

Na ve r dade, 
" """, 

.*,:,'"t::l5n,n 
" 
T :!^I )J*,, *,.uo usando.se

aPenas a primeira das asociações de (5-32). lsto é, se f(x,p,t\ é qualquer grandeza dinâmica,
que é uma funçõo de x, p, e possivehnente de t, útit Wra descrever o estado de movimento da

pøttícal¿ associada à funçõo de ondø ú(x,t), então san valor esperadolî,pÃ ¿ dado por

1@l= fv'e,ùÍooJ
onde o operador foo(x, -ih ôlðx,tl é obtido peb wbstituição na funçõo l$'p,t) de p por

-ih ô/ð¡.

Obtivemos que a funç{o de onda V(x.r) contém outras informações além de apenas a densi'

(,-,'*,)*o,u*
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dade de probabilidade P(¡,t) ='t'(x,r)'P(x,r)' A funt'o de onda também contém' por intermé'

¿¡o ¿" (3-¡¿), o valor esperado da coordenada x, da cncrgia potcncial Z' do. momento p' da

*iù. i",.r f, ., .. g.ril, o valor cspcrad o de qualqucr gu¡dcza dinâmica/{x'p'r)' Na verda'

4., it*6o de onila contém todas asinformações sobre a partfcula æsociada que o princlpio

da inccrtezå P€rmiÛe que tenhamos.

TfüíiÞø"so- Conside¡e uma pa,1 fct6 dc mase n quc pode sc move¡ liwemcnte sobre o eixo ¡ entle os Pontos

t - -al2 c x = +c/2, mü quo crtí ãjilþmatt Pñlft,tdr do r.ú cdaontr¡d¡ fon derse rcgülo' A paftfcr¡h oæi'

i 
"""J1, 

p*.¡ 
""-r^ 

¡ ='tall de uma caix¿ (únüimcnsional). Supõe+e que ss pu'.*t_::l-.-T cqmpletame¡'

tc ¡mpcncúárcis, não importando quanta cnergia r partfcula tenhe. É cla¡o que essa hipóteæ é uma idealia'

É;;;,.¡j'Jto ¡til. V¿mos cituda¡ essc probiema no próximo capítulo, e obtetemos que a função de

ãndi para o cstado dc menot cnetgia da partfcula é

ondc ¡{ é um¡ constente rÊsl r¡bitrária c E é a cncrgia totd da prrtfcu¡. Ertaiunt'o de onda é m¡is uma fun'

t'o dc onde conrænlentc para usemos ncsto capftulo com frns ilust¡atþos. tustiftque scu uso aqui vetificando

iuc ela é umr oluça-o da equsçfo dc schfoedinger na rcgiaio -al2 <x ( +a/2, c detetminc o ralot de E Pa¡a

scu estrdo de menof cnergit.
se nlo hl fofçrs rtuando sobrc a partlorla na rcgião considenda' r funçâo energia Potencial deve sef

coÍrtmtc n¡ regiío. Como I enertie poteiciel é ærnprc definida a menOs de uma constante aditivs' podemos

toma¡ o ¡u valor na regiâo como ændo zc¡o. Então e cqurt'o dc Sduocdinger fica

A æs!"-¡Etl¡
a

9(¡,t) =
0

hi At.¡, Atf
=ll¡-

2m òx2 òt

Vc¡ificamo¡ a funça:o dc onde sub3tltuindo suas derivadas na cqua$o' Com

*=,4*r! "-lat¡
obtcmoc

-a/Z<x<+al2

x < -alzoúx > +alz

-al2<x<+of2

aiv

A.x

*,!"-E,n={) -

u* 
=-" n*'!''-øt¡=¡!*

òth¿h

A nn! "-tntl¡

#=-(:J,

h¡ It IE
+-- *=-ih-V

2maa h

Substituindo, temos
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ou

ñ'r¡

ffi *=E*

E3u cquação é identlcarnenle satisfcita desde que f tcnha o v¡lor

f=g
2ttu2

Arrlm, deteminamos o v¡lo¡ exþido dc E co¡respondentc À funçalo de ond¡ quc cstamor oonsidcrando, c vc-

rúicemos t¿mbcm que a funçalo dc onda é uma solução da cquaçâo dc Scluoedinger.

tl(¡, t) , fixo

FIGURA 5.7. A dependência em ¡ de uma funçâo de onda para o estado dc menor energia dc uma pa¡tfcl¡la
conlìnada a uma região de comprirncnto ø, mas se movendo liwementc af. Em qualqucr ponto
fora da regiâo, o valor da funçâo de onda é zc¡o.

A fUura 5-7 ¡lustrs e funça:o de onda por meio de um gráfico de su¡ depcndêncla cspaciat. Observe quc

o¡ velore¡ interiorcs (denho da caix¡) dc û(x,r) se ejustam aos valo¡es cxtcrlorcr (forr da crixr), qucså'ozc¡o,

no¡ limites da regiaîo, cm x = -a [2 e x = + all (parcdes da caixa), porque r função co-scno lende r zero quan-

do ¡ tcndc a tal2. Os valores exter¡ores dc rÍ(x.r) salo zero, Êvldentementc, poir r funçao de onda dcsc¡evc

uma partfcula que está terminantemcnte proibida de æ¡ cncont¡ada fora derla reglâo. ^

EXEMPU) 5-r0
Use a função de onda da "partlcula em uma caixa", lrâlada no cxcmplo54, pr¡acatcularosvalores

cspcndos de x, p, xr c pz da partícuta associada à função de onda.
Para calcularmos i, devemos calcular

f-x=J t'.x*dx

Usando a funçalo de onda do exemplo 5-9, isto dá--
+al2

,= [ ¡.or3 c+tf,lîtxA
lalT a

+a12

=A2 f , *¡!a'
Ia

la12

"or"Lr-tarln 
¿r -.

'unoe a integraçâo tbi restringida a regiåo entre -al2 e +ol2 já que V1.r,r) é zcro l'or¡ dcata região. Obsct"e
podm que o integrando é um produto de cos¡ (r¡/¿), uma função par de .r, peto próprio x, uma funÉo fm-
qg. O integrando é, portanto, uma função fmpar de x. Desta conclusäo segu€*c que

tx
¡cost _dt=0

a

Pois a integral de um integrando'que ó uma funçâo ímpar da vuiável de integração é zeto* tomamo3a re-

rT,



g¡ão dc integração c€ntrada na orig€m (veja o exemplo 5.8), Obtemos assim

i=0

Um hstantc de ¡cflcxalo deveria torna¡ cla¡o por que rc espcraria que uma média das mctlidas da posição d¡
pertlcula que æ move l¡v¡emente eître -at2 e +ol2 *ja zerc.

Para calcular þ, usamos

7avp= I \rrç¡¡t)-dx
:_ ðx

Usando ú(x,t) dada, e sua de¡ivada em relação a x, calcutada no cxemplo S-9, obtemos

+ø12

ø=in!a' f,

,="*(+-)

Þ = -ir, 
*Ïrn 

*,!"+ætn(-}, "" 
n! 

"-it,¡0,

1x Íx
COS_ Sen _ ¿lx

a0

Novamente, o integrando é uma função ímpar da variável dc integração, já que é o produto deg4-I$çao
pa¡ cos (r¡l¿) por. um¡,{U¡ção_il¡!ê¡_!.e![a¡.1:a)-Obtemos assim

F=o

pois a integral é tomada sobre uma região centrada na orþem, e conseqüentemente é nula. Fisic¿mente, o va-

lor cspendo do momcnto da partícula é zero porque, se a putÍcula cstiver confinada à região entrc -a/2c
+a12, * movendo com energia lotal t, cla deve esla¡ oscilando entre os lim¡tes da ¡egião, e constanlementc
mud¡ndo o ¡inal (isto é, o sentido) dc scu momento. Ou æJa, o módulo de seu momento deve ser tel que

p'l2m = E, mas, já que é ¡gua¡¡nente provável que seu sinal æja positivo ou negatiyo, uma média das medid¡s

dcssegrandcze æ¡á ze¡o. _
Pa¡¡ encont¡a¡mos.r¡ , devemos cålcula¡ a integ¡al

- +alT +all^
l''1?

xt = I *rxr,l,dx= | n"orrx r+i4thrt A".or!e-Etlhdx=A' l r, *rt !a,
!- -{p a a -ltz ¿

que não dará zero, pois o integrando é uma função par de x, Pela mesma razão, podemos, como no exemplo

5-7, rimplifrcu imediatemente a integral e obter

+o12
ftx

x2 = 2A2 
| 

¡7 çss7 
- 

dx

-o
Se multiplicå¡mos e dividirmos por (a&)l , ss1¿ s¡prcssão pode ser escrita como

¿ *l)
lo\' '"7 /"Å^ tx /¡¡\

7 =,^,ç-) J (;/ -";,(;)
A integral agora pode scr calculada. consultando-se-as tabelas apropriadas.b/cont¡amos

Para dclcrminar x- complctamcntc, dcvcnlos sabcr tanrbó¡n o valo¡ da constantc / quc <tctcrminaa
amplitude da funçã-o de qnd¡, Como no excmplo 5.7. podcmosaclraro valo¡apropriado *nornulizantott
funçäo dc ondå. ¡sto é. ajustantosr{ dc forma tal quc a prob.lllilidadc total dc cncontrâr a partícula cm algun

lugar æja igusl å um, E:ita condiç¡r-o dá
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I v,'t¿ dr = Ar
J

2a'/i
xr =_ _ | _

ø4r¡\6

+ol2
18XA
I cos¡ -dr = 2ár -ta7

ãt2

An
2Az--=l

r4

Temos Portan¡o

S gnndezt xz não é zero, embora i o seja. porque qualquer medida de ¡? deve necessa¡iamente da¡ um

¡c$ltado positivo. Esta t¡andez¿, ou ¡u¡ ¡aÞ quadrada .,/F ûtor¡Éo média quadrática da teoria estatística),
pode ser considerada como uma medida das flutuações em torno de média,¡ = 0, que se¡iam observadasem

rtetuminações da posição da partícul¡. A última grandeza tcm o yalor

.rF = O¡eo

Ar flutuações $urgem porgue a putfcula não é sempre encontrada na mesme posição, mas em várias posições,

jó quc ela pode ser encontrada em qualguer ponto no qu¿l V..¡, tenha um valor apreciável. (Ncste caso, no
qrrali = 0, a grandeTa y'F é uma medid¿ das flutuações. Em um casonoquali +0,agandezaJ7 -7'
é uma medida dessas flutuações. Comentírios análogos æ aplicam ao momento p.)

Fin¡lmente, vamos calcular p¡ s partir da expressão

\ o'/rt \
-ll=- f- -ll=0,033¿¡

/ 2z:\6 /

f
pr = | Vr(-l'h)t

Usando o valor de ò, tt' lòxz calculado no exemplo 5,9, temos

t27
ãt=r"- lv'vdxo. J-

Evidentemente, a integral é igual a um, pois é exatamente a probabilidade de encont¡â¡ a partícula em algum
lugar. Se estivérsemos intetessados apenas em calcularjt. rúo seria nec¿ssário, n¡ ve¡dade, realiza¡ o prooesso

dc normalização para calcular z{ , já quc poderíamos fazer essa suposição e concluir imediatamente que

/rr"\'p' =l_l
\ol

A raiz quadrada dessa gandeza (o momento médio quad¡ático)

ht
JF=_

a
é uma medida das flutuações em to¡no da média, Þ = 0, que seriam observedas em determineções do momen'
lo <h putícula, As flutuações surgcm, como discutido anleriormente, deyido ao fåto de que a partícula podc
te¡ cnconl¡ada àr vezes com mome nt o p = + ,fÑ c às vezes com mom€nto P = - ,/ffi, Se c¿lcula¡mos

a'v 7 ôtv

- 
dx=-¡¡ | t!'+ 

- 
¿t

a¡t J- òx2
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I D¡rti¡ do cxcmDlo S4,ob¡crvamos quc .,@ é cxet¡mcnte Et¡d ¡o Ílódulo dc p'
- '-'ï'#;#; ; ã- ;.,/þf càto.i ,¡ca tczat Ãx G 

^p 
îzporlção c no momcnto d¡ Ps¡tlq¡l¡ no

trdo de.cncrgie quc c¡t¡moc con¡idcnndo, obtcmo¡

Etc rcsultado é certamcntc consirtente com o limite infcrlor ilt bnposto pclo pq"fp_lo d¡ inccrlÊt¡.

vc que c3ta é a primein $cz quc lomor c¡Pltca dc not.tolnynor rc{mlnt: !]:lt]TlTt 1"ï:"-:":
moi ro princlpio ôe o.ærtcza, Os rztor4 ctpørdor, calc'tedor I pr'tt das fun6cs dc onda, toÍnam

dar dcfmifcl quantitetivas Pe¡a lt lncclcz¡¡'

5-s A EQUAçÃO DE SCI{ROEDIÌ'IGER IITDEPEI{DENTE DO TEMPO

A utilidadc dæ firnfes dc onda mais do que iust¡fìca o t¡abalho necesst¡¡io Pafa

lsto é feito rÊsolwndo'se a cqu.ação de Sduocdingel (5'22)

_*ry+rz(x,r)rr(x,r)=*ry j
4tt ¡;

usando¡e a função energia potencial v(x,t) quc descrew apropriadamente asjorgs.qu:.Tq.

fcrcnciais por parte do estudante.

A téc¡ríca padrão para rcsolução de cquações difcrcndais pafciais cons¡stc cm Proclra¡lq

luf,cs na formaìe proãuto de firnç5cs, cada uma-dclæ cont€ndo trytT 
1lm:r-9,11iT,y1*

ræis indepndentcs quc apafecem na equafo. A técnica, dita sqøaçäo de voìitveís,ê udliza&

por que t ¿* in ¿¡ìt"tt*nte uma equaçlo diferencial pucial a um conjunlo de equaç6cs difo

irna.¡ ordin¡lrias. Como ræremos, esta é uma simplihca$o sigfrifìcativa. No noso câso, esb'

mos lidando oom r¡rna equaçlo dife¡cnciel parcial quc envolw ume variável espacial r G uma tù

riáral tcmporal t. Portanto, ã øcoic" consiste em procurar rclu$es nas quais a função de ondt

r9(¿r) posa ær escrita como o Produto

rì
Ax ô,p =,{ir J7 = 0,18¿ -a 0,5?h

t

ip(x,f) = ú(¡þ(t)

sobre a parttcula consi¿õrada. Vamos agora dar o primelro passo no sentido da resolução daf,'

cquação difercncial pucial. Como pmmetemos' vamos.dcænvolwr.cuidad"TT,it:-:t-g1?l
soc matem¡t¡cos necesários, supondo não hawr conhscimcnto prévio a respeito de equa@s di

onde o primeiro te rmo da dircita é uma funfo apenas de x, e o segundo termo urna funfo apa

na¡ dc i. Vamos supor a existência dc rclufes dãsa forma, substituir essas soluções na equap

dc Scluoedinger à quel elas deræm satisfazer, e vef o qræ acontece. Carc a forma supostanú

æja válida, eùdentemcnæ logo o descobrirÊmos. No Gnlånto, vamos obter na realidade qul
*tu6.r na forma admitida exitt.m, deile que a eneryìa potenctal não dependa aplícìtamenfr

do tenpo f, de forma que a função posa sc¡ escrita comO I(x). Como na mecânica quânliA

da mesma forma qw nã mecánica clássica, quase todos Os ¡istcmas têm energias potenciais cor

esta forma, a condiçå'o não é uma restrição muito séria.

A æparação de variáveis leva¡á à conclusão quc a fulção ú(x), que especilica a dependtr

cia cspaai da iunção de onda V(x,r) = t6)çØ,é uma sotufo para a equação diferencial

-*# + v@),þ(x)=8,þ(x)

chamada de equação de schroedingeríndependantedo rcrnpo.obsjrveque esacquaçãoérd

sirnples do que a equação de Schroedinger pafa a.mesma energia potencial, porque envolve r¡t
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.* üfil¡ variável independente, .x, e é Portanto uma equação diferencial ordinária, em vez de

lirioLø" diferencial parcial. A técnica nos dará ainda informações sobre a função 9(t) que

iÏjËr'. dependência temporat da função de onda. De fato, eta mostrará que ç(t) satisfaz

,'lmi ,qurçao diferencial ordinária simples, que pode ser imediatamente resolvida, dando a ex'

prËssfo

9Q) = ¿-iEt ¡n

onôe E é a energia total da partfcuta no sistema. A separaçalo de va¡iáveis é uma técnica tão lttil

Iu, , ut¡l¡rrr.tnos em uma série de oc¡siões no restante deste liv¡o. Vamos agora aplicáJa em

dìtahes à equação de Schroedinucr'

Substituindo a forma que supomos para a solu$o' V(x.r) = ú(x)p(t)' na equação de

Sch¡oedinger, e nos restringindo a energias potcnciais independentes do tempo, que podem ser

cscritas como I(r), obtemos

*'ry + ve),þ(x)e(, =,0 19f')9(')

¡1 rrt¡)ç(r) . . A'? \r(x) . . t12 Ú(x)

òr, =ç\I) 
òx2 

=ç\I) 
&2

sndo a notação ò1 þ(x)lòx2 redundante comA2 rlt(x)l¿x2 ¡á que rl/(x) é uma função apenas de

¡. De forma análoga,

Temos portanto

(s-3t

ryç41=,¡(,)T =,þ(Ð!#

-\rurff + Iz(x)r,(¡)p( t)=¡hú(x\W

Dividindo ambos os lados dessa equação por rl(x)V(r), obtemos

, l.. [-i4{$ + r(.),r6il=,r,1 
de,Í) 

(s.36)
,þ(x)L m dx' J e(t) dt

" Observe que o lado direito de (5-36) não depende de x, enquanto que o lado esquerdo

nã'o depende de r. Conseqüentemente, seu valor comum não pode depender nem de x nem de t.
Em outras palawas, O 

".1o, 
.o*ua deve ser uma constante, que chamaremos G. O ¡esultado

dessa consideração é que (5-36) implica em duas equações separadas. Uma delas é obtida igual'

lando-se o lado esquerdo ao valor comum

I f ,n2 tt| tlt,x) I
*' L-;'ã 

+ t(x)ri(xl=c

A outra equação é obtida igualando-sc o lado dircito ao valor comum

I
¡h-

ç(î)

dç(t)
dt

(s.37)

(s-38)
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A constar¡te C é ditå constante de separafio, pelo mesmo motivo que esta técnicå de resoluç¡¡

dc equaçoes diferenciais parciais é dita æparação de variáveis.

Em retrospecto, vemos que o efeito da utiliza$o da técnica foi converter a única eqt

diferencial parCial, envolvendo duas variáveis independentes ¡ e f' em um pu de oqua@es

renciais ordináriæ, u¡n¡¡ envolwndo aPenas.r e a outfa envolvendo aPenas f. Estas equa$es

acopladæ, no sent¡do que ambas contêm a mesma constante de separação G' mas essc tipo6¡'

acoplamento não implica em nenhuma dificr¡ldade na obtenção de soluções para as equaç¡ut'

Vamos ver que a eguação temporal, (5-38), tem uma solução muito simples. Além disso, qu¡r
do exigirmos gue ess¡¡ equação esteja de aco¡do com o postulado dc de Broglie'Einstein, ve¡s

r¡þs qrc o valõr da çonstante de æparação G ñcaÁ determinado. Substituindo este valor de f
na cquação espaciat, (5-3Ð, tcfemos então uma equação diferencial ordinária, cujæ solu@es pq

dcm ær obtidas utilizar¡do.æ uma das muitas técr¡icas padrão que foram desenvolvidas paran

¡olve¡ essas eqr.ragões. O que fizemos, na veldade, foi reduzir o problema d_e. resolve¡ a eguåç&

diferenci¡l p.tìiri a. schroedinger dependente do espaço c do tempo, (5'22), à solução de u¡¡
equação diferencial oldinária dependente do espaço. O produto da solução desa equação ph
solução da equação tempord é a solução deæjada para a equação de Scluoedinger.

Podemos ver guc a fonna do produto V(x,r) = Û(¡)p(l), que já foi suPosta para a função

de onda, é justifìcada porque seremos capazÊs de executa¡ o procesid delineado acima. Podemq'

ver que naó e posstvei fazer a separaçâo (5-36) e- utn pttàe eguações æ a função energiapoi

tcncial depender tento de x quanto de f, como foi citado ariter¡ormente. l¡ tazão diso é qu,
não podemos então æpalar termos de formd que um lado da equação não dependa de ¡ e out¡o

não dependa de t.
A equação temporal, (5-38), é uma equação diferencial ordinária de primeira ordem sinr

ples, para g como função de f. Há vá¡iæ técnicas disponlveis para a obtcnção de soluções pur

essas cqu¿ções. Todas cssas técr¡¡cas têm uma caracterlst¡ca @mum: envolvem a suposição th

uma forma geral para a sotuÉo, a substituição dcssa forma na equação dife¡encial e, a putir th

equsçâo fesultante, a determinação da forma especlfìca necess¿l¡ia P¡ua a solução. Após o

estudo dessås técnicas, é normalmente possf'æl desenvolver uma intuiç.lio suficiente Para s€rms

ørpazþs de adivinhar a forma específica da solução à primeira vista, pelo menos no caso dr

equações dife¡enciais razoavelnænte simples. Este proceso é perfeitamente legftimo e PouP¡

tempo, desde que a suposição æja verificada, substituindo-a na equação diferencial e mostrando

quc a equaçã'o é satisfeita; esse s¿rá o ptocesso que em geral utiliza¡emos neste livro. Conside¡c

(5.38), gue, após transporições, pode æ¡ escrita como

Esta equação diferencial nos d¡z que a função 9(t), que é sua solução, tem a propriedade de su

prinæira derivada ær proporcional à própria função. Qualquer um com sufìciente experiêncir

em derivação não ter¡a dificuldade em adivinha¡ quc g(r) deve ser uma fnnção exponencial' Pol'

lånto, vamoE supof que a soluçalo desta equação diferencial é da forma

q(t) = e"t

onde a é uma constante a ær determinada. Verilìcamos esta solução derivando-a; obtemos

Substituindo em (5-39), temos
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S fiærmos

íG
aef)=- h e(t)

¡G
o=_ l_

¡ solução suPosta obviamente satisfaz à equação' Portanto

9$)= ¿-iot ln (s40)

é um¡ soluçáo de 15'38) ou 15-39)'

A solução 9(r) é escrita ern (5a0) oomo unra cxponencial comPlexa, nus pode ær escrita

como

9()=s-tctlt =*,l- t*,,I

GG
9(r) = cos 2tt - t - i *¡ Ztt - t

Vemos que ç(¡) é uma função oscilatória do tempo de freqtiéncia v = G lh. Mas, de acordo com

or postuiados-de de Broglie-Einstein de (5.8), a freqüência também deve ær dada por v= Elh,

onie E' é a energia total da partfcula æsociada à função de onda corresPondente a 'p(t). 
A rrazÃo

é,evidentemente, que 9(Ð é a função que espcciñca a dependênciatemporal dafunçãodeon-

da. Comparando essas duas exPregsões, vemos que a constante de æpuação dew ær igual à

cncrgia total da partícula. Isto é,

G=E (s42)

Usando este valor de G na equação espacial (5-37), que foi obtida a Partir da æparaçõ'o de

vuiáveis, temos

(s-3Ð -*ry +v(x)te)=Eú(x)

(541a)

(54rb)

(s43)

Usando este valor de G na solução (540) pua a equação temporal, para completarmos a especi'

fiøgo de 9(r), a forma da funt'o de qnda f¡câ

V(x,r)= ú(x)¿-iEt¡a (s44)

onde E é a eneryia total da partfcula.
A equaçeó (543) é chamad¡ equação de Schroedinger independente do temPo' pois a

nriável æmporA r nío aparece n. rqu.çeo. Suæ solu$es independentes do tempo ü(x)
dcærminam, por meio de tS++1, a dependência espacial das soluções Ú(x,l) da equação de

SdUoedinger. Pa¡a os casos unidinrensionais que estivemos tratando neste capítulo, a equação

& Schocdinger independente do tempo pode envolver ap€nas uma variável independentex'e
tlevc porturto *t ut* çquação diferðnAd ordinária. No entanto. se o número de dinBnsões



espacieis for maior, a equaçâo de Scluocdinger independente do tempo vai envolrcr
rariáveis independentes, e scrá cntão uma cquação difercnc,ial parcial. Nestes cæos, ela

mente pode ær reduzida a um conjunto de cquaçóes diferenciais o¡dinárias, aplicando6s
técnica de æpara$'o de variáræis.

Para todos os casos, a equafo de Schroedinger independente do temPo não contém o
mero imaginário i, e portanto suas solu@es f(r) não são neæsariamente funções
(Isto é, r/(x) não precisa ær complcxa, mæ pode sêJo, caso scja conwniente.) Esta equação g

suas soluçöes são essencialmente idênticas às equações difercnciais independenæs do tempo

ra o movimento ondulatório clássico, e ås suas soluções. As funçõcs ú(x) s¡o ditas autofunpq¡
Chamamos a atenção do estudante para que ele mantenha clara a diferença entre as auto

funções r/(x) c as fun@es de onda V(x,r), e também a difeænça entre a equação de

ger independcnte do tempo e a própria equaç5o de Scluoedinger. As funpes de onda serão

prr representadas por uma letra mairlscula tÚ; as autofunções serão sempre representadæ

uma letra minuscula ú.

¡EXEMPU)s.I!.
Dcsenvolia um argümenlo lazoável, de forma análoga ao que foi feito na seção 5-2, que leve di¡cb

mente à equação de Schroedingcr independente do tempo.

Supomos que a equaçâo deva ser consistente com a €quação de energia clássica

e também com o postulado de de Broglic

Essas duas relaç6cs combinadas daio

h
P=-=ik

À

h¡ &¡_+y=E
2n

2m
kz=-(E-y)

h'
Supomos enta:o que a depcndôncia espacial da função de onda para r partícula liwe é dada pela função scnol'

dal

2rx
ú(¡)=sen-=9¡ft¡

O núme¡o de onda angular t é consrante, já quc a encrgia potcncial V é constanle no c?so de uma partfcuh Þ

rre, e já que .u" .n"rli. total tambcm é ionitante. De¡ivando 9(t) duâs vezes em relação à sua únic¡ variávcl

indcpcndente, obtemos

dÚ(x)
- È cos ¡t¡

dx

d'ú(x)

il12

já quc rt é urna constantc. Sc substituirnlo5 agora o valor rle ¡t¡ cncont¡arlo anlciio¡ ¡ncnk, obtclnos

2M

pt

2m
+ V=E

d2,þç) 2m

- <E - nt,6l
ht

hr d¡ 
', 

(¡)
- 

'z^ 
d" 

+ vglx¡=5¡'1¡¡

r:.r¿ é a equaçâlo de Schrocdinger indcpcndcnte do tempo, m¡s nós a obtivcmos ¡¡ partir de um argurncnlo cs.

L.,'n- prr o caso de uma partícula Iiwe, onde ¡/ d umû consttnte. Se, como fizemos n¡ seçâo 5'2. postutu-

fis que a cquaça:o é válida mesmo no caso-geral ondc / = Jz(x), obtemos a equação de Schroedinger indcpen-

icntjdo tempo p¡ra uma pa¡tícula sob ação de uma força'

No texto, seguimos um caminho muito mais longo para oblermos a mcsma equaçâo, rnas aptcndcmos,

durante esse tempo, muitas coisas que nâo estaio cont¡das na equaç,äo de Schroedingcr independentc do tcm.

oo. Por exemplo, conhecemos a depcndência temporal da funçalo de onda vG,t) = tt(x)c-ÍE /h. que é rcs'

þnsá"et por seu ca¡áter neccssariamente comptcxo e pelas muìtas conseqäências que daí resultam. .

5{ AS PRoPRTEDA.DES NECESSÃruAS ÀS AUTOFLJNçÔES

Na próxima seção, vamos considerar, de uma forma bastante geral, o problema da obten-

t'o de soluções para a equação de Schroedinger independente do tempo. Estas considerações

rnostrarifo que a quantização de energia surge de forma bætante natural ne teoria de Scluoedin-

ger. Veremos que essa propriedade, extremamente signilìcativa, resulta do fato de que apenas

pâra ærtos valores da energia total f podem ser obtidas øluções aceiláve¡s da equação de

Sdrroedinger independente do temPo.

Para ser uma soluça:o aceitável, é necessário que uma autofunção r/¡(¡) e sua derivada te-

nham as seguintes propriedades:

tlx'

p(x) deve ær finita.
r/(x) deve eÍ unívoca.

ú(x) deve seÍ contínua.

dtþ(x)ldx deve *r finita.

dtþ(x)ldx deve æt unívoca.

dtlt(x)ltlx deve ser conîínw.

Btæ exigências sâo feitas de forma a garantir que a autofunçalo seja uma função "bem compor'

tada" matematicamente, de forma que possam ser calcutadas, a partir da autofunção, grandezas

nænsuráveis que também sejam bem comportadas. A lìgura 5{ ilustra o significado dessas pre
priedades através de gráficos de funpes que salo não fìnitas, não unfvocås ou não contlnuas no

Poirto xo.
se ú(¡) ou dÛ(x)ldx fossem não fìnitæ, ou unívocas, o mesmo ocoreria com .P(x,t) =

c-IEtlnûe) ou ðú(x,r)/ðx = e-iEllh dú(x)ldx. Como a fórmula geral para o cálculo dos valo'

res esperados da posiçã'o ou momento, etc., (5'34), contém V(x,t) e ô'P(x'r)/ôx' vemos que em

qualquer um desses q$os n¿? obteríamos valores linitos e bem detinidos quando calanhÍssemos

gmndezas mensunhteis.lsto seria comptetamente inaceitável, Pois grandezas mensuráveis, @mo

.o valor esperado da posição i, ou domomento þ, não se comPoftam de forma não fazoável.

@m circuñstâncias miito raras, que não serão por nós encontradas, ú(x) pode, na verdade, ir a

infinito em um ponto, desde que o faça de forma lenta o sufìciente para manter fìnita a integral
dc rl'(¡)ú(¡) sobre uma região que contenha este ponto.)

Para que dú(x)ldx seja fìnita, é neæssário que r/(x) seja contfnua. Isto ocone porque
qualquer função æmpre tem uma primeira derivada infìnita nos pontosemqueé descontfnua'
A neæsidade de que dry'(x)/d.r seja contfnua pode ser demonstrada considerandoóe a equação
0e Schroedinger independente do tempo, que escrevemos como
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Não uníroca

FIGURA 5{. llustração dc funções que não sa:o finitas, não sâo unívocas ou nâo são contínuas, em u¡n por
. ¡o¡0. i

d2ú(xl 2m
-ã= u Îv(x)- Elú@)

P¡oa v(x). E e û(x)finitos, vemos que a2 þQ)laxz deve ær finita. Isto, por sua vez, reqr¡er qú

:oj*o: que dþ(x)ldx æja contínua, pois qualquer função que tenhi sua primeira ãerivadr
descontfnua terá uma ægunda derivada infinita no rn sro-ponto. (Obæwe que há descontinul
dades na primeira de¡ivada da autofunçå'o para a partícula em u¡na caixa, considerada noexet
plo 5'9. Elæ ocorrem nas paredes da caixa e surgem do fato de ser o sistema uma idealização, ú
qual æ supõe que as paredes æjam completamente impenetráveis, qualquer que æja 

".nergirdrpartícula. Isto é, supõe-æ que a energia potencial æja inlìnita nas parides.-lsto å discutidoer.
tensamente no próximo caprlulo.)

A importância de ærem l'eitas essas exigénciæ parâ :s propriedades de soluções åæitáiÊl
da equaç,lfo de Schroedinger independente do ternpo não pode ser subestimada. fouações dife

i ,cncia¡s tÉm um¿ grande variedade dc solugões possfveis. Apenæ quando escolhemos, entre to-

b as popfve¡ solu@s, quais æ S," :tlq de. ¿cordo *T .yu condições, é que obtemos a.

l,,arrt'¡za#o da energia, ou outru propriedades igualmente significativæ da teo¡ia de Scluoed.in-

år. que serão tratadas no próximo capftulo. A exigência de que a rclução seja finita e contlnua

irl itnu¿, imediatamente; a u¡ricidade só ærá utilizada mais tarde, porém é de igual impor-

t¡r¡cis.

5:t A QUAI.¡TlzAçÃo DA ENERGIA NA TEORIA DE SCHROEDINGER

É ilusrativo estudar o problema da obtenção de soluções aæ¡táveis pua a equação de

Scluoedinger independente do ûempo com argumentos qnalitativos referentes às cu¡vaturas e in-

dinagões dæ curvas obtidas ao æ desenha¡ a solução grafÌcamentc. Como reremos,estes argu-

trrntos são murto gerais e simples. Podemos obter deles informações a respeito de niuitas pro-

o¡icd¿des imPortantes da egru$o de Sctuocdinger independente do tempo, ao r¡esrno tempo

.rr¡Un¿o qrulquer complicação maþmática. Na verdade, o ponto de vista que utilizaremos nesta

*ção é muito útil para a realização de uma investigação preliminar dæ proprÍedades de guase

rcda equção diferencial, e tarnbém dá uma compreensão intuitiva do comportamento de tais

cqurções.
Destes argumentos, var¡¡os obter apenæ conclusões gualitativas, mas elas æ¡ão bætante

valiosas. Uma série de soluç6{ñuu-tiïü da eqülça-b de SõEõ@independente do tem-

p pua vários potenciais poderá ær encontrada nos próximos capftulos. Estas soluções serão

obtidas por nreio de técnicas prdrå'o para resoluçå'o de equações diferenciais. Urna solução quan-

titativa para s equaç¡fo de Sduoedinger independente do tempo também pode ser encontrada

no At'ndice F. Essa solução é obtida pela utilização de uma técr¡ica numérica, baseada n¿¡s mes-

¡us idéiæ usadas nos a¡gur¡cntos qualitativos desta æção; o estudute poderá ler este Ap€ndice

r$s a leitura desta seÉo.
Corneçamos nossos argu¡¡pntos escrevendo a egp1gi.o_d3 Schroedinger independente do

9ry¡aforna

d2û Ztn

ã = ¡, lY(x)-ElÚ (s45)

Ar propriedades desa equação dependem, entre ouûas coisæ, da forma da funçã'o energia pe
:, tcncial Z(x). Isto é o que se dewria esperar, já que I(x) determina a força que atua sobre a par.

.,",.!ltú cujo comportamento é por hipóæse descrito pelas soluções da equação diferencial. Em
i:fi"o¡sq¡6n6a, não podemos conhecer muito a respøito dæ propriedades da eguação diferencial,
'.; rntes de conhecermos algo a respeito de Z(r); portanto isto ærá a primeira coisa com a qual nos
,; Prcocupuemos.

i1,.:, {f ftg"t. S-X especifìcamos a forma de Y8) qræ será utilizada em nossos argunæntos,

;. Iror mÊio de um grálìco de Z contra a variável independente x. Esta forma foi escolhida por

. ,{xl¡ter ca¡acþrísticas que ærvirão para ilustrar muitos pontos interesantes, mas ela tem tan-
.-: ,.$nt sigtificado ffsico. Repreænta a energia potendal de um átomo que pode estar ligado a um

ltomo ærielhante, formando uma molécula diatômica. Neste c¿so, a coordcnada x repres€nta a

:PTa9ão entre os centros dos dois átomos. O mf¡¡imo de V(x) ocorre p¡ua a sepuaçäo de equi-
uDrio' e nesse mlni¡no a força que atr¡asob¡e o átomo é F= -dV(x\ldx =0. À nrdida que a se-
ps¡ação vai diminuindo, surge w¡ra força repulsiva qræ tende a aumentar esa æpuaç5o, e que
¡€ toma maio¡ å medida qræ os átomos æ aproximam. À medida que a æpuação awrænta, a
Parti¡ do ponto de equillbrio, suge uma força atrativa que tende a diminuir a sepua$o. Mas se
r *puação fo¡ maior do qræ a distância de dissociação, indicada na figura 5-9, a força ai a æ-
to' a molécr¡la é quebrada e os átomos não interagem mais.



Com nossa escolha pÍ¡ra lz(x), a equação de Schroedinger independente do tempo (549
começa a tomar uma forma especffìca. Como, en$Gtanto, Gssa cquação dife¡encial contém ¡
energia total E em uma posição crucial, devrmos também cscolhcr seu valor, a fim de que ¡
equaçfo tenha propriedades sufìcientemente especffìcas de modo a ær fácil discutiJas. O ralor
qw escolhemos está indicado na figura 5-10 pela linha horizontal: energia = f = constante. A
figura também rcfaz o gáfiæ da curva energia = t(r). Bcolhemos a energia total f de forr¡¡
tal que a molécula esteja ligada (classicamente, a distância de separaçãor entre os átomos deç
estar entre os valores ¡' e x" mostrados na fìgura), mas o valor exato de E. que escolhemos é, até
agora, arbitrário. Nño teremos nada a dizer a rcspeito da combinação de parâmetros bnf , qrc
aParece na equação difc¡encial, além do fato de que ela tem um valor positivo.

- l.loso arsur¡¡ento vai considglqr_a gquação diferencial (5451 @mo algo que-determina o
t"Ior da æsunda derivada 4,126/dr' da soluçao, ct! um r,_gmggdoi_nalo¡e\d9.-
wffi il^"wll¡i-õtu@-r¡iiÍäiaîstudarproprieda.
des importantes da equação em termos da forma geral da cuna traçada em um gráfìco de ú con.
trax. Obteremos, portanto, urha ¡nterpretaçã'o geométrica da equafo diferencial.

- lamg¡.nos preocupar part¡cular_men-te. com.o-sinal de û tþldxz ,-poi.s é uma- pro_priedade
da ægunda derivada que uma curva, o gráfico da variáræl dependente ò9g91 I variável þlgffi

0 Sepa¡açab de
equilíbrio

Distânci¡ de
dissociaçaîo

FIGURÂ 5-9. A energia potencial V(x) pua um átomo que pode estar lþado a um outro átomo semelhante,
fo¡mando uma molécula diatômica, descnhada como funçaio da separação entre os centros dor
dois átomos.

dente, tenha ç_o¡gryrdgdelg1-9-r@. oositiva, e pg¡1ba,¡e_Sg@
ê-!98luda-dcriy¡dalacgativa Ol estudantes que não estiverem familiffidos com essa proprie.
dade devem inspecionar a.fìgura 5-ll- que mostra um câso no qual a inclinação da curva de ú
contra .r é negativa pata peQññõs valorei de ¡, vai fìcando menoi negativa à medida que x cres-

ce, Passa pol zeto, e então se toma positiva à medida que x continua e crescer. A inclinação,
que é igual a dþ ldx, sempre cresce em valor numérico quando x cresce. portant o, lúÀxa-ÅeJ¡r_
Jþ9ãqiÀi¡rçll cão-que-é igug.l a d?-úldL é-æmpre positiva. A curva dessa fìgura é dita com
concavídade para cima (oucôncava). A fìgura 5-12 mostra um caso em que a cunaé ditacom
concøvidade para baìxo (ouconvexa). considerações análogas mostfam que nesse @so d2 úrfdxz
é æmpre negativa.

Obærve âgora na figura 5.10 que a reta eneryia = fintercepta a curva energia = V(x)en
doispontos.Estasinteræçõesocorememx=x'eemx=x",edividemoeixo¡emtrêsre.
giões:x1x',x'1x1x"ex)¡".Naprimeiraenate¡ceiraregiões,ovato¡delv(x)-Elé
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postti*, po9 o dol d:_ff? é æmpre maior do quc o valor de .E.. Na ægunda regão, I tz(x) - .6lj ¡cgativo. vemos de (5a5) qræ o sinal de d'tltldx' é o mesmo qrrc o sinal de-,/, na prime ira c

I
.Eg
oq

FIGURÂ 5-10.4 energia potencial /(x) usada em a¡gumentos qualitativos reférentes ås soluções da equaçâo
de Schroedinger independentc do tempo, e a energia total â escolhida para esses a¡tumentos.

terceira regiões, e que é oposto ao sinal de ry' na segunda região, pois T"N é positivo. Isto sig-
nifìca que na primeira e na terceira regiões a curva ry' contra r terá concavidade para cima æ o
valor de ry' for positivo, e terá concavidade para baixo æ ry' for negativo. Na segunda região, a

curva terá concavidade para baixo se ú for positivo, e para cima æ ¡l¡ fo¡ negativo. As vá¡iæ
possibilidades estão mostradas na fìgura 5-13. Estabelecemos as bases para a noss¡r interprctação
geométrica da equaçâo de Schroedinger independente do tempo.

Pa¡¡ uma forma dada da cial_Zft)r ?_eguaç_ag -d!feren--cta! i4¡S_Un"U4gJÃo
elte dtþ-ldx2 e ry' que determina o comportamell_o.ße¡Sl-!g^ú.Se especifìàñitambérn o va-_------
lor de V e de sua primeira derivada dlt /dx para algum valor da variável independente x, então o
comPortamento particltlor da variável depcndente ¡/ é determinado, para todos os valores de ¡,
@a-adl¡4r5-s¡encontradasnamecânicaclássica.Considere.
mos a e-quação dife¡encial para o oscilador ha¡mônico simples clássico

dzx &
dtz m

FIGURÂ5'll.Umacurva quetcmconcavídadeparacima.Ovalordaprimeiraderivadadafunção,represen-
tada no gráfico pela curva, crcscc quando x cresce, de forma quc a segunda dc¡ivada é positiva.

r, (¡)
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Esta é exatamente a lei de Newton para o movimento,a = Ffm, com wna força rcstauradora t¡.

ncarcujaconstanteéC.Nesæcaso,xé¿variáveldependentc,eaindependenteél,mæforais-
so a uralogia é completa. A equação dife¡encial impõe uma relação entre x e sua segr.urda deriv¡.

da qæ detcrmina o comporta¡f¡ento geral de ¡ como uma função de t, E æ especifìcarmos tam.

bém o r¡alor de ¡ e de sua primeira deÅvada drldt para algum valor de f (æ condições iniciais do

movi¡nento), então o comportamento particular de ¡ está determinado, Para todos os valore¡

de t.
Assim, æria possfvel utilizar a equa$o de Sctuoedinger indePendçote do temPo, comgs

valores de V(x) e E escolhidos, para determinar o comPortamento de ry' para todos Q$-x eg lcr-

mos dos valores supostos de ry' e de dtlt/dx para algum valor particular de x. CáJculos quantitat¡.

vos que fazem isto podem ser encontrados nos próximos capítulos, e, Particularmente, no

At'ndiæ F. Aqui obteremos resultados qu¡litativos a partir de argumentos baseados nas ca¡ae

terfsticas da equação dife¡encial obtida. Os argumentos serão apresentados como "cálculos ima.

gin:hios", com o mesmo espfrito das experiências imaginfuiæ de Einstein ou Boh¡.

Na curva I da figura 5-14 indicamos qualitativamente os resultados de um tal cáJculo, qræ

tbi iniciado a putir de valores supostos t e d{tldr em um ponto conveniente xs na ægunda re.

gião, e que então determina¡a¡n o comportamento de ú no sentido crescente de x. Como,toma-

mos o valo¡ inicial de f positivo na ægião x'(x 1x", obtemos que a ctrrva que descreve r/

FIGURA 5.t2.Uma curva que tem conøvidade pøra boixo. O valo¡ da primeira dcrivada da função deqesce

.qgando ¡ crescc, de forma que a segunda de¡ivada é negativa.

tem inicialmente concavidade para baixo. Ela permanece com esta concavidade até atingir a ter'

ccira região, x ) x",onde I f(x) - E] muda de sinal. Embora a inclinação da curva losse negati

va em x = ¡", eta se torna rapidamente zero, e depois positiva. Então rl¡ começa a crescer em Ya'

lor, e as coisæ rapidamente vão de mal a pior, A razão disto é que a equação diferencial most¡¿

que a tar(a de vuiação da inclina$o, isto é, d2 Ú ldx2, é proporcional à distância da curva ao ei'

xo, isto é, ú. Este primeiro cáIculo produz um rl¡ que vai a infìnito quurdo x fica grande. Obte'

mos (Irafte de) uma solução para a equação diferencial, mas uma que não é aceitável, pois uma

autofunção aceitável se mantém finita.
A curva 2 da figura 5.14 indica o resultado de outra tentativa feita no sentido de obte¡'

mos u¡¡r¡¡ solução aceitável. Não há signifìcado em mudar o valor inicial suposto para ry', poís

isto iría apenæ expandir ou contrair a escala ve¡tical da curva, devido à linearidade da equação

dife¡ensial. O que foi feito foi mudar o valoi inicial $uposto puadþ/tlx. A tentativa não obtrw

sucesso, pois f æ tornou negativa na região em que fV(x) - El é positiva. A curva fìcou com

concavidade para ba¡xo, e foi para menos infinito.
A difìcr¡ldade em obter uma autofunção aceitável deve agora ser eyidente. Também dew

ser evidente, que . fazendo*e exatamente a escolha ceÍta parao valor inicial de dþ ldx . é posível
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ú(x)

eG)

rôbtcf l¡r¡ ry' orjo comportamento acÊitáve¡ para r crescente æja como indicado na curya 3 da fì'
-"r* 

S.;¿. Pa¡a cstc ry' a curva tcm concavidade para cima na terceira região porque ela se man'

"Un ¡Anø do cixo x. Apesar disto, a curva não vira para cima porque ela æ aproxima cada vez

vu) - El<01
I

FIGURÁ 5-l 3. llustreção d¿ relação entre o sinal dc r, e o sinal de d¡ l,¡ /dx¡ nas regiões definidas pelo sinal de

JVU, - El. Pode-¡c ¡es¡mi¡ a relação dizendo-æ que lI/ tem ænavid¿de orysîa ao eixo x
quando I ZG) - El > 0, e ønuvidade n¿ di¡egifo do eixo r quando I lz(x) - rl < 0.

m¿is do eixo quando x crescç, e guanto mais ela æ aproxima, ¡¡¡enor é a conc¿vidade para cima'

lsto é, dz l)fdx.1 tende a zefo quando ry' tende a zero, pois a equação diferencial diz que esæ

drus grandezu são proporcionais.

Na figura 5-14 também indicamos, com r¡rnå curva tracejada, os resultados da extensão

de ú da cuwa 3 no sentido de ¡ decrescente. Da discussão preædente, esPeramos que, em geral,

r/ vá ou a mais infinito ou a menos inf-u¡ito quando est€nd¡da para x decrescente. Isto não pode

ær evitado fazendo-se o ajuste da escolha inicial de dþldx,poryue iria perturbar o compofta'
¡nento aceitável para grandes x. Nem o valor infinito dc f pua r pequenos pode ær evitado jun-
'tando-se duas fun@es ry' diferenûes com diferentes inclinações Grtr x = rs. Esta hipótese é rejei-

tada, pois p¡ua um¡¡ autofunçifo sæil.âvel,dÚldr é sempre conthua' Pela mesma nzão,nãopo'
demos tenta¡ que a própria ú tenha uma descontinuidade. Somos forçados a concluir que, Pa¡a

¡9 valor particular da energia I ínicialmente escolhido, rdo há uma solução aceitável da equação

1þ Sctuoedinger independenæ do tempo. A relação entre f e sua ægwrda derivada d"tld\",
lmposta pela equação diferencial para o dado V(x) e para este ¿', é tal que f se aProxi¡rufá de

tæ ou para x gianOes ou parax peguenos (ou para ambos). A solução da equação é instável, no

Regblo I

\.-/

Rqião 2rl Região 3

\-/

rl
lr(x)-tl>0v(x, - El

æntido quc tem u¡na tendência pronunc¡ada a ir para infinito em regiões onde E 1 V.

No entanto, rep€tindo*e cssc processo pua mqitp escolhæ diferentes de E, ærá eventual'
npntc posfvel enconrra¡ uwlor b, pua õ@aT.iiùøo ¿õ S4ryAinær tf¡iþp.e-sdpqt-e. CpPlle posfvel encontra¡ um valor ¿'r_pglgglEla cgg3Epgjgry4hssr- tqEsp.e-sgent-e. gp

tempo tem uma solução aceitávet rr r .-Ña velda¿e, em gerãl-exisii¡á uma.série de *
ucb iùna'ø ètiëãa-iõlilt:È;,-E;, E;, .. .;Fmæi6.a_-Cgt4ç¡r9 ,0ã qchroedrneer-independente

fffipo--æm touãiffi;,¡rl vr;, ;11ñ. Ìüri. s-rs, indicamos a forma das três

itllp,¡as sotuçõ.s aceitáveis-. O *rþrt rrnto de r/lt¡nto para grandes quar¡to Püa peque'
n08 ¡' é o mesmo comportamento da função most¡¡da na curva 3 da fÌgura 5'14 para grandes x.
Para x ( xs, o *rpoit"r.nto de ú¡ é cm princfpio uráIogo ao comportar¡ænto de ry'¡, r¡as
como sua ægunda derivafa é ligeiramenæ måior em módulo, þ2 cruu o eixo em algum valor

T t *not do que xe e maior do que .r" Qr¡a¡rdo ist'o aconte ce, o sinal da segunda derivada mu'
oar e a função fìça com concavidade para cirna. Em x = x', a segunda derivada muda novamente
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FIGURA 5-14. Três tcntatiy¿s de obtcnçi¡o de ume sotuÉo eccitívct da cquaSo de SchrocdinSêr indepcndcù

tc do.tcmPo,Pan um dado trlor ds cnãgb totrt 8. At durt Frimcl¡¡s (1, 2) falhs¡em Porqucr

rclução rc tomava infìnita para grandcs i. ¡t tercel¡¡ (3) dl ume oluç5o aæitÁvel pa¡¡ $and.r
¡,masfalhaPofquesetomâinfinitapelaPequGnor'(arrntraccjada¡.

FIGUR.A S-15. A forme das autofunções aceitáveis concspondentc! ¡os três ertâdot de menor cnergia posl'

vel para o potencial oom um mínimo. Em ¡ = .fo tods3 es trê3 sutofunções têm o mcslno rt
lor, mas {, ! lem a maior curvature, poi3 cor€sponde à maior encBia cntrc as três. As soluÉa

sâ-o ps¡r o potencial da figum 5-10, e elas na-o sâo completâmente simét¡icas cm relação ao ni
nimo porque o potencial tambcm nâo o é.

dä sinal e, para x ( x', a função se aProxima gradualment€ do eixo r.
Da fì-gura 5.15 podemfs ver que a ene;gia poslçl Ez é naio¡ do que a energia Posld

f¡ . Considere o ponto .ro, onde tanto ú¡ quanto {r2 t€m o mesmo valor. É clafo da figun ç
nesse ponto a taxa de Yariação da inclinaçâo de rlr cxccde À de r/ ¡ ' 

isto é

lH,l#
usando isto na equação de schroedinger independente do tempo, (545), obtemos que

lv(*)-Erl>lv(x)-Ei

Consultando a fìgura 5'10, é cla¡o que, s€ isto é verdade em ¡o' então

E2>- E1

meio de um argumento idêntico podemos mostrar qve fu) Erßjá que E > V(x) em xo. Por
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'nb¿m 

cvidente qt¡e.at difercnças 
le 

cyrqr r¡ 
1 ! y & .- E tf ,9.: 

"Io.Í". 
hltpiy|1' i|

lOi^r^afirmação é válida enquanto a relâção entre a energia potenciet Z(x) c a cnergia total

lf for scmelhrnte à mostrada na fìgura 5-10, no scntido que há dolr ttlor€¡ da coordenada x'c
L"- ,or \V(x) - ãl posltivo para todos x ( ¡' e também positivo para r ) x". Mas Para um Po'

I iri.¡¿ ¿o tipo ilustrado na figura 5-9, isto é, um potencial com um valor tfnúle V¡ quando x fì'

I cr muito grande, há geralmente apenas um número finito de valorcs da energia posfvel dlsøe'

I ã-qur rrtirf.om à relaçáof'( I/¡. Isto cstá ilustrado na fìgura S-lófiaraf ) /¡, a situação æ
'-¡ro¿¡:fìca. 

Agora a molécula n[o está tigada (dasicamente, a distânde de sepuaçâo ¡ entrc os

immos pode ter qualquer valor maio¡ do que x). Pelo menos no que sc refere å equaçlfo de

Súfoedingpr independenæ do tempo, temos ago¡a duas regiões do eixox:x(x'c¡)x'.Na
çsunda região, tY(x) - ãl será negetivo Pa¡a todos os valores de x, nfo importando guão gran'

dJebs sejam.'Mæ, quando lv(x) - E] é negativo, rl¡ tem concavidade para baixo sc æu valor é

oositivo, e concavidade para cima se æu valor é negativo. Ela sempre tende a volta¡ ao eixo e é,

þtt-to, uma função oscilatória. Conseqi¡entemente, não existirá o problema de ¡/(x) tender a

infinito p.t" grandes valores de x. Como podemos scmpre fazer com que r/(x) æ aproxime gra'

rtualmenie do eixo p¿rra pequenos valores de x, por meio de uma escolha inicial de drl/dx apro'

fptt.¿r, poder.mos achü uru autofuncão aceitáv.l p.t" gualquer valolE > ¡". Assim os v4orcs

Lro$fveii ita en¡-rgiasro ¿¡¡rntr¡r¿o* cq@rn!g-e'-c!-æno.¡.fttlg.-elgs for4llt.gmlgntÊgo'
Écvidente que se o potencial Z(x) tem æu valor restrito paraP€quenosv¡¡loresdex,outanto

FIGURÂ 5-16. llustraçaio das possíveis energias discretas fn, que estão abaixo do valor limitc fz¡ dc um po'

tencial lz(r), e o contínuo de En acima de t/¡' Como En+l - En a dlnlnui quando Z6) sc

aproxima de V¡, æ a aproximação for suficientemente gradlal poderemos ter um número in-

finito de En ( Iz¡. Mas em geral há apenas um núme¡o finito de f¡'

pua grandes quanto para pequenos valores de x, então as energias posíveis foima¡ão um contf'
nuo para todas as energias maiores do que o menor I/¡.

A conclusão de nosos afgumentos pode ær enunciada concisamente COmO se seB¡e:

| Øanao a relaçiío entre a energia total de uma paftícubt e sua energía potencial ë tal que

I classícamenrc a Wríc7tla estdria conÍinada a u¡1a regüio limitada do espaço, poís senão a enøgìa

I JaÞncial excederia a energia total fora da região, entíío a teorit de Schroedinger prøtê que a
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ene¡gb total é quanrtzødo. Quando esta relaçõo é Ul que ø partíaila nãQ estaria confinada

unu rqíão lim¡tødo, ent¿ío a teorío prcyê que a enagía total pode tu Euþuø valor.

Co¡no na necânica clássica ufia partícula limitada a u¡na r€g¡ão s€ moveria

clássico oom a mesma cnergia.

t€ entre o¡ li¡nites da região, as regras de Wilson.Som¡r¡erfeld para a antiga teoria guántica I

bém fuia¡n a previsão dó urna quantização da energia da partícula em ta¡s circunstânciæ;

€ssi¡s regf¡s døqgantização efam urn Postulado da antiga tcoria quântica, que tinham urnaju

ficativa baseada na relaçøo de de Broglie apenas para oertos crsosesP€ciais' Em æu primeiro

tigo sobre a rpcå¡¡ica guântica, Sduoedinger escreveu:
.þ frto c¡scncl¡l é quc r misæriose 'cxigêncie de múttiplos dG h'não m¡is ent¡a ¡as regras dc quenþ5

São; foi ¡tiqg¡do, po¡ ascirn dizer, um cstágio ¿ntc¡io¡, ændo most¡edo {ue essa exigência rcsulta do fato qr¡

ume ccrtr funSo ispacial (urna autofunç5o) É hnit¡ c unívoce'

;EiXEXPU)5-12"
Urc os rrgumcntos desenvolvido¡ nesta scção pora esboçar æncluúcs qualÍlativ¿t a resp€ito da

da autofun6'o p¡¡¡ um do3 Grtsdo¡ de mais ¡lta ¿nergia dc um oscilador ha¡mônico simples. Comparc

funSo dcnsirtaie de probebilidadc concspondente com ¡ que æria ptevista Pata um oscilado¡ hafmô¡¡o.

O potcncirt V(x) p¿t¡. um oscitador ha¡mônico simples (veja o exemplo 5'3) está representâdo Pcb

q¡rva d¡ frgura 5-t?. Nt mcsna frgura, um dos âltot vatores posíveis pare s energia total g cstá represenl¡do

por uma linhe hor¡zontat. Segr¡Ído a equa$o de Schroedinger independente do tcmpo' (545)'

d2 * zr¡t
1v$, - El9

dx7 ñ¡

¡ ¡utofunÉo f scrá uma fun$'o oscilatória dent¡o da região onde lv(xl - El é negativa' já que d' Ú ldx' s{
ncgrtive (com oonc¡vid¡dc para baixo) rp I for pos¡tiva ncssa região, e positiva (com concavidade pare cfuu)'

* ( lot nêg¡tiv¡ nerts rËilo. En(rctanto, t, v¡¡ oscilar menos rapidamente nas proximidadec dos extrcmot

dr rcgäo do quc no centfo, pois o valor dc d2 It ldxl , que delermina a npidez da oscila$o de g, é proporcb

n¡t ¡o rzlo¡ dc lv(x) - El. e t diferença enÍJc V(xl e E vai ficando menor å medida que nos aproximanot '

dos c¡l¡emot dt rcgllo. Asim, ¡ s€par.ção cntre os zeror da função oscilató¡ia cresce nas proxirnidadc¡¡lol

cxt¡cmoJ dcssa ¡c3ião, como c¡tá indicado na fgure 5-18. A f¡gu¡¡ mottra a amplitude das oscil¡çõescmú

c¡rrccndo quando nor a¡lroximarnos do¡ ?xtremo3 dt rqilo. A ¡az.ão é que ú deve ter seu valo¡ aumenl¡do

ne regiâo ondc "¡c dob¡¡", sc \Y(xl - El ñø menor em valor, de lortø que d2 t ldz¡ , que é proporciond r

x'0

FIGURA 5-t7. A energia potencial I¡(¡) e um dos valores possíre¡s para a energia total E de um oscilador h¡f

mônico simplcs.

p¡oduto flz(¡) - ãlr!, continue . te¡ um yalor suf¡c¡entemente g¡ande para que possa curvá-l¡. Obs€fvp qÚtl

fg¡¡n 5-t8 indica que { se aproxima gadualmentc do eixo fo¡a da região onde lv@l - Elé negstivr, coril
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¡ ncæsário que aconteça Pa¡8 ums autofunção rce¡t¡ível para um estado ligado, Tambem observe que r/ cru-

o-ir pon,ot onde f I(x) - fl muda de sin¡t, æm cr¡natu¡s' porque tanto essa grandeza quanto û ,¡ ¡dxz úo
nd$ nessc Ponto'

A funçþo deosid¡de dc probabilidade é b¡sicamenþ o quadrado de ú, como cstá indicado na frgura

çt9 Dor uru cuna sólid¡. A owr treceþde nr mesrna ftgura indic¿ a densidade de probabilidade que seria

ãnø n¡ ¡necânica clásica pare una prltfcula cxecutrndo oscilações harmônicas simples no mes¡no poten-

it l ar " 
mesna encrgia totsl. Como fo¡ Gxtenr¡rnent€ discutido no exemplo 5{, a dcnsidade de probabíli-

¿r¿. rlrí"r¡o se torn¡ rclåtiv¿mcnte g¡rnde próximr ror limltes d¡ região onde lrþcl - Elê' negat¡vr, pois a

FTGURÂ 5-18. A autofunç5o para a décima terceire cndrgia posível do oscilado¡ ha¡mônico simples, Os lími-
tes clássicos para o movimento são indicedos por r' e x".

x'0r'
F¡GURA 5'19.4 cu¡va solida é I fungo densidede dc probabilidade para a dccima tercoira energia possível

do oscilador ha¡mônico simples. A curva uacejada é a função densidade de probabilidade clás.

sica pua o movimento ha¡mônico sirnples com e mesma energia, e ela é bast¿nte próxima do
valor médio da função flutuante da mecánic¿ quântica, Compare com as funções para a pri'
melra energia possível, mostradas na frgura 5.3,
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pe¡tícula sc move mais lentam€nte nesta rcgiâo. A figure na vetdede mostra as dcns¡dadcs de probabilidadc dr

mecânica quântic¿ e clássica para um estado com encrgia apcnrs moderadamenle grande E (na rcalidade,

E:,, ), mas 
"lo 

tornu bcm evídcnte å neturezl d¡ corrcspondência entrc rs dcns¡d¡des de probabilidodc cncon'

trããa no limitc clássico de grander valotes de f (E¡ quando a - r). Nessc limite. a dcn¡idadc de p¡obabilid¡'

de da meeânica quântica flutua entfe distánci¡s lâo-pequenas que apenas scu compoftâmcnto médio. que estd

de aco¡do com a previsäo clássica, podc set detectado €xperim€ntalmentc. E tâmbém, no limile clássico, ¡
dcnsidade dc probabilidadc clássica não chct¡ a pÈnetfar em uma di¡lância razoável fo¡a d¡ regi¡-o ondc

lv(x) - Elé negativo, porqu€ â distância de pencttaçâo é compatável å distância ern quc a dcnsidadc flulu¡.

Isto €stá de âcoldo com o cofte b¡usco preyisto pela densidadc de probabilidade clássica. Pa¡a um oscilador

harmônico sirnples idealizado, /(x) permaneoe proporcionel a ¡r, mesno para grandcs valores de ¡¡. e assim

todas as encrgias possíveis são disc¡etas. ^

5€ RESUMO

Um sistema quântico Particulü é descrito Por uma função energia Potencial Particula¡

obtiræmos que se o potencial independe do tempo, isto é' se Pode sef escfito como I(¡), e

equaÉo de lchroedinger Para o Potencial leva imediatamente à equação de Schroedinger inde'

peìaente do tempo. Tãmbém obtivemos que solugões aæitáveis pâfa a equâção de Schroedinger

independente Ao tempo só existem pafa certos valofes da energia, que escrevemos em ordem

cfescente de energia como

Er,Ez,Et,...,En,...

Estas energias são chamadas os autovalores do potencial 
t t(x): um potencial Particular tem um

conjunto farticular de autovalores. Os primeiros autovalores formam um conjunto discreto. En'

tretanto, a menos que o potencial cresça ilimitadamentc tanto P¡ua valores muito grandes quan-

to para valores muito pequenos de.r, os autovalores se tornam continuamente distribuídos além

de uma certa energia.

Conespondendo a cåda autovalor há uma autofunçõo

úr(x), úz(¡), ú¡(¡), . . .,Ún@),. ' .

que é uma solu$o da equação de Schroedinger indePendente do tempo pafa o Potencial I(x).
Para cada autovalor há também uma funçAo de onda correspondente,

V¡(x,r),V2(x,r),Ú3(x,t), .' ., Úr(x,f), . . .

De (544), temos que essæ furições de onda são

ú íx)e-tE,t l¡, úz(x)e-¡E,tln, grQc)e-¡Estln,. . ., þn(x)e-iEilln,.. .

Cada função de onda é uma solução da equaçffo de Schroedingef Para o potencial I(x).
O fndice r¡, que toma valores inteiros sucesivos, e que é utilizado para designar um auto'

valor particular e suas correspondentes autofunção e função de onda, é chamado número quân'

rico. Se o sistema é descrito pela função de onda gr(x,f), dizemos que ele está no estado quân'

tico n.

^ Mânteve-s€ a tcrminologia do original. Ent¡etanto o leilo¡ notará que os autovalorcs sc rel-cretn â

enatgiz total da partícula e, firtanto, â cquaçalo dc Schroedingcr indepcndente do lcmpo como um todo

lenergia cinética + energia potenciâl) e nalo à energia potencial somenle. (N. do T')

)tÁ

cada uma dæ funções de onda vo(r,l) é uma soruçrÍo particurar da equação de scluoe.
dmg$ para o potencia.l lz(x). como essa equação é linear em ielação à funs,ä de onda, espcra-
mos que qualquer combinação linear desæ funções também æ¡a úma solucão. Isto foi ve¡ifica.
do no exemplo s-z para o caso de uma combinação linea¡ de áuas runçou', ãi on¿., mas a de.
monstração pode, claramente, ser estendida Para mostrar que uma combinação linea¡ arbit¡¿f¡ia
de todas as funções de onda que são soluFes da equação de schroeaingei'para um potencial
particular lz(x), isto é,

.!(x,f)=a,V,(x,r) + c2ú2(x,t) +...+ cnún(x,t)*... (546)

lambem é uma solução desta equação. Na verdade, essa expressalo dá a forma mais geral da solu.
ç5o da equação de schroedinger para um potenciar rz(x). sua generalidaue ;;där apreciada sc
observarmos que ela é uma funçalo composta de um número muito granåe ¿e ¿ire¡*ntes run-
ções combinadas em proporções determinadas peras constantes ajustávãis cn.

Deve ser obscrvado que a 
-cquaçâo 

de schroedinger indcpendenlc do tempo também é uma equação li.
narr mas, ao contrá¡io da equação dc schroedinger, ela contém_ rxpticitam"iic'a .ì.ìãi'a"l E. portanto,
uma combinaçaio lincar a¡bit¡á¡ia dc dife¡entes soluçõcs satisfa¡á à equação apenar * io'il.ìr", .o,,.çona..
rcm ao mesmo valo¡ de E. vcremos no próximo capíruro que ná iuás oiuçoes;i.;*; da equaçâo dc
sch¡ocdinger indcpcndcntc do temPo correspondenr.lo ao mcsmo valo¡ de E. iorqu" 

" 
equaçâo envolve uma

rcgunda dcrivada Vcrcmos também que as duas soluçõcs ncm scmpre sâo aceit¡ivcis, 
^"rro 

p"r" um valo¡
possível dc f.

EXEMPLO 5.I3
Quando uma partícula está em um eslado tal que uma medida de sua energia total podc dar apenas um

único ¡esultado, o autovalor.g, ela é dcscrita pela autofunção

iI' = þ(x)e-iEtfii

Um exemplo (cuja tridimensionalidadc não importa aqui) se¡ia um elét¡on no estado fundãmental do átomo
de hidrogênio. Nesse caso, a funça-o densidadc de probabilidade

e'ç = 9 *(x)e+ ¡E 4hú G)e-iE î lh = 9 *(x)r/ (x)

naio--depende do tempo, como vimos anteriormente. Considere uma partícula er! um eslado tal que umâ

i:.1"1t"*_:it^tl"¡8_ia 
total pode dat qualquer um entre dois resuttadås, o autovàioiE, ou o autovatorEr.

¿nrao a lunção de onda que descreve a partícula é

' * =cttþt(x)e-i4ttlh+c2,l,r(x)e-Ezrh

,U-l:*:Tolo seria um elétron que eslivesse no processo de transição dc um estado excitado pa¡e o estado fun-qm€n¡d do átomo. Mostre que, nesse caso, a funçaìo densidade de probabilitlade é uma funçalo oscilatória dol€mpo,€ calcule a freqüência de sua oscilação,
Temos, para e dcnsidade de probabilidade,

v *v = lci* i'(¡) e+iEttlh + ci,t,i¡)e+EJlh¡c,g,lx)e-E,iltr a srqrlr.).-iEzt/h1

Multiplicando os do¡s termos cntre colchctcs, obtcmos quatro tcrmos

v *v = ci c, v l(x)'¡, (.r) + cicr,lri{x) ú r(x)

+ c ), c,,1, )' e\ú, (x) ei(E, -E | )t lh

+ cic,,1, i{x),/,, {x ¡ ¿-i(E z -8, )t lh

(s47)
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A dependència tcmporal sc canccl¡ nos dois primciros, mas não nos dois últ¡mos. Estcs dois lermos contêm

cxponcnciais complexas gue osc¡lam no tempo com freqüéncia v. f,6s3ç¡svcndo ås exponenciais complexal

oomo Gm (541¿) e (5.41b). vcmos imedial¡mcntc que

E2-Et E7-El (s-a8¡

a

podemos fazer comentários muito interessantes a respeito dos resultados do exemPlo 5'13.

Consideremos um elétron no estado fundamental de um átomo de hidrogênio' Como o elétron

poderia ser encontrado em qualquer posição onde a densidade de probabilidade tivesse um valor

apreciável, a cafga que ete tem não estafia confìnada a uma posição particular.,Asim' quando

f¡amos Oe propiieaaOes médias do elétron no átomo, é apropriado que falemos de sua distribui'

ção de carga, que é proporcional à sua densidade de probabilidade. como a densidade de proba'

úil¡¿.¿. ¿ inårp.n¿rnt. do tempo no estado fundamental, a distribuição de carga também o é.

Mas mesmo no eletromagnetismo clássico, uma distribuição estática de carga não emite radia'

ção, Vemos que a nrecänica quântica nos dá uma forme de resolver o paradoxo da antiga teori¡

ioantic. ,ehiuo à estabilidade dos átomos em seus estados fundamentais e à emissão de radiaçåo'
' 

Âtomos excitedos emitem radiação, e eúehtualmente voltam a seus estados fundamentais.

Conúdere um elétron no processo de transição de um estado excitado para o estado fundamen'

tal de um átomo de hidrogênio. Sua densidade de probabilidade e, portanto, a distribuiçãode

carga asociada estão oscilando no tempo com a freqüência dada por (548)

,=E'-E'
h

onde E¡ é aenetgia do estado excitado e E'¡, a do estado fundamental. segunrlo o eletromagne'

tismo clássico, esperaríamos que essa distribuição de carga emitisse radiação com a mesma fre'

güéncia; mas esta é também precisamente a freqüéncia do fóton que Bohr e Einstein afirmaram

que æ¡a emitido, já que a energia desse fóton *ia E2 - Er.É claro que isto não poderia acon'

tecer pua um elétron no estado fundamental do átomo, potque niío há um estado de meno¡

cnergiã com o gual o estado fundamental æ misture e produza uma densidade de probabilidade

ou umÂ distribuição de carga oscilatória.
Além de prever corretamente as freqtiéncias dos fótons emit¡dos em transições atômicas' a

mecânica quaniica também prevê corretamente as probabitidades por segundo de que as transi'

ções ocorrãm. Obteremos esas previsöes no Capítulo 8 por meio de uma extensão simples do

c"ílculo do exemplo 5-13, Veremos que as regfas de seleção desconcertantes da antiga teoria

quântica são umâ conseqüência imediata dessas previsões.

Sch¡oedinger enfaiizou o fato de gue su¡ teoria fornece um modelo físico do processo de

emisão da radiação por átomos excitados muito mais atraente do que o dado pela teoria dc

Boh¡. Na discusão das vantagens de sua teoria, ele escreveu: "Dificilmenfe será necessário s¿'

lientar como seria muito mais gratificante conceber uma transição quântica como umâ troq¡ d0

energia de um modo de vibração pafa outro, do que encará'la como'um salto de elétrons"'

2r8

t4.

2t9

10.

QUESrÕES

Por que ocoûem difict¡ld¡des na aplicação do postulado de dc Broglic, ì, = hlp, t lrnt par.

tlcula cujo mornento tem módulo variável?

Como o postulado de dc Broglie entra ns teori¡ dc Sctuoedingcr?

A evidência experinæntal de que a relação dc de Broglic.Ehsten,v =Efh,æ apllca r fun.

ções de onda para partlculæ materiais é lÁo ftrræ guanto a ovldênda de qne ela æ aplica
ondæ eletromapéticas c fótons? A cvidéncis de qw ela r rpllca r funçõos dc ond¡ é tÍo
lirme quanto a evidência de gue tr = å/p se aplica a fun@s dc ond¡?

Qual æria o efeito sobre a t€or¡s de Sctuoedinger da mudança na defintção de oncrgia to.
tal, na relação v = Elh, se adicion¿lss€mos a energia de repouo constant€ da panlcula à

ener$a?

Por que a equação de Sch"roedinger não é válida para partlculæ relativlsticas?

Newton deduziu suas eguações de movin¡ento ou mostrou, por nælo de argumentos, a sua

plausibilidade?

Justifìque por gue a equação de Scfuoedinger é escrita em termos da energia potencial e

nalo da força.

Por que é tão importante gue a equação de Schrocdinger æja lineu em relação à função
de onda?

A massa m de uma partÍcula ap¡uece explicitamente na €qu¿ção de Sduocdinger, mas su¡¡

carga não, embora ambæ posam afetar seu moviÍ¡ento. Por qrÉ?.

As equações de onda da física clásica contêm urça ægunda derivada espacial e u¡na se.
gunda derivada temporal. A equação de Sctuoedinger contém uma ægunda derivada espa.
cial e uma primeira derivada temporal, Use esses fatos para explicar por que as solu@s
dæ equações de onda clássica podem ser funSes rea¡s, enquanto æ soluç@s da equação
de Sctuoedinger devem ser fun@s comptexas,

Por que a equação de Schroedinger contém uma primeira derivada temporal?

Explique por que não é posível medir-æ o valor dç uma grandeza complexa.

No eletromagrretismo, catculamos a intensidade de uma onda tomando o quadrado de sua
amplitude. Por que não fazemos exataÍlente o Í¡esmo com as ondæ da mecâ¡rica quântica?

Considere uma onda de água æ propagan.do na superfície do ocea¡¡o, Se ninguém estivesse
obærvando a onda, ou ¡¡¡esmo pensando nela, você diria que esta onda existe? Você da¡ia

t2..

t3.



t5.

16.

t7.

18.

automaticamente a mesm¿ resposta pafâ unre Onde da mecånica quântica? Se não, p9¡

quê?

Qual é a retação básica entfc as ProPriedades de uma função de onda c o comPortamento

da partfcula associada a ele?

Por que a função densidade de probabilidade tem qu6 scr real, não negativa' e de valo¡ lì.

nito e definido Gm todos os Pontos?

Explique com palavras o que signifìca normalizâr uma função de onda'

se a condição de normalizaso não fo¡ aplicade, pof que um¡ funç5o de onda pode æt

multiplicad; por quatquef fator constante e ainda essim cont¡nuar scndo uma eolução ¡l¡

equação de Schroedinger?

Por que a riecânice quântica de Sdrroedinger forncoe apenas infoffiuções cstatlst¡cas?

Em sua opinião, isto reflete um ftacasso da teoria ou uma propriedade da natureza?

Devido a que a funçâo de onda que descfeve o comPortamento de uma partfcula satisfu

a ume equação diferencial, sua evolução no temPo é pcrfeitamente previsfvel. Como este

fato se ajusta ao princípio da inoerteza?

Enuncie com petavras o sig¡ifìcado do valor esperado de x.

Por que é necessário utilizrr u4r op€rador diferencial no cálculo do valor esperado de p?

Existem outros exemplof na ciêncie, na engenh¡¡ria ou na matemática em que operadorcr

diferenciais esteiam relacionados a grandezas ffsløs?

Vocé acha legítimo dizer que rcsolvemos uma equa$o diferencial quando adivinhamos ¡

forma da solução e então verificamos por substituição esta adivinhação?

Explique brevemente o significado de uma autofunøo bem comportada no contexto da

mecânica quântica de $ch.roedinçr.

Por que uma autofu+ção dera ær bem comportada pua ær aoeitável na t€oria de Scluæ'

dinger?

Explique em duas ou tfês frases como a quantizaÉo da energia está relacionada ao caúEt

bem comportado de autofunpes aceitáveis.

Por que f é necessariamente uma função oscilatória, quando V(x\ < E2

Por que ry' tende a i¡ a infìnito quando V(x)> E"r.

É possível que um valor possível da energia total E de um sistema seja menor do que o va

loi mínimo de sua enerda potencial V(Ðt Oe um a¡gumento quatitativo, nos moldes do5

aigumentos da seção 5-7, para justificår'sua resPosta.

19.

20.

2t.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

3t.

32.

Vimos vários exemptos do resultado geral de que o mcnor valor possívcl da cnergia totrl
E, pua uma partlcula ligada em um pokncial Z(x), está acima do valor mlnimo dc I(x).
Use o princfpio da incertcza e dê um argunænto quditatiro que expliquc Por quc isto de'

ve ser assim.

Se uma partÍcula não cstá ligada cm um potencial, sua encrgia total nÍo é quantiz¡da. Isto

sigrrifica que o potencial r¡do tem cfcito sobrc o comPorternento da partlaila? Quc cfcito

vooÊ esperaria que ele tivesse?

22t



l.

)

PROBLEMAS

se æ funções de onda rlr¡(x,r), Ú2(x,t) e rlr3(x,f) são três soluções da equa$o de sctuoe.

dinger para um potencial particular lz(x,f), mostre que a cornbinação linear arbitrária

rf(x,f) =c¡V¡(x,r) + c2ú2(x,l) + caV3(x,f) também é uma solução desta equação.

Em um c€rto instante, uma função de onda depende da posição conforme está mostrado

na fìgura 5.20. (a) Se fosse feita uma medida que possa localiz¿¡ a Partícula associada e¡¡

um elemento dx do eixo x nesse instante, onde æria maior a probabilidade de encont¡á.

la? (b) Onde æria menor esta probabilidade? (c) As chances de que ela seja encontrada e¡¡

quaþua valof positivo do eixo ¡ seriam melhores do que as chances de que seja encontra.

da em qualquer valor negativo?

(a) Determine a freqüência u da parte dependente do tempó da função de onda, citada no

exemplo 5-3, para o estado de menor energia de um osciladof ha¡mônico simples. (b) usc

esse vslor de r, e a relaçâo de de Broglie-Einstein, .E' = hv, pua c¿lcular a energia total E

do oscilador. (c) Use este valor de I. para nrostrar que os limites Pafa o movimento clási'

codooscilador,encontradosnoexemplo 5-6,podemser escritos comox = tll12 l(Cnt)t|4.

FIGURA S-20.4 dependência espacial dc uma função dc onda considc¡ada no problcma 2, calculada cm um

certo instantc,

3.

4. Calculando a integral de normalizaçâo clássica no exemplo 5ó, determine o valor da cons

taflE Bz gue satiifaz à exigência de que a probabilidade total de encontrar a partícula no

oscilador clássico em 
"lguÃ 

ponto entre seus limites para o movimento deva ær igual r

um.

Use os resultados dos exemplos 5.5, 5ó e 5-7 pua calcular a probabilidade de encontraf

uma partícula, no estado de nrenor energia de um oscilador harmônico simples quântiæ'

entre os limites ctássicos do movinrento. (Sugestão: (i) Os limites clássicos do movimento

são expressos de forma convenicnte no iiem (c) do problcma 3. (ii) A integral dcfinida

que ærá obtida pode sef cxprcssa cotno uma intcgfal de probabilidade nornral, ou uilô

função erro, Eta pode então ier inlcdiatan¡ente catcutada, consulta¡rdo'se tabelas mate¡ná'

ticas. De forma alternativa, a intcgral dclinida pode ser calculada fazendo'æ o grálìco d0

).

\¡r(x, ,)

htegrando cm papel qudricul¡do, e conta¡¡do os quadrados, para obter a á¡ea limitada

pla ctwa qræ d€søeve o integrudo, o eixo e os lirnitcs.)

6. A tÊmperaturas suficienþmpnþ baixæ, um átomo de uma molécula diatômica vibrando é

ün oscilador harmônico simples em seu estado dc npnor energia, porquc €le está ligado

ao outro átomo por uma força restauradora linear. (A força é restauradora, p€lo menos

aprox¡aradalrentp, porquo æ vibrações molcq¡laret são muito pequenæ.) A constante C

da força para una moléculs tfpica tem um valor de aprox¡madanente 103 N/m. A masa

do átomo é de ærøde 10-26 þ. (a) Usc estes nf¡meros para calcular os l¡mitesparao
movirnento cllssico a partir da fórmula citada no problema 3c. (b) Compare a distância

entre esses limites ås dimcnsõe¡ de um¿ molécula diatômica tfpica, e discuta o que esta

comparaÉo implica em ælação ao comport¡¡¡¡¡enfo de um¡ tal molécula a temp€raturas

muito baiias'

Use a frurSo de onda pua a partfcula em ur¡e caixa, veriftcada no excmplo 5-9,com o

valor dc ¿l determinado no e¡templo 5-10, pan catcula¡ a probabilidade de que, em uma.

ædida, a partforla æja enconûada dentro dc ur¡a região medindo a/3, considerada a pu-
tir do ext¡emo di¡eito d¡ cai¡s (cujo comprinænto é ø). A partlcula está em seu estado de

mcnor energia. (b) Compuc com a probabilidadc que seria prevista clæsicamente, a partir
dc r¡m cálculo bem simples æ¡rplha¡¡tc ¡o feito no exemplo 5ó.

Uæ os resultados do exernplo 5-9, pa¡a estimar a energia total de um nêutron, de massa de

ærc¡ de l0-" kg, quando gupomos qræ cle æ moye livferiente dentro de um nl¡cleo

com dinænsões lhea¡es dc aproxirnadanrcnte l0-l' m, ¡¡¡as qræ está ertritamente confi-
nado ao núcleo. Expresæ a €stimat¡ya em MeV. Ela ærá próxirna da energia ¡eal de um
nêuton no estado de trpnor energia de um nrldeo tfpico.

(a) Seguindo o prooesso do exemplo 5-9. verifigræ que a furção de onda

7.

;)

nnn2* "-u'lna
V(x,f) = 

O

-ø121x 1.+a12

x1-af2oux>- +a/2

0

é uma solução para a eqrução de Sduoedinger na região -al21x 1+a12, P:ua u¡n¿ P¿¡r.
tlarla qræ 8e move lÍwe¡nentc nesa região, mas qw está estritanænte confìnada a ela. (b)
Determine também o v¡lor da energia total f d¡ partfcula nesse prinæiro e¡tado excitado
do sistema, c comp¡¡rr€ cxlm ¡ en€rgia total do cstado fu¡rdamental, o de mais baixa ener'
gia, obtida no exemplo 5.9. (c) Trace um gr{fÌco da depend€ncia espacial desa função dc
onda. Compare com a funfo de onda do estado fr¡¡damental da fÌgura 5-7 e dê um argu'
uænto grulitativo quc relacione a diferença cntre ¡¡s duas funções de onda com a dife¡en'

ça næ energias totais do¡ dois estados.

(a) Normalize a função de onda do problema 9, ajustando o valor da'constante multiplica-
tiva z{ de forma qræ a probabilidade tot¡l de encontrar a partfo.rla associ¿da em algrm
ponto da região de comprirænto a æja um. (b) Compuc com o valor dc z{ obtido no
exemplo 5-7 na nofmalização da fun$o de onda do cstado fu¡¡danrental. Discr¡ta a com-
patação.
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I l.

t2.

13.

Calcule o valor esperado de x, e o valor esperado de x2 , para a partícula associada à fun'

ção de onda do Problema 10.

Calcule o valor esperado de p, e o vator esprado de p2 ,gana partícula asociada à fun'

ção de onda do Problema 10.

(a) uæ as grandezas calcutadas nos dois problemas precedentes para calcular o_Pfoduto

àÁ inort.ræ na posiÉo e no momento da partfcula no primeiro estado excitado do si!.

;;;;;;ìãr.ao. (u)'compare com o pfoduto das incerrezas quando a partÍcula está no

iri.ã, A. rnenor cnergia do sistema, obtido no exemplo 5'10. Explique Por que os produ'

tos dæ incertezas são diferentes'

(a) calcule os valofes csperados da energia cinética e da energia Potencial Pafa uma parlf'

cr¡la no estado de menor energia de um oscitador harmônico simples, usando a funçâo de

-d;;;;;tplo 5'?. (b) Comlare com as médias no tempo dæ energias cinétic¿ e poten' i
ä;;;tri;cilador harmonib simptes clássico com a mesma energia total' i

15. No cálculo do valor esprado do produto da þósição Pclo momento' surge uma ambigüi''l

dade, porque não é evidente qual das duas expressões

t4.

xp= Ï*.'(,ou|)*,'
j *.(",)'**

deve ser usada' (Na primeira expressão, ð/ôx opera sobre V; na segunda, opera sobre x9)

f.¡tforrr. q* ì.ntufn. dæ drus é aæitâvel,porque ambas violam a exigência óbviadc

i* tp at"t'r"t rcal, já que é mensurável' (b) Mostre então que a expressão

].-

x

[:
tv

J

é aceitável, porque satisfaz a esa exigência. (sugestão: (Ð uma grandeza é real se elal

igual a seu compìexo con¡ugado. (ü) Tente integraf Por pa¡tes. (üi) Em qualquer cæo rca

llstico, a função de onda sempre se anula Para x = te')

, 16.' . Mostre por substituição direta na equação de Schroedinger que a função de onda

îF=
2

*(x,t) = Ú(Ðe-¡Ett¡

satisfaz à equação æ a autofunçã'o f(x) satísfaz à equaçâo de Schroedinger independenlc

do tcmpo para um potencial f(x).

17. Escreva a equação de onda clássica para uma corda cuja densidade por unidade de compri'

mento varia com x. (b) Separe-a.ntão ut duæ equações diferenciais ordinárias. e moslrt

(-,'*)

2?,4

?3.
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que a equaça-o em x é bastante anrlloga à equação de Schroedinger independente do tem-

Po.

tg. usando uma exterrsâo do processo que leva a (5-3 I ), obrenha a equação de schroedinger
para uma partícula de massa m se movendo em três dimensões (descritas por coordenadas

retangularesr,/ez).

lg. separe a equaçäo de schroedinger no problema 18, para um potencial independente do
tempo, em uma equação de Schroedinger independente do tempo e uma equaça:o para a

dependência temporal da função de onda. (b) compare com as equações correspondentes
a uma dimensão, (5-37) e (5.38), e explique as semelhanças e as diferenças.

ZO. (a) Separe a equação de Schroedinger independente do tempo do problema 19 em três
equações de schroedinger independentes do tempo, unta para cada coordenada. (b) com-
pare-as com (5-37). (c) Explique claramente o que devemos supor a respeito da forma da

energia potencial de forma a tomar a separação possível, e qual é o signifìcado físico des-

ta hipótese. (d) De um exemplo de um sistema que teria um porenc¡al deste tipo.

F¡GUR.A, 5-21. A funça-o potencial conside¡ada no problcma 21.

Considere uma partícula se movendo sob influéncia do potencial /(r) = 6'¡r¡, onde Cé
uma constante, que está ilustrado na fìgura 5-21. (a) Use argumentos i¡ualitativos, bastan-
te semelhantes aos do exemplo 5-l 2, ga:afazer um esboço da primeira autofunção e da
décima autofunção para o sistema. (b) Faça um esboço dæ duas funções densidade de
ptobabilidade correspondentes. (c) Use então a mecânica clássica para calcular, da forma
feita no exemplo 5-6, as funções densidade de probabilidade previstas por esta teoria. (d)
Trace um gráfico das funções densidade de probabilidade clássicasjuntamente com as fun.
ções densidade de probabilidade quânticæ, e discuta brevemente sua comparação.

Considere uma partícula se movendo em um potencial f(x) desenhado na fìgura 5-22.Pa-
ra os seguintes intervalos de valores da energia total E, diga quando há algum valor possí
vel de .8, e, se isto ocorre, se eles são separados discretamente ou distribuídos continua-
mente. (a)E( ¡/0, (b) vo 1E 1.v1,(c) v, 1E 1 vz,@) v2 <E < v3,þ) v3 1 E.

Considere uma partícula se movendo no potencial lz(x) ilustrado na figura 5-23, que tem
uma regão retangular de profundidade Vs e largura a, no qual a partícula pode estar [i-
gada. Btes parâmetros estão relacionados com a massa rn da partÍcula de uma forma tal
que o estado de menor energia posswel É-¡ sc encontra a uma energia de aproximadamen-

it.

22.



te Vsl4 acima do "fundo". Use argumentos qualitativos pua fazer' um esboço da

aproximada då autofunção correspondente f ¡ (x).

F¡GUR 5-22. O Potencial considerado no problema 22.

V(x)

-ol7 O +alz

FIGUR.A 5-23. O potencial conside¡ado no problema 23.

24. Suponha que o fundo da funç5o potencial do problema 23 seja modifìcado pela adiçãodc

uma saliéncia no centro, de altura aProximadamenu VsllÛ elugvaøl4.Isto é, supon[i

que agora o potencial sc pa¡eça com o da ilustração da fìgura 5-24. Considere qualitatiw

FIGURA 5-24' Uma saliência retangula¡ adicionada ao fundo do potcncial da figura 5'23.

r¡rente o que ocorre com a curvatura da autofun$o na região da saliência, e como isto'r

por sua vez, i¡á afetar o problema de obter um comPortamento ac€itável para a autofur

çâo na região extema ao poço. A partir rlessas considerações, faça uma Previsão, de foíú
qualitativa, do efeito da saliêncía sobre o valor da menor energia posível f ¡.
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FGURA 5.25.4 mesma saliênciå retangulal da figura 5'24' dcslocada para o cånto do potencial'

Devido à sallência do probleru 24 ær peguena, uma boa aproúmação para a menor ener-

gia possfvel da partlcula pode ær obtida tomando'a como a soma daenergia quando não

M saliência com o valof esperado da energia potencial extra repreæntada pela saliência,

tomando a ú correspondentc å ausência de saliência pua o cálculo do valor esperado.

Usando ess€ ponto de ústa, faça a previsão de æ uma saliência do mesmo "tamanho",
mæ loølizada no c¡urto do fundo, como na figura 5'25, teria um efeito igual, maior ou

menor sobre a menor energia poslvel da partícula, comparado ao efeito da saliência no

centro. (Sugestão: Faça umesboço do pioduto V*9 e da função energia poæncial qw
descreve a saliéncia no centro. Considere então qualitativa¡nente o efeito de mover a sa'

liência para o canto na inkgnl deste produto.)

Substituindo na equaçlfo de.sduoedinger independenÞ do tempo o potencial ilustrado na

figura 5-23, mostre que à direita da região onde a partícula estaria ligada a autofunção

tem a iorma matemática

,¡1y¡=tr¿4JffiTttn¡x x) *al2

Usando a densidade de probabilidade correspondente à autot'ungão do problema 26, es'

c¡eva uma expressão para estimar a distânciaD fora da região de ligação do potÈncial na

qual haverá uma probabilidade apreciável de encontrar a partÍcula. (Sugestão: ConSidere

D se estendendo até o ponto no qual V.,P é menor do que e- | vezes o seu valor na bo¡da

da região de tigaçã'o, Est€ çritério é semelhante ao utilÞado freqüentencnte no estudo de

drcuitos elétricos.)

O potencial ilustrado na figun 5-23 dl uma boa descrifo das forgs que atuam sobre um

elétron æ movendo akavés de um bloco de metal. A diferença de energia Ys - E,pua o

elétrondemaioronergia,éafunFotrabalhoparaometal.Tipicamente,Vs-E=5eY'
(a) Uæ esæ valor para estimar a distância D do problema 27. (b) Comente os ¡esult¿dos

dà esti¡nativa.

Considere a autofunção ilustrada na Parte superior da fìgura 5-26. (a) Qual dos três po'

tenciais ilustrados na parte inferior da frgura poderia levar a tal autofurção? Dé argumen-

tos qualitativos que justifiquem sua resposta. (b) A autofunção mostrada não é a corres'

pondente ao estado de nroot energia pgssível para o potencial.Trace umesboçodafor'
ma da autofunÉo que conesponde à menor energia. (c) Indique em outro esboço o inter'

'26.

r3'



valo de energias no qual voc€ esperaria estados de encrgia posfiæis dis¿zetos e o in
de energiæ no qual você esperaria que os estados de energia possíveis fossem distri
continuamènte.

30. (a) Use o processo dc integração numérica, descnvolvido no Affndice F, para achar o
lo¡ da menor energia posfvel E1,e a forma da autofunçifo conespondente f ¡(x),
uma partlcula de massa m æ movendo no potenc¡al

V(x)=
x1-al?oux) *a/2

-al21x 1+al2

Como ærá demonstrado no Capftulo 6, devido ao fato que Y(x) eesæ, ilimitadamenb
quando x está fora da região de comprimento a, a partfcula fìc¿ terminantemente proibi.

0

V(x)

@

0

,.i

-l I l-.
0

V(x)
Ilr-I l--1-r Ittttl

o

FIGUR-À 5-26.Uma autofunçalo (curva do alto) e três formas possíveis (curvas øåarxo) da energia
considerada no problema 29.

da de ær encontrada fora dessa regiíÍo. Portanto úr (¡) tende a zero quando ¡ = tal2, N'
gumentos de simetria mostram que para a autofunção do estado de menor enegl
dú (x)ldx é znto emx = 0. (Sugestão: O parâmetro c não pode ser defìnido neste problo

Íra, mas o parârrietro C ainda pode ser diretamente defìnido em termos de E¡ .) (b) Cot¡t

pare o valor de E1 que você obteve com a solução exata deste problema obtida a¡alitíct
rnente no exemplo 5.9.

31. Faça o mesmo cátculo indicado no problema 30 para o mesmo potencial, agora conten&

9$,

228 229

uma saliência retangulù de altura u¡ e targura al2, ænhado no fundo da região de liga-
fo. Isto é,

. ¡ 1-al?oux)*al2.-al21x(-al4 ou +al4 1x1+al2
-a14 1x 1+a14

Considere que uo tem o valor

¡2ttzuo=ñ

o problema l7-do próximo capftulo pede uma soluçaîo anatítica da equâçâo de schroe-
dinger independente do tempo pira esre potencial. (sugestãô: u., urôou.ln¡.ia ,pro.
priada de E, pode ær obtida das considerações qualitativas do problema 24.)

Repita a integação numérica du Apendice F para varores posfveis de ^6 de maior energia,
c ache o primeiro estado excitado do potencial tratado.nìquele apendice. (sugestão; (i)
Pa¡a este estado, ry' = 0 em a = 0,(ii)considere quedþ/du=+r neste p"nto,¡7 queari-
nearidade permite que ela tome qualquer valor. (iii) A autofunção r. pri.o .á,n urn. on-
da senoidal que se ajust¿ completamente à região do poço.)

Usando as duæ primeiras funções de onda normalizadæ rp¡(x,l) e Vr(x,r) para uma par.
tlcula se movendo liwemente em uma região de comprimento ¿, masestritån,ente confì-
nada a essa região, construa a combinacão linea¡

ú(x,r) = c, V¡ (x,t) + c2Vr(x,t)

obtenha entâo uma relação envolvendo as constantes ajustáveis c¡ I c2 QUe, quando satis-
feita, garanta que v(r,r) também está normalizada. As funçõei de onda-normalizadæ
Vt(x,r) e V2(x,t) são obtidæ no exemplo 5.10 e no problema 10.

(a) usando a função de onda "mista" normalizada do probtema 33, calculeo valor espera-
do da energia total ð da partícula em termos das energiasE¡ . r, ¿or ãoii.¡åáo, u ¿o,
valotes c¡ e c2 dos parâmetros da combinação. (b) Interprete cuidadosamente o sigrifica-
do de seu resultado.

se a partíc'la descrita pera função de onda do probrema 33 for um próton se movendocm um núcleo, ela da¡á origem a uma distribuiçâo de carga que osciia no tempo com â

i,tr. 1t-:1u:".i1^qu: 
a freqüência das oscilações de sua densidade de probabilidade. (a)

:i31u..". freqüência para valores de f¡ e É'2 correspondentes a um próton d. massa deru -' Kg e dimensões nuclea¡es de r0-r t m. (b) calcure também a ireqüência e a ener-gia do fóton que seria emitido por essa aistriUuìçá-o de carga qscitante quando o próton
p_usa¡ do estado excitado para o estado fundamenta.l. (c) Em quar regao-aã espectro er.-tromagnético está este .fóton ?

æ

Y(x)= O

Us

32.

33.

34.

35.
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*Soluçoes da Equaçâo de

Schroedinger
Independente dokmPo

nvrnoouçÃo 233

os papéis desempenhados por potenciais capazes e não capazes de ligar uma partícula

OPOTENCTALNULO 234

movimento clássico em um potencial; solução geral da equação; interpretação das auto'

ilg¡., senoidais e das funçoes de onda senoidais;normalização de caixa; grupo de ondas;

a leí de Newton a partir da equação de Schroedinger

oPOTENCIALDEGRAU(ENERGIAMENORDoQUEAALTURADoDEGRAU)24t

movimento clássico; autofunção geral para a região sob o degrau; limitação; condições de

continuidade no degrau; o coelìciente de reflexão; penetração sob o degrau; limite clássi'

co; distâncias dc penetração para patlículas de poeira e elótrons de conduçâo

oPoTENCIALDEGRAU(ENERGIAMAIoRDoQUEAALTURADoDEGRÂU)25t

o movimento clássico; ausóncia de onda rcfleticla na região sobre o degratr; cotrtlições tle

continuidade; coel'icientcs tlc lransntissiÎo c rcflcxão; o linrite clássico; reflcxa-o dc nôu'

trons incidcntes em núcleos

6.5 A BARREIRA DE POTENCI,AL 258

os movimentos clássicos; pfoccsso de resolução; derrsir.lade dc probnbilidadc c coeficiente

dc transmissão da pcnetração na barrcira; cfcito túncl; cocficicnte de transmisslo para

passítgern sobre a barrcira; cspal|¡anrcnto elitron'átonlo, eleito llanlsaucr e rcsson¿ìncia dc

lorma; comparação entrc a barreira c o degrau; rcflcxão interna total lrustrada e pcnetra'

ção da barreira
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64 EXEMPLOS DE PENETR.AçÃO DE B.IIRREIRAS pOR PARTÍCULAS 265

)
o Potencial de intcração entrc a partícula a e o núclco; crnissão û; a tcoria do decair¡g¡1,
a de Canrow{ondon€urney; a irrvcrslo da ¡¡roldcula dc unônia e os relógios atôrnicos;q
diodo túnel

6-7 O POçO DE POTENCTAL QUADRADO 270

o movi¡ncnto clássico; siste¡nas aproxinrados pelo potencial; processo de resolução; auts.
valores e autofunções; limite cl¡íssico; lilnite do poço quadrado inlìnito

6.8 O POçO DE POTENCIAL QUADRADO INFINITO z7s

sistemas aproxirnados por esse potencial; soluçãq; autovalores; encrgia do estado funda.

mental não nula e rclação com o princípio da incertcza; autofunções; aplicaçâo direta da

relação de de Broglie; cldtron ligado ao núcleo; paridade das autofunções; lim¡te clássico

6.9 O POTENCIAL DO OSCILADOII IIAIIMON¡CO S¡MPLES 284

Pequenas vibra@es; movi¡nent<¡ clássico; proc€sso de resolução; autovalores e energiå do es.

tado fu¡rdamcntal; autofunçõcs e paridadc

6.t0 RESUMO 290

Propricdadcs tabuladas dos potenciais estudados

QUESTÕES 291

PROBLEMAS 294

SoluÇoes da Equação de

Schroedinger
Independente doTemPo

ó-l INTRODUçÃO

Ncstc capítulo, varnos obter muitas previsões interessantes relativas a fenômenos quânti-

cos. Va¡nos també¡n discutir algumas das experiências que conf-trmam as previsões' e algumas

das irnportantes apticações práticas dos fenômenos. As previsões serão obtidæ através da resolu'

çio ou'.quoçao ¿e Sctuoe¿inger indeþndente do temPo Para diferentes formas da função ener'

ga pote,rcij lz(x), para obterição das-autofunções, autovalores e funções de onda; e, com a pos-

terior utilizaçío dos processos desenvolvidos no capítulo anterior, para a interpretação do signi'

tìcado físico dessas grandezas.

Nossa abordagem será bastante sistemática. começaremos tratando a.forma mais simples

posswelparaopotÃci^tv1'¡=0.Entãogradualmcnteadicionaremoscomplexidadeaele.Com
cada novo potencial tratado, o estudante obterá uma nova comPreensão da mecânica quântica e

do comportamento de sistemas microscópièos. Neste processo, ele- deve começar a desenvolver

uma intuição para com a mecânica quântica, da mesma forma que desenvolveu uma intuição pa'

ra com a mecânica clássica através do uso repetido dessa teoria'

Os potenciais conriã.rrdo, nas primeiras seções deste capítulo não serão ca'azes de ligar

uma partícula, pois não há regiões onãe eles Possuam depressões. Embora a quantização discre'

ta da energia não seja obtida ãom estes poteñciais, obterimos outros fenômenos fundamentais'

Além do fato de que eles æ ajustam naturalmente ao início de nossa abordagem sistemática' ou'

úa fazão para tratarmos potenciais que não são capazes de ligar uma partÍcula em primeiro Iu'

gar é que assim enfatiza*or ruu impãrtância. Provåvelmente a metade dosestudos sendoatual-

n¡enfe feitos na ¡necânica quântica se referem a partículas não ligadas'

É verdade, entretantt, que a maioria das ãplicações iniciais da meclinica quântica era rela'

tiva a partículas ligadas. A mä¡oria dos aspectos da ástrutura d'os átomos, moléculas e sólidos

são cxenrplos de problemas de partículas ligadas, assim como muitos dos asPectos da estrutura

nuclear também o são. COmo estcs são tópiõos sobre os quais nOs concentraiemos nos capítulos

restantes desse livro, alguns estudantes (ou instrutores) podem preferir pular diretamente para

a seção 6-7, que é a primeira a trataf de potenciais capazes de ligar uma Partícula, ou PaIa a se-

ção 6-g, que trata um caso especial impoìtante. Estas seções são bastantes auto-suficientes, de

lorma a fa¡er com que çs$€s *ìtou portit ser eletuados sem muita dificuldade'
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Em todo este capítulo, trabalharemos apenas com potenciais independentes do tempo,j{

que apenÍÌs para esses potenciais é que a cquaçâo de Schroedinger independente do tempo

signifìcado. Além disso, nos restringiremos a uma (rnica dimensão, pois isto simplifica a matemá-'

tica, e ao mesmo tempo nos permite demonstrar a maioria dos fenômenos quânticos interessan.

tes. As exæções óbvias são os ft:nômenos que envolvem o momento angular, pois esta grandea

na:o tem signifìcado em uma dimensão. Devido a que o momento angular desempenha um paplt
fundamental na estrutura atômica, o próximo capítulo começa estendendo o nosso desenvolvi.i

mento da mecâ¡ica quântica para três dimensões.

62 OPOTENCIALNULO

A equação de Schroed.inger independente do tempo maís simples é aquela na qual lz(x)=

constante. Uma partícula se movendo sob açâo de um potencial desse tipo C uma partículali-

ure,poisalorçaqueatuasobreelaéF=-dv(x)ldx=0.Comoistoéverdadequalquerqueseja
o valor da constante, não perdemos em generalidade se escolhermos a constante aditiva arbirrá.

ria, que sempre aparece na defìnição do potencial, de forma tal que

I(x) = 0

Sabemos que na mecânica clássica uma partícula livre pode estar ou em repouso ou se movcntlo i

com momento constante p. Em qualquer um dos cÍlsos, a energia total É' é uma constantc,

Para obter o comportamento previsto pela mecånica quântica para uma parlículít livrc,

resolvemos a equaçâo de Schroedinger independente do tempo, (5'43), fazendo I(-r) = 0. Com

esta forma para o potencial, a equação fìca

-L t!?-= Eú(x) (6.2)
2n dx'

As soluções são as autofunções r/(x), e as funçõcs de onda V(x,l), scgundo (544), são

ù(x,r) = ú(x)¿-iEt¡r'

Os autovalores E são iguais à energia total da partícula. Da discussão qualitativa feita na æção

5-7, sabemos que deve existir uma solução aceitável da equação de Schroedinger independente

do tempo para este potencial para qualquer valor de ^0 > 0.

Já conhecemos, é claro, uma forma para a função de onda da partícula livre, a partir dos

argumentos que levaram à obtenção da equação de Schroedinger. Esta função de onda, (5-23),é

*(x,t¡ = cos (kx - ,¡t) + i æn (kx - trt)

Reescrevendo-a na forma de uma exponencial complexa, temos

Ú(x,r)= ti(kx-ut)

O número de onda angular k e a freqüência angular ar são dados por

E

h

p
K=-

L
l¡

,M
(64b)

desmembrar a exponencial em um produto de dois fatores

t V(x,t)=lXxr-¡ut - ¿ikxe-iEtlr.

Cornpa¡ando então com a forma geral da lunção de onda, escrita em (63)'

v(x,Ð = ú(x)e-¡Etln

fiø evidente que

ú(x) = ck' onde

ç(x,t) = ¿!(-kx- utl

A autofunt'o conespondente seria

ú(x)= e-ikt onde

Isto é, a exponencial complexa de (6-5) dá a forma de uma autofunção para a partlcula liwe,

corrcspondendo ao autovalor f.
Uma função de onda rl(x,r) = ¿(kx-atl rePresenta uma onda que se proPaga' Isto pode

scr visto, por exemplo, a partir do fato dè que os nós da parte real da funs'o de onda estlio loca'

iirrdor nrr posições onde kx - et = (n + ll2)n, com n = 0,!1,!2,...Isto ocorre porque a

i.i* "a 
¿å v(x,r), que é cos (kx _ c^rr), rem valor z¿ro sempfc qrre kx - Qt = (n + ll2)n.

iortanto, os nós ocorrem semprc quc ¡ = (n * ll.2)nk + uttfk,e, .omo estes valoresdexau'

mentam à medida quc , aumcnla, os nós sc movem no scntido de x crcscente' A conclusão está

ilustrada na parte superior da fìgura 6-1, quc mostra gráficos da parte real de v(x,r) em instan'

tes de tempó sucessivos. Pa¡a .sra firnção tie onda, a dcnsidade dc probabili¿¿¿¿ qr'(x,r)V(x't),

ilustrada na parte inferior tla lìgura 6'1, não transn¡itc nenhuma idéia de movimento'

A intuiça-o nos sugcfe qu., p.rt o mcsmo valor de.E, dcvcria cxistir também uma funçâo

de onda quc representarr uÅu nnd, r. propagando no sentido de x decrescente. O argumento

prccedente indica que essa funçÍo de onda seìia cscrit¡ com o sinal dc ¡G trocado, isto é',

,øE
k=-

h
(65)

(6-6)

(6-7)

(6-l )

(6-3)

K'aa)

@k=-
h

É, fácil ver que esta autofunção é também uma solução da equação de Scfuoedinger independen'

te do tempo para V(x) = 0. Na verdade, qualquer combinação linear das duas autofunções, a de

(6-5) e a áe tO-Ð, p^r^ o 
^rt^'o 

vator da energia total E, também é uma solução da equação.

Pa¡a demonstrar esta afìrmação, tomamos a combinação linear

ú(x)= Adk, I 6t-ikx onde
(6-8)

na qual A e B são constantes arbitrárias, e a substituímos na equação de schroedinger indepen'

dente do tempo, (6-2). Como

' As ondas I = ei(ì kx-ut) 
salo ditas ondas planas pois as frentes dc onda ousuperfícies de fasc cons'

tantes saÌo planas. (N. do T.)

,lffik=-
h



I
I

ll

)<

;0
3o
0

arI

I
I

I

x'l

5n
à

F¡CURA 6-1. Ao altoi A pule rcal, cos (kx - r;.t\, dc uma função dc onda exponencial complcxa sc plopa'

gando.V =¿(kx-ut¡,paraunìapartículalivre.QuandootemDocrcscc,osnósscmovemno
ssntido dc ¡ crcsccnte. å-z¡lxl¡o: ¡¡a¡a csta funçÂo dc onda, urn gráfico da densidade dc p¡oba'

bilidadc. ,t,'.v = r-i('tx-o')cj('tl-or) = l. não lr:¡nsnì¡tc ncnhuma idéia dc nrovimcnto. já

quc ela é consl¡r¡to para lodos os ¡ (c pi¡ra to(los os x). Iividcntcnlcnte, nio podctttos rJcscnhar

a própria V, Pois ch é corrtPlcxa.

a'ú@) ...j . :L_ .¡.t.^ _ìt¿v 2ntE .. .2=i2k?Ae'kx + ¡z¡z'n"-ikx = -krrþ@)=-:f V{t)

a substituiøo na equação dá

h2 / z,"e\
-z- t -¡)vt-l= E'þ(x)

Como esta expressão é cvidcntc¡nentc satisfcita, a conrbinação linea¡ é uma solução válida para

a equação de Schroedingcr inde¡rcndcnte do tcnrpo.

A fo¡ma mais gcral rla vrluçío dc uma cquaçiîo rlifcrc¡rcial ordiniria (isto é, nã"o parcial) que cnvolva

uma segunda dcrivad¡ conlrln¡ durs cot¡stônlcs ¿¡t¡it¡á¡i¿s, lslo ocorrc porqug ;r obtenqaio da solul'a-o dc uttu

tal cquaçlÌo cquivalc basicirruc¡¡1c u fa¿cr duls irrtrXraçôcs sur:cssiv¿s pirr¡¡ rcrnovcr a scgundô dcriv¡tdü, ù clda

um¡ delas int¡orluz ur¡¡¡¡ colìslu¡lu dc ilrtc¡graçío. li xcurpkls la nriliarcs ao cst udi¡nt€ s,ir:o c ncontrados tta s :o luçõcs

gcrais das cquações dc Ncwton para o ntovirrrcnto, qur crrvolvcnr duls constüntcs a¡tritr¿i¡ias. tais c()n¡o a po'

sição e a vclocidadc i¡¡ici¡is. Coul<¡ o courbinaçiio linrlr tlc (0-8) é u¡¡¡a soluçio dc (6-2) quc corìtdnt dul¡s

constantcs ¡¡biúárias, cla é a sua soluçio gcral. Â solução gcr¡¡l ú útil ¡xrrquc cla nos pcrnrilc dcscrcvcr qual'

guer autofunção possível associada ao autovrlor É. I'or cxcnrplo. sr fizcln¡os ¿, = 0, obtcmos urnr ilutofunç¡o

f!

r
:),
!J
'::'f.

I",s uma onda se propagando no scntido de ¡ cresc€nte, Se fizermosá = 0, a onda se proPaga no s€ntido de

P:"'-^^-,- c^ri..-^.tÀt=tßt há¡lu¡sondesen¡ooasandoemsentidosoDostosouesccombinam,fo¡'l'!i1""'*",.. sc fizcrmos.tár: 
's!:lá.0":::",0'1:1L:t^'^tl^10.,:,:i::i:iÎ::f::-'-que 

sc combinam' for'

ï,lJ;;ln. onda cstacioná¡ia. As autofunçõcs de onda r:stacioná¡ie serão utiliz¡das na seção 6'3.

i.- Vanros considerar agora o problema da interpretação físic¿ das autofun@s e funpes de

onða pua a paftícula livre. Consideremos ¡n¡cialmente o caso de uma onda se Propagando no

Jnii¿ã ¿, * cresc€nte. A autofunção e a função de onda nesse caso são

ú(x)= Aeik' V(x,t) = ,1y'(kx- utl (o-g)

urna.suposição óbvia æria que a Partícula cujo movimento é descrito Pof essas fun@es também I

Järr-*o"ån¿o no æntido de r crescente. Pua verifìcar isto, vamos calcula¡ o valor esperado

iï nlorn nro, p, da partícula. segundo a fórmula gefal pafa o valor esperado, (5-34),

i
F= l v"oovdx

¿
onde o oPerador Para o momento é

a
PoO =- jf¡-

Mæ, para a função de onda considerada, temos

p^^ V = - itt !,a ¿<* t - a t\ = - ih(ik\A¿$ x - u t\ = * h.&V = +,/îmE V
vv ox

de forma que

i_F
F=+ | v,'/Ñvdx=+l@ lv'vaxJ- J-

A integral à direita é a densidade de probabilidade integradasobre todo oeixox' Éexatamente

a probabilidade de que a partícula seja encontrad a em algum lugar, que deve ser igual a um' Ob'

temos poftanto

F=+t@

Este é exatamente o mo¡nento gue seria esPerado pala uma Paftícula se movendo no sentido de

x crescente com energia total f em umâ região de energia Potencial nula'

Para o caso de uma onda s€ pfopagando no sentido de x decrescente, a autofunção e a

fun$o de onda são

þ(x) = \¿-ikx e v(xfi= glÇkx-utl (6-10)

Qu¡¡n<to fazemos a operação PoD sobre V, a mudança do sinal no tef mo kx leva a uma mudanç¿

dc sinal no resultado, Isto, potäru vcz, leva a um valor esperado do momento de

p=_'6t
Porta¡to, i'terpreta¡nos que a autofunção e a funç¡¡o dc onda descrevemo movimento de uma

Pûrtícula que sc ¡nove no s€ntido dcx dccresccnte' com mornento negatrvo'
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As autofun@es e as funções de onda que acabemos de considerar representatn

idealizadas de uma partíCula sc movendo, em um sentido OU em outro, em uma reBião de eX1gnl

são inhnita. Sua coordenada x é completamente desconhecída, porque es eñplitudes das

são as mesmas em todas as regiões do eixo ¡. lsto é, as densidades de probabilidade, por exen

Plo

V'V =,4 .r-i(kx-ut)arì(kx-ut) - A'A

são constantes independentes de ¡. Portanto, a partícula tem igual probabilidade de scr encon.

trada em qualquer local, e a inærteza em sua posição é ô¡ = *. O princípio da incerteza afì¡ne

que nessíls situaFes podemos saber o momento p da partfcula com total precisão, já que 
ì

LpAx>N2

pode ser satisfeita, no cítso em que A¡ = æ, se a incerteze no seu momento for Ap = 0. A rela.

ção de de Broglie, p = hk, também indica que temos valores perfeitamente precisos do momento

p, porque estas funções de onda contêm apenas'um úníco valor do número.de onda. Como te.

mos à ¡isposição um intervalo de tempo infìnito pare medir a energia de uma partícula se mo.

vendo sobfe uma região de extensão infìnita, o princípio da incerteza para energia'lemp

AE At > h/2 permite que su.¡¡ energia seja conhecida com total precisão, Isto está de acordo con

a existéncia de um único valor para a freqüéncia angular ü, nessas fun{es de onda, porquc a Ìe.

tação de de Broglie-Einstein E = h<¿ mostra que isto implica na existência de um único valor pa.

n t energSa E.
Um exemplo físico que se aproximaria da situação ideal iepresentada por essas funçõcs dc

onda seria um próton se movendo em um feixe altamente monoenergético emergindo de um cf.

clotron. Esses feixes são utilizados para o estudo do espalhamento de prótons por alvos consti'

tuídos de núcleos inseridos diante do feixe. Do ponto de vista do núcleo alvo, em tpimos de dis

tâncias da ordem de seu raio nuclear r', a posição x de um próton no feixe æria, para todos os

fìns práticos, completamente desconhecida. ISto é, Âx )) r'. Portanto as funç¡es'de onda para a

partícula livre de (6.9) e (6-10) podem dar uma boa aProximação do próton no feixe, na fegilo

próxima ao núcleo, onde ocone o espalhamento. Em outras palawæ, próxima ao núcleo, a fun'

çâo de onda de (6-9)

E=llkx-at)

pode ser utilizada para descrever um próton em um feixe, proveniente de um clclotron, diri$do

no sentido de x crescente, desde que o feixe æja extremamente longo se comparado às dimen'

sões do núcleo - uma condição que é æmpre satisfeita na.prática, Pois os núcleos são extrema'

mente pequenos. A função de onda descreve uma Paftícula de momento bem dehnido p = h/c e

energia toial bem definida E = hø , onde estas grandezæ estão relacionadas através da equação

p =|rmî, apropriada a uma partícula de massa m se movendo em uma região de energia po' ';

tencial nula.

itá aqui uma dificuldade em relaçalo à normalizaçalo das funt'es de onda de (6-9) e (6-10). Pa¡a tø'
mos, por exemplo,

a amplitude A deve¡ia sel nula, pois ¡]- dx tem valo¡ infinito. A dificuldade surge da afirmação não ¡ealís'
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i *,*0,= in*dx=A,Ai o-=,
JJJ

"l!c ,.iro æla funcão dc onda, de que a parlfanla tcm I mesma probabilidade de ser encontrade cm qualqucr
l!-,.i'i.'uma 

,"*i^-o d. extcnsa.-o infinita. f sto nunca é realmente verdadc, pois os fcixcs reair lêm æmprc

äåiøïn^""' o l'i-: 1',ï:l:::é.':11',i::ï-:iil::1':,:T:::1",:ii"::::i: äï:"iï'":TtilÏl.ri.l.. Embora a incerteza ax na locelizaçalo de um próton scja muito ñaiot do quc um raio nuclcar

j,t.iriiTj-r""t do que a disrância ú do cíclot¡on â parcde. lslo é. embora ôx >> ¡', tambóm é vcrdadc quc

1 '"'j i - 
i"t" .un"r. ou" se þode normalizar a função dc onda, fazendo*e 'ú = 0 fora do intervålo - L12 < x <

ôi ìL, ."r^. icstriisindo-rc ¡ e cstar neste intervato. Qualquer que seja a forma de frzË'lo, oblemosuma

i::::.;: ^rii r..tístí". da siturção física ¡cal, e também podemos normalizar a fun$o de ondr com urna

ïiinä ;" nula z{. Esse processo d chamado normalizaçto de catxa' Apcsar do valo¡ dc '4 
obtldo dcpcn'

rr'j,r* 
.oanr¡r.nlo ¿ da caixa. scmpfe îcontcce quc o resultado final do cátculo dc umr gtandczr mennirá.

:í;:"ä;:;;;;i. ¿i 
"rlor 

r."i a" i usrdo. Âlóni disso, vemos que normâlmcnte não ó noccsrá¡lo faz¿r e

i#j;rõ da caixa cm dctalhes, porquc as glendczas de inlcressc físico podcm sct cxprcss¡ls como Ì82ões'

nas quais o valo¡ ðe A se cancela'
"'"' A ,iru"çâo é bastante análoga a situaçöcs cncontradas na física clássic¡' Por cxcmplo, na rcsoluSo dc

u,n proùt.rlà" cletrostática. um fio rcto ce¡rcgado de comprimcnto infinito é frcqücîtementc utilizado Pa'

- "ñfôriñü um t¡o de compftmcnto finito cm um s¡slcma no quâl "efeilor dc bo¡d¡" n¡'o sfo impottantcs'

Ër#ä;;;r*-" ri.pr¡n"" muito , gco*ctria do problema, mas lcva à dificuldadc que é nccessária umt quen'

¡¡,1¡¿te infinita de enc¡gia p"r" qu" ã fio infinilemente longo scja carregado, a menos que sua denridadc carga

:Ïñì;: il;,anro]noìmalmente d possívcl contorrraf csså dificuldade simFlcsmente exprersando'sc as

¡¡änaar., que aparcccm no problcma em tcrmos de râzõ€t'

É, possível obter uma idéia muito mais realistica de movimento do que a vista em qual'

^,,or drs oartes da fisura 6-l se usatmos um grande número de funções de onda da forma de
.|"-.-_-
(6.9)para geratvmgn.pooeondas.'Âfigura6-2mostraadensidadedeprobabilidadeV'Vpa'

ì. "r'gr"po 
particu¡armente simplcs, indicando seu movimento no sentido de X crescente'e a

irrgurr"*åpr. crescente do grupà. Em qualquer instante, aloølização do gupo pode sef bem

øåct.riza¿ì pelo valor es¡*i.Aã x, calculado a partir da densidadc de probabilidade' 
'q' 

veloci'

dadc constante do grupo, dÍldt,é.i|,|ual à velocidade constanle dapartículaliwe,v=plm=

|F^n6 = øffi, å. ,.oi¿o com æ conclusõcs do Capítulo 3. O alargamento do gn¡po é

,r, p.pri.¿.¿e característica de ondas quc está intimamentc felacionada com o princlpio da

inærtezz,como foi discutido ncste câpítulo, Ê claro que o comportÍilncnto da função de onda

do gupo é mais fácil de intefpreter do quc o compoftemento de uma onda pufamente senoidal,

FIcuRA 6-2. A tlcnsid¡dc dc probabilirladc para uma I unção dc onda dc grupo de uma partíc{la liwe' À

medida que o lcmpo passå, o gruPo se movc no scntido de x crescente' c também sc alarga'

Tambóm chamado pacotc de ondas. (N do T')
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corno a de (6-9), porque a densidade dc probabilidade correspondente está mais próxirna da

crição do ¡novimento da partícula que estamos acostumados. da nrecã¡ric¿ clássica. No enta

a matemática necessária para descrever o grupo, e tratar seu co¡.¡ìportanrcnto analiticarne¡6,
muito mais complicada. Isto ocorre porgue um gfupo deve neccssariamente envolver uma diJ
tribuição de números de onda k, e portanto uma distribuição de energias f = h2 È2 /2m. Mesmo
para compor um grupo simples, como o mostrado na figura, devenros sornar, da fo¡ma desc¡i
ta no Capítulo 3, um número muito grande de ondas senoidais, com diferenças muito pequenag

nos números de onda ou nas energias. Estas complicações rnatemáticas eliminam completarns¡.
te qualquer vantagem que porventura surja no sentido dc facilitar a interpretação. Conæqüenh:
mente, os gfupos r¿uamente são utiliz¿dos nos c¿ilculos quânticos práticos, e a maioria desE¡

cálculos é feita com funções de onda que envolvam um único número de onda e uma única

enefgia.

A consideração do movimento do grupo da fìgura 6-2 nos leva à discussão breve de umç¿.

so relac¡onado a este, de gande interesse. Se, ao invés de ter o valor constante nulo, a função
potencial V(x) varie tão lentåmenæ que s€u valor é quase consta¡ltre em uma distância da ordem

do comprimento de onda de de Broglie da particula, a fun$o de onda que descreve o grupo afu¡.

da æ propagará de forma semelhante à ilustrada na figura, mas a velocidade do grupo também.

mudará lentamente. C¡flculos, a partir da equação de Scfuoedinge¡, levam a uÍiå expressão Sw .{¡
relaciona¿variaÉonavelocidade,dÍldt,dogrupoâvariaçãonopotencial. I(x).Estaexpres i;
são é

+ffi=*( (')\
;l

dV(x)

d2 x dx f.(Î)
dl' ,n nt

onde as barras dcr¡otan¡ valorcs es¡ærados, e I(x) é a força correspondente ao potencial lz(x).

lnfelizmente, os cllculos são n¡ui(o complicados para s¿rem reproduzidos aqui. Elcs sõo muito
significativos, porque mostrarn que a acelcração da posição média da partícula associâda à fun-

ção de onda que descreve o grupo é igual à força módia agindo sobre esta partícula, dividida pot

sua ¡nassa. Isto é, a equação de Schroedinger implica que a lei de Newton para o movimentoé
obedecida, em média, por uma partícula de um sistenra microscópico. As flutuações em tomo
de æu comportamcnto médio refletem o princípio da incerteza, e são muito importantes no li.
mite microscopico. Pordm estas flutua$es se tornam desprezíveis no limite macroscópico, no

qual o princípio da incertcza não tem conseqüências, e não é mais necessário falar em médiæ
quando falamos de posições ¡ressc limite. No lirnitc uracroscópico, também, qualquer potencial

realístico muda apcnæ de unu pequena quantidade cm urna distância tão pequena quanto 0

conrpri¡ncnto de onda dc de llroglic. Portanto, r¡csse limitc tanlbém não é neccssário falar em

nrétlias ao discutir o potcncial. [.ogo, no li¡¡¡itc n¡ac¡oscópico, podemos igrorar as barras que te'

prcsentarn valores es¡rcrados, ou nrér.lias, rras cquaçõcs escritas aci¡na. Concluínros cntão quc 4

lei dc Newton pa¡u o tttovi¡ncnto pode ser o!¡tidu o parlir da equaçdo de Schroedingar, no li¡nite
cùissico tlc sistcnws nwcrcscopicos. A lci dt Neu'ton pura o nrtvinrcnto é unt cusu cspcciul da

equaçdo ¿ e Schroul hryer.
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O POTENCIAL DEGRAU (ENERGIA MENOR DO QUE A ALTIJRA DO DEGRAU)

i,. .¡ Nas próximas seções, varnos estudar as soluções da equação de Schroedinger indepndente
' do tempo para uma partícula cuja energia potencial possa ser repreæntada por uma funçao lz(x)

oue tenha um valor constante diferente em cada uma de vá¡ias regiões adjacentes do eixo x. Es-

ses potenciais mudam de valor abruptamente ao ir de uma região para a outra. É claro que po-

tenciais que mudam abruptarnente (isto é, que são funções descontínuæ de x) não existem real-

mente na natureza. No entanto, esses potenciais idealizados são freqüentemente utilizados na

mecánica quântica para aprox¡mar situações reais, pois, por serem constantes em cada região,

eles são de fácil tratamento matemático. Os resultados que obtemos para estes potenciais nos

permitem ilustrar uma série de fenômenos quânticos caracterÍsticos.
' Uma uralogia, que é certarnente familia¡ ao estudante, é encontrada no processo utilizado

no estudo do eletromagnetismo..Ele envolve o tratamento de muitos sistemas idealizados, como

o fio infinito, o capac¡tor æm bordas, etc, Estes sistemas são estudados porque são relatiyarrcn.

te fáæis de tratar, porque são excelente¡ aproximações para sistemas reais, e porque os sistemas

reais normalmente são difíceis de trata¡ matematicåÍ¡ente por terem geometriæ complicadas.

Os potenciais idealizados que tratamos neste capítulo são utilizados da mesma forma e com a

mesma justificåtiva.

O cæo mais simples é o degrau de potencial ou potencial degrau ilustrado na fìgura 6-3.

Se escolhemos a origem do eixo x como estando sobre o degrau, e a constante aditiva ubit¡ária
que sempre apatece na defìnição de uma energia potencial de forma tal que a energia potencial

da putícula seja nula à esquerda do degrau, Z(x) pode ser escrita como

vo
V(x)=

0

x)0

x(0
(6lr)

onde Vo é uma constante. Podemos imaginar que I(x) é uma repreæntação idealizada da fun-
'So energia potenciat para u¡n¡¡ partícula caregada se movendo ao longo do eixo ¡ de um siste-

FIGURA ó-3. Um dcg¡au de potencial

ma de dois eletrodos ligeiramente æparados que são mantidos a voltagens diferentes. A parte
superior da figura 6.4 ilustra esse sistema, e a parte inferior ilustra a função energia põtencial
correspondente. À medida que a separação diminui, a função potencial se aproxima da idealiz¿-

ção mostrada na fìgura 6-3. No exemplo ó-2 veremos que a energta potencial de umelétron se

movendo próximo à superfície de um metal é muito parecida com um degau de potencial, pois

9la crcsce rapidamente na superfície, a partir de um valor cssencialmente constante no interior,
até u¡n valor constante e maio¡ no exterior.

Suponhamos que uma partícula de massa nt e energia total f esteja na região x ( 0, e que
esteja se dirigindo para o pot¡to ¡ = 0, no qua.l o potencial V(x) muda abruptamente seu valor.
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Segundoamecânic¿clássica,aPãrtículavaisernover.livrementenessaregiãoatéatingirx=g'
onde ela estará sujeita . uma rårç, impulsiva F = -dv(x)ltlx atuando no sentido de x deffes'

cente. o potencial idealizado, (ä-r l), ¿¿ uma força impulsiva de módulo. infìnito atüando

;;;: ;";;;i" x = 0' No .ni"ito, como ela age sobre a Pârtícula apenas durante um tempo

infinitesimal,agrandeza!FdL(oimpulso),quedeterminaavariaçaonoseumomento,éfinita.
Ñ, u.r¿.¿., a variação no momento não é afetada pela idealização'

O movimento A, prrii.utt após sofrer 
" 

tiao dt força em x = 0 depende' na mecânica

clásicf, ã^ t.irç"" entre E e I/0. Isio também vale na mecânica quântica' Nesta seção' tratamos

o caso em que E ( ¡zo, isto e,io qua a energia total é menor que a altura do.degrau de poten-

cial, como está ilustrado na figura 6'5' (O caso em que.'E) I/6 é tratado na próxima seção') Co'

mo a energia total ¿'é urnr-ånr,*r., a mecânica clássica diz que a partícula não podc passar

FIGUR-Â 64. IlustraçãO dc um sislcma físico com uma função cncrgia potcncial qtrc podc scr rproxitnlda

porumdegrauaepoienci"r.Umapartfculacåffcgâdascmovcaolongorloeixodc<loisclctro.
dos cilínd¡icos mantidos a difcrcntcs voltagcns' 

'Sua tn"'gi' potcncial ó constanlc quitnrlo r:la

está dcntro ¿" "^ 
d", 

"i;ir"¿os. 
mas mudaiuito rîpidamcntc ao passar dc unl pilra o otltro'

para a região x ) 0. A razão é quc nesa região

E =P' * v(x) < v(x)
2m

ou

logoaenergià ctnéticap2l}'nserianegativanaregiãox)0'oqueimplicariaemumvaloritna'
ginário para o momento p *"tltgiao]ltto' além de-não ær posível' não tem sentido físico na

mecânica clássica. s"sun¿o ; i.cãnica clássica, a força imiulsiva vai mudar o momento da

putícula de uma form. tdör.u roui..nto.hcarå exatamente invertido, afastando'se no

sentido de f decrescente, aori *o*.nto em sentido oposto ao sentido de.seu momento inicial'

o módulo do momento p *,¿ " 
mesmo antes e aepois da inversão, pois a energia total E =

o',-rriTi."ir,iiïT:;n'.",o 
da partícula segundo amecânícø quântíca devemos achar a

função de onda que é u*' ;;'I"çã;;p*it tnt'git tãtat ø < I/q 
' 

da equação de Schroedinger pa'

raodegrauttepotencialce(e.tt)..Comoessepotencialéindependentedotempo,oproblcma
real é resotver a equaso ¿. i.rrã.6i"ær independente do tempo. sabemos, apartir da discus'

são qualitativa feita no *;í.",J;;;;i"r, que'deveriaexistir uma solução aceitável para' qual'

quer valor E 2 0, já que o iåi.n.ia nao pod-e limitar a partícula a uma região do eixo x'

L.o
2m

FIGURA6.5'ArclaçãocnrfeasencrSi¡spotcncialeloralPafaumapartículaincidcntesobteultrdeSfaude
potcncial com cncrgia mcnor do quc a altura do degrau'

Paraopotencialdegrau,ocixo¡sedivideemduæregiões'Naregiãoondex(0(àes'
ouerda do degrau), temos /(i) = 0' rle form¿ que.a autofun$o que descreve o comportamcnto

ia partícula é uma solução;;'Jq"'çt" de Schrocdinger in<tepcndente do tempo simples

_,,, !!Í) = 6,¡ç¡
2t¡t dx'

Na rcgião onde x ) 0 (à dircita do dcgrau)' lemos lz(x) = Vs'e a autofunção é uma solução de

uma equação de Schroedinglr in<ìcpcnJentc do tempo quâse tão simples quanto a anterior

-h' 
.''JP + ror!(x) =e'lt(x)

)nt tlx'

x (o (6-12)

x)0 (6-13)

(6-l 4)

¡)0 (6'1s)

E'stas<luasequaçõessãoresolvidasscparadamcnte.Constrói.secnlÍoumaautofunçãoválidapa.
ra todos os x juntando-" ;;;;;-;ì;fot"t x = 0 dc forma a salisfazcr âs exigências da seção

5-6, tlc quc â autofilnção " 
t'o f i'uti'u tlcriva<ta sejam em lodos os pontos hnitas' unfvocas e

.on"Tjl;,o.r.mos 
a eqrraçâo difcrcncial válida para a rcgifo na qual lz(r) = 0, (6'12).como

esta é precisam.nr. ,.quuçåo-.le Schroedinger indcpcndenic do tcmpo para uma Partlcula liwe'

tomamos como sua ,oruçto ftì'ì ' tt"nrt'uian (ó'8)' Escrevemos csta autofunção como

'JT'ttr
ondc k, =î x(o

Consideremosagoraaequaçãodifcrcncialválid¿naregiãonaquall(x)=I/0,(613).Ä
partir das considcraçõcs qutli'ii'"" da seção 5'?' ndo t'p"l"no'que urna função oscilatória'

como em (ó-14), seja "t' 
ä;;;;;;oi' ' 

tnt'giu total 6 é menor do que a energia potencial I/s

na reqião considerada. t't' ut'¿'ät,'åtas consideraçõ-es nos dizem que a solução será uma função

qu. ;r. aproxima grrau'l*ï;tt ãä t¡*o t"' A funçao ttit sitptti com esta propriedade é a ex'

oonencial real decresccnte, que pode scr cscrita como

þ(x)= /¿ik'x I ¡'-ik'x

þ(x) = ¿- k'x

I

i

I
I

I

I

Vamosdeterminarseestaéumasolução;esefor'obtcrtambémovalorexigidoparak2substi'
tuindo-a em (ó'l 3), que é a eqrraçiÏo à qual ela devc sntisfazcr' Primciro calculamos

!#=Çk2)1c-k,x =*i,!Q)
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I A solu$o que acabamos de verifica¡ não é uma solução gerat da equaç5o de Sctrroedinger

I independente do tempo, (6-13). A nz.ão é que a equåção contém uma segunda derivada, de for.

I ma que a soluçâo geral deve conter duas constantes arbitráriaî, No enta¡¡to,..se pudermosencon

2 | tru uma solução da equação pua a mesma f, com forma diferente da que obtivemos, podemos

I fazer uma combinaça-o linear das duæ, chamadæ soluções Wtiulares, A combinação lineu

I tambdm será uma solução, e, como ela conterá du¿s constantcs a¡bit¡áriæ, vai ær uma solução

. \ geral.t U-a sugestão para a forma de uma outra solu$o particula¡ é encontrada se notarmos que
k2 apaÍece como um quadrado na equaÉo anterior a (6.16), logo, æu sinalnãointeressa,ea
exponencial crescente

h2

-î^kirl(x) + Izo{(x) =Eú@)

A eguaç5o é satisfeita, e portanto a solução está verificada, desde que

. \/m-q
ß2 = 

-;-

A substituição dá que

þ(x) = ¿+ k'x

ú(x)= Cé'x * De-k,x

x ) 0 (6-lÐ

lamMnr deve se¡ uma solução da equação de Schroedinger independente do tempo que estamos
considerando. É igualmente fácil vcritìcar isto, por substituição na equat'o. Mas vamos verifi.
c¡¡r em yez diso, que a conrbinação linca¡ a¡bitrária das duas soluções particulares

onde rr=JîW ¡)o (cr8)'h
e onde CeD são constantes arbitrárias, é uma solução de (6-13). Calculamos

#= cklek,x + D(-k)ze-k,' = k'^ù(x)=ftA,1ø
e substitulmos o rcsultado na equação. Obtemos

h2 2m
-çV(vo - ÐtQ) + voþ@)= Eþ(x)

Como esta exPrcssão C obviantcntc vcrdadcira, verificamos que (6-18) é uma solução. Como ela
contém duas constantcs arbitr¿irias, é a soluçiogcra/ rla equação de Schrocdinger indepcndente
doternponaregiíotlopotencialdcgrauonde v(x)=vs,com6(/s.Enrboraapartecolng
exponencial crcsc{.:r¡to rr¡Io vá scr utilizada nesla scção, o scrá cm urna æção subæqûentc,

f Âs constantes a¡bitrá¡ias A, IJ, Ce D de(6-14)e (6.18) devem ser escolhidas de fornra tal

.. / 9ue a autofunção total satisfaça às exigências rclativas à lintitação, unicidade c continuidade de

'!)¡ Ú(x) c dtlt(x)l¿lx. Co¡¡sidcrcnros inioialnrentc o cor¡portanìcnto de ú(x) quando x - f -. Nes.

/ ta tegíío rlo eixo, a fornta gcral rJe r!(x) é <hda por (ó.1 8). Irodcnros verifìcar que ela vai em go.

J¡al c¡esçcrsenrlinútcquandor]+-dcvidoàprescnç¡ldoprinrciroternro,Cl,r.p¡raevita¡
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isto, e manter r/(x) furita, devemos fazer com que o coeficiente arbitrário C do primeiro termo

seja igual a zero' Obtemos Portanto

C=0 (6-le)

A unicidade é automaticamente satisfeita por essas funpes. Para estud¿¡ sua continuidade' con-

sideremos o ponto.r = 0. Neste ponto, as duæ formæ de Ú(x), dadæ por (('la) e (6-18), devem

se junta¡ de uma forma tal que Ú(x) e dlt(x)ldx æjam contlnuæ. A continuidade de Ú(x) é ob

tida se a seguinte relação for satisfeita

D(e- k,x), 
=o = A(¿k, \ x- o * B(e- ¡ k,x) r-o

que resulta de igualarmos as duas formas em x = 0. Esta formå dá

D=A+B

A continuidade na derivada das duas formas,

ry= - k2De-k'x

e

dúk\
#= ikÁdk,x - ¡¡ç rgr-ik'x

ax

é obtida se igualarmos estas derivadæ em x = 0. Portanto, fazemos

- k 2D{e- 
k,x 

) * =o = ik t A(etk' x) 
y =g - ik ¡ B(e- i&' t)r=o

Isto dá

ik.'D-A-8
kr

Somando (6.2Q e (6.21), temos

D / ¡?,\n=Tl* 
n )

Subt¡aindo-as, temos

'=+(-'Ð

ló20)

¡)0

x(0

(62t)

(622)

(623)

Jii determinamos A, B e C em função de D. Portanto, a autofunção pua o degrau de potencial'

conrencrgia E<Vo,é,
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D..D
-.(t + ik2lk¡)etr'x +;(l -ikTfkr¡e-tx,x

ú(x) =
De- ktx

x(0

x>O
(6.24)

A constante arbitrária restante,D, determina a amplitude da autofunçâo, mas ela na-o apa.

rece em nenhuma de suas características mais importantes. A presença dessa constante reflete o

fato de que a equação de Schroedinger indcpendente dci tempo é linear em ry'(x), e portanto são

possíveis soluções com qualquer amplitude. Veremos que é normalmente possível obtermos re-

súltados úteis sem nos preocuparmos em normaliz¡r p, o que especifìcaria D. Â razâo disso é

que æ grandezas mensuráveis que obteremos como previsões da teoria contêm D tanto no nu.
merador quanto no denominado¡ de uma fraçâo, de forma que este valor se cancela, não apare.

cendo no resultado.
A função de onda correspondente â autofunçâo é

A¿k,xe-iEtlh I Br-ik,xr-iEt/h = ¡y'(k,x-Et¡h¡ I p¿1-*,x-e t¡n¡
v(x,t) =

De-kzx e-iE1ln
(ó.2s)

Consideremos a região x ( 0, O primeiro termo da funçã'o de onda nesta regialo é uma onda se

propagando no sentido de x crescente. Ese termo descreve uma partícula se movendo no sent¡-

do de x crescente. O segundo termo da função de onda para x ( 0 é uma onda se propagando

no sentido de x decrescente,e descreve uma partícula se movendo neste sentido. Essas informa-

ções, somadæ às previsões clássicæ descritas anteriormente, sugerem que deveríamos associar o

primeiro termo à incidência de uma partícula sobre o degrau de potencial, e o segundo termo à

reflexão da partícula pelo degrau. Vamos ua¡ esta associação para calcular a probabilidade que

a partíiula incidente seja refletida, que chamamos coelicíentedereflexîo R. Evidentemcnte,R

depende da nzÃo BlA, que especilìca a amplitude da parte refletída da funçá'o de onda relirtiva-

mente â amptitude da parte incidente. Mas na mecánica quántica as probabilidades dcpentlem

dæ intensidades, como B-B e A'A e não das amplitudes. Portanto, devemos calcular R a partir

da fórmula

B'BR=-
A'A

(6-26)

Isto é, o coeficiente de reflexâ'o é igual à razã'o entre a intensidade da parte da onda quc dcscrc'

ve a partícula iefletida e a intensidade da parte que descreve a partícula incidente. Obtemos

x< 0

x >O

B,BR=-
A*A

(l - ik2lk t).(t - ikzlk t)
(t + ik2 lk t)-(t + ik2 lk t)

Qþ "'" 
o'

p= (t +ikzlktxl -ik2lkt) =f ElVo (6-27)(t-ikJlkt)(t+ik2/kt)
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que esta razÃo seja igual a um significa que uma partícula incidente sobre o degrau de

aAa

eitrr = ç6t &rx * i sen krx

é fácit mostrar que a autofunção pode ser expressa como

x<0

x) 0

(6-28)

(6-2e)

,.ii
n
l?

ko
D cos krx - Di sen ,t¡x

rr(x) =

De- k 
'x

Se gerafmos a função de onda, multiplicando r/(x) por e-lEtltt,verÍos imediatamente que te.

mos na verdade uma onda estacionária, pois æ lOcalizações dos nós não mudam com o tempo.

Neste problema, as ondas incidentc e reflctida para x ( 0 se combinam formando uma onda

elacionária, pois elæ têm a mesma intensidade. A figura 6-6 ilustra isto dc forma erqrænrática.

Na parte superior da lìgura 6-7, ilustramos a funçã'o de onda por meio de um gráfìco da

autofunç.ío, (6-29), que é uma funçío real dc ¡ se tomarmos D real. Pode*eìmaginar a funç.tto

de onda oscilando no tempo scgundo e-iEtli, com uma amplitude cuja depcndência cspac'lal é

dada por ú¡(x). Obtemos aqui uma caracterlstica que está em flagrante contraste com æ previ-

sões clássicas. Embora na rcgiã'ox ) 0 a dcnsidarle de probabilidadc

,y .ty = p. r- k, x e+ iE I lh De- k 1 x e- iE t /Á - p. pr-2k, x (6.30)

ilustrada na parte inferic¡ da figura ó-7 decrcsça rapidrmcnte à mcdida que.r cresce, luí uma

probabilidade fìnita de encontrar a partrcuta na regiâ'o x ) 0. Scgundo a mecánica clássica, seria

absolutamente imposswcl encontrar a partícula na regiãox)0,pois aítenergia totalémenor

-x

FTGURÂ 6ó, Ilufraçâ'o csqucmárica da combina€o de uma onde incidente c de uma onda refletida de mes'

mas intens¡dades, formando uma onda cstacionária. A fun$o de onda é refletida por um de'

gau dc potencial em ¡ = 0. Obscrve quc os nós das ondas incidente e refletida se movem Para

a dLe¡ta ou para a esqucrda, mas os da onda ¡csultante salo estacionarios'

do que a energia potcncial, rte forma que a energia ctnéticap2 lzm seria negati e o momento

P, imaginário. Esle fenômeno, chamado pcnetraçAo na região classícamente proibida,é uma das

previsões mais notáveis da mccânica quánticå.
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Discutiremos mais tarde algumas experiências que confìrmaram_esa previsão, mas aqui
gostaríamos de apresentar alguns pontos a seu respeito. Um deles é que a penetraçalo ra-o siffi-
cå que a partÍcu¡a seja mantida na regiâ'o classicamente proibida. De fato, vimos que a partícuþ
incidente é certamente refletida pelo degrau.

Um outro ponto é que a penetraçá'o na reg.iÍo proibida, que obedece a (6-30), nlo está srrL

conflito com as experiências da mecánica clássica. É evidente, a part¡r da equaçã'o, que a proba.

bilidade de encontrar a partÍcula com uma coordenada ¡ ) 0 é apreciável apenæ em uma região

corneçandoenrx=0eseestendendoemumadistônciadepcnetraçõoAx,queéigualal/,t..4

Vr(x, f )V(Ì, l) qualqucr r

FIGURA 6-7. Ao alto: A aulofunçalo 'r(i) p¿ra urna partícula incidcnte sobre um dcgrau dc potencial cm

¡ = 0. <;o¡¡¡ encrgia total rneno¡ do quc a altura do dcgrau. Obscrvc a pcnctraçfo da autofun-

ç:io nl rcgiaìo class¡canrc¡rtc proibir.la, x ) 0, Ènbaixo: A dcnsid¡dc ds probabilidadc Vrú=
ú.ú = ùr coflcspo¡rdc¡ìte ¡ cstr autol'unçai. O cspaç:rmcnto cntrcbs piæs dc 9¡ ó duas vo'

zcs rncnof do quc o cspaçatìrcnto cntrc os picos dc ú.

razão disto é quc ¿- 2t'x såi nluito rapidar¡lcnto a z:ro quando x ó ¡ruito nraror tlo quc l/ü 2.

Conro /i2 = {Int(Vo - ú)/h, temos

h

\ntn0ç=6
No linrite cliissico, o produto dc rr por (Vo - E)é tlo grandc, conrparado a h2, quc Ax é inrcn'
suravehncnte Pequcno.

EXEMPLO 6-I

I:açu uma estirnûtivä da dist:inci:¡ dc pcnotnrç:io Ar p3ra unìa partícula dcpocira n¡u¡to pcqucna,dcr¡¡o
t = l0-ó rt¡ e dcnsitlade p = l0' kË/rnr, sc nrovcrdo corr¡ a vclocidarJc muito baixü u = l0-'¡ rn/s, sc a prrtt:
cula rtirge unt dcgrlu dc pcltcrrcial dc ¡ltu¡a igull a duas vc¿c$ sua cncrgia cinótica, vindl da rcgiio ì csquct'

da do dcglau.
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.i. A massa da Particula é

'4
m=-Írt p =4 x l0-r' m! x I0' þ/nr¡ =4 x l0-r' kg

J

Sua ene¡gia cinética antes de atingir o degrau é

II
-¡nyz =-a 4 x tO-t' kg x l0-' m¡/st = 2 x I0-r" J.,,

e este também é o valor de (Vo - E). A distância de penctragìo é

^y=-= JZm(Vo - E)

l0-r. J-s

@

Eúdentemente,essevalorr-:::;r: egtandezamenordoqueovalorquepodcriaserderectadoem
qualquer medida possível. Para partículas com massas maiores e energias mais altas, consideradas tipicqmente

na mecánica clássic¿, Ax é ainda menor. ^

Além disso, gostaríamos de enfatizar.que o principio da incerteza mostra que as Proprie'
dades ondulatórias exibidas po¡ um ente que penetra, na região classicåmente Proibidâ na reali'

dade ¡tão estão ern conflito com suas propriedades corpusculares. Consideremos uma exPeriên'

øa czpaz de provar que a paftícula está localizada em algum ponto da regiã'o x ) 0. Como a

densid¿de de probabilidade para x > 0 é aPreciável apenas em uma região de extensão Ax, a ex'

periência consiste e¡n localizar a partícula nessa região. Ao îaznr isto, a experiência necessaria'

[iente implicå em uma nærtezaAp no momentg, que deve sef no mínimo tão gande quanto

A-
Lp =G={2m(Vo - E)

Conseqüentemente, a energia da Partícula tem uma inærtez¿ de

lAp)2*=;=vo-E
e não é mais possível dizer gué a energia total f da partícula é certamente menor do que a ener'

gia potencial I/s. Isto elimina o confl¡to a que nos refer¡mos'

A p€netração na região classicamente proibida pode levar a conseqüências mensuráveis.

Verernos isto mäis tarde pua uru potencial que salta Pfua uma altura I/s ) E, mas gue Perma'
nece com esta altura apenas em uma d¡stância nalo muito maior do que a distância de penetra'

Fo Ax, voltando novamente a zero. De fato, o fenômeno tem conseqüências práticæ sign¡lìca'

tivæ. Um exemplo, ao qusl nos referiremos em breve, é o diodo túnel, usado na eletrônica mo'
derna.

EXEMPLO 6-2
Um elét¡on dc condução se move at¡avés dc um bloco de Cu com energia total 'E' sob influôncia de um

Potencial que, em urna boa aproximação, tem um valor constante zero no interior do bloco e subitamcntc

c¡esce até å valor constante Vo > E 1åtado bloco. O valo¡ ¿o potencial no interior é basicamcnlc constante,

e pode ser conside¡ado nulo, plis um elétron de condução dentro do metal praticamente não sofrc influóncia

da força coulombiana tota¡ .exe¡cida Pela distribuiøo de cargas aptoximadamentc- unifo¡mc quc o ccrca' O

porencial crcsc€ muito rapidåmentc na superfície do mcral até o valor extcrior /0, porquc o clétron sofre

uma fo¡tc atração excrcida pela distribuiçãi de cargas n5o uniformc Prcsentc ncssa região' Fìsta forçå tcnde a
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atraí-lo de volta ao metal € é, evidentemente, o que faz com que o elélron de cþnduçt¡-o fique ligado ao mctal

Devido ao elétron estar ligado, l/o deve sc¡ maio¡ do que suå enefgiâ lotal 8. O valor no extcrior do Potcncbl

é constantè, se o m€tal não tive¡ cãrga total, pois fora do metûl o elétron na-o sofrc'ria açâo {c ncnhumu força.

A massa do elét¡on é n = 9 x l0-r¡ þ. Medidasda energia necesúria para temovô-lo pcrmän0ntcmcntedo

bloco, ou seja, medidas de sua funça-o trabalho, mostitrn que /o - ã = 4 eV. Destes dados, lãça uma cstimä.

tiva da distância Ax que o elél¡on Podc pênetrar na regiäo classicamente proibida fora do bloco.

No sistema mks,

l'6 x l0-r' J
Vo - E=4 sry' ¡- = 6 x l$-te J

leV
Assim,

h

^Y=-
1/2m(Vo - E)

l0-r. r.s
= l0-r 0 m

J2x 9 x l0-r¡ kg x 6 x l0-re J

A distâncía de pcnetraça:o ó da ordcm dc dimensõcs atômicas. Porlânto o efeito podc tcr conscqüôncias pata

sistemas atômicos, Obteremos em breve que, rcb ce¡tas ci¡cunstâncias, o efeito d efctivamcntc muito imPor.

Vamos fìnalmente observar que a penetração na região classicamente proibida ¿ na:o cl¿ssil

¡=0

A/\

t=5òI t=6^f

/I

FIGURA 6.8. Um dcgrau dc potcncial, c a dcnsidadc dc probabilidade 'l'¡v, para uma funçâo rlc onrtr dc

um grupo de ondas quc dcscrcvc uma partícula incidindo sobre o dcgrau com cnergh tolal

meno¡ do que a altura do potcncial. À mcdida que o tempo pasu, o Srupo sc move eló o dc'

greu, pcnetra li8ciramcnte na rcgiaÌo classicamcnte ptoibida, c é entalo tolalmcntc ¡cflctido pc'

lo dcgrau. As complicaçôcs no tratamento matcmático utilizando um grupo sa-o inrlicadas pc'

las complieçõcs dc sua cstrutura duÍante a reflexão.

? 5rì
25t
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),¡¿ no sentido que o ente com o qual ocorre a penetração não está se comPortando como uma

Dúfcula clássica. Ele está se comportando como uma onda dissict,já que, como veremos mais

Lrde, é conhecido que o fenômeno ocorls com ondas de luz, desde o tempo de Newton. A pe-

nelr2,çlo de part ículas materiais nâ região classicamente proibida é exatamente uma outra mani-

festaçlfo da natureza ondulatória das partículas materiais-

A figura 6-8 mostra a densidade de probabilidade para uma função de onda na forma de

tttEltpo de ondøs, para o problema de uma partícula incidente no sentido dex crescente sobre'

úm deg¡au de potencial, com um valor médio da encrgia total menor do que a altura do degrau,

A funçâ'o de onda pode ser obtida somando-se, sobre a energia total ¿', um número muito gran'

de de fun@es de onda da forma que obtivemos em (6'25). Ela também pode ser obtida por uma

soluçã'o numérica direta da equaçâo de Schroedinger. Qualquer uma das duas formas envolve

umâ enorme quantidadc de trabalho em um computador muito rápido, como pode ser inferido

a partir das complicações indicadas na fìgura. Os resultados do oílculo certamente transmitem

uma idéia realística do movimento da partícula; observe, porém, que esses resultados mostram,

novamente, que a partrcula associada à funSo de onda é refletida no degrau com probabilidade

um, e que ocoffe alguma penetração na regiâo clæsicamente proibida. O fato de termos sido c¿-

pazes dc aprender esses resuttados bãsicos a partir de cálculos simples, que envolveram apcnas a

função de onda de (6-25), contcndo um.único valor de E, é um exemplo do fato de que Beral'

mente não é necess¡irio, na mecánica quîntica, usar funções de onda na forma de grupos de on'

das. Evidentenlente, precisamos aprender a interpretar as funções de onda simples.

64 O POTENCIAL DEGRAU (ENERGIA MATOR DO QUE A ALTUR,A DO DEGRAII)

Nesta seçlo, considcranlos o nìovinìento de uma partícula sob influencia de um Potcncifll
dcgrau, (6.1 l), quando sua encrgia total f for maior do que a altura I/6 do dcgrau. Isto é, faze-

mos É' ) I/o, conro ilustrado na figurr 6-9.

Na mecânica cldssica, unì:t pírrtícula com encrgia total E movendo+e na rcgifo x ( 0 no

scntido de x crcsccntc sofrcrá ttrna força rcllrdadora F = -dV(x)/r/x no ponto x = 0. No entan-

to, o irnpulso apcnas fará conì que a partícula fiquc mais lenta, e entre na regiã'o x ) 0, conti'

nuando com scu movimento no sentido dc x crescentc. Sua cnergia total f permaneoc constan-

te; scu momento na regiãox ( 0é p¡ ,ondc pll2m = f; seu momento na regiãox ) 0ép2,on'
depll2m=E - Vo.

Vamos vcr qtre as previsõcs fcitas pcla nrcaìnica qutintica nfo s¿io tão simples assim, Se f
não for muito maior do que I/0, a tcoria prevê que a partícula tem uma possibilidade apreciável

de ser refletida pelo degrau dc volta para a regialox ( 0, mesmo tendo energia suficiente para ul'
trapassar o degrau c ir para â regiâ'ox > 0.

Um exemplo disto i encontrîdo no crso de um clétron no catodo de unra dlula fotoclé-

trica, quc rccebcu encrgia ao absorver um fóton, e quc cstá tcntan(lo escapar da superfície do

FICUR^ 6-9. Â rclrçio cnlrc rs cncrgirs
potcncial com cncrFi¡r tolal

0

polcncirl c loltl Pilrr untr prrtícuh incitlcntc sobrc um tlcgrau dc

rnrior do quc a altura do dcgrau.

V(xl



c¿todo metálico. Se sua energia na-o for muito maior do que a altura do degrau no potencial

ex¡stente na superfície do me.tal, ele pode ser reflet¡do e nâ'o conseguir escapar. Isto faz csn
que haja urna redug'o sigrrifìcativa na efìciência das celulæ fotoelétric¿s para luz de freqüénciag

não muito superiores à freqüéncia limite.
Um exemplo mais importante da reflexlo que ocorre quando uma partÍcula tenta passar

por um potencial degrau é encontrado no movimento de um n6ution em um núcleo. O poten.

cial atuando sobre o nêutron nas proximidades da superfÍcie nuclear é, em boa aProximação,

um potencial degrau. O potencial cresoe muito rapidamente na superfíc¡e nuclear porque u¡¡

núcleo tende a ligar um neutron. Se o nêut¡on recebeu, de alguma forma, energia , e está tentan.

do escapar do núcleo, ele será provavelrnente refletido de volta para dentro do núcleo na super'

fÍcie, se sua energia for apenas um pouco maior do que a altura do degrau. Isto tem o efeito

de inibi¡ a e¡nissão de nêutfons de baixas energias, e portanto aurnenta consideravelmente a es.

tabilidade do núcleo nos pr¡meiros estados excitados. O efeito é uma m¿nifestação das Proprie:
dades ondulatórias dc nêutro¡rs, que é muito signifìcativa nos prooessos que ocorrem em rea-

ções nucleares, conìo Yeretr¡os no final deste livro.

Na mecánica qu'intica, o movimcnto de urna partícula sob a influência do degrau de pe.

tencial é descrito pela fun$o de onda

V(x,r) = ú(x)¿-iît¡n

onde a autofunção ú(x) satisfaz à equação de Schroedinger independente do tempo Para esse

potencial. Esta equação tem formas difere¡rtes nas regiÕes à direita e à esquerda do degrau, que

são

h2 dz ú(x\
= ttv\x )2tn dx'

lf dz l)k\
_ 
*ã =16 - vo)þ@)

x(0

x)0

(6-31)

(6-32)

A rutofunç.äo r/(x) tanrbém satisfaz às condiçõcs que exigern a unicidade, a continuidadc e a l¡'

mitaçã'o de r/(x) e de sua derivada, enr particular no ponto quc sePara as duas regiõcs, x = 0'

rl equaçã'o (ó.31) dcscrcve o mov¡¡¡ìento de urna partícula livre de momcnto p¡ . Sua solu'

ção geral i

t$\= t¿x,x ¡ gr-ik,x x(0 (6.33)

onde

. ,/ûE p'
r, =_i-=T

A equação (6-32) descrevc o ¡noví¡ncttto de ulna paltícula
gcrzl é

livre de monlcnto P2. Sua soluçáo

2s2

þ(¡)= Ç¿ik,x ¡ P.-ik,x ¡)0 (6-34)

. .,ffi-fi p,
r, =---n-=-l' E) Vo

ri¡.

'(-

A funÉ'o de onda especificada pof estas duæ formas consiste de ondas se propagando com com'

primento de onda de de Broglie lV = hlP, = 2ilkt, na região x ( 0, e com comprimento de on'

L ¿r ¿r Broglie maior \z = hlpz =2nfk2,na regiãox ) 0. Observe que as funções de onda que

est¿mos tornando já satisfazem às eúgênciæ de se¡em fìnitas e unÍvocas, mas devemos cons¡derar

explicitamente sua continuidade, e o faremos em breve.

Uma partícula que estivess€ inicialmente na regilfo ¡ ( 0, æ movendo na direção de x = 0

þria,¡umecánicaclãsica,aprobabilidadedepæsardopontox=0eentÉrnaregiâ'ox)0
þual a um. Isto não vale na mecânica quântica, Devido às propriedades ondulatórias da partícu-

la, existe uma certa probabilidade de que a partícula æja refletida no Ponto x = 0, onde há uma

mudançå descontínua em seu comprimento de onda de de Broglie. Portanto, precisamos tomar

ambos os termos da soluSo geral de (633) para descrever æ ondæ refletida e incidente na re-

$Eo x 10. Não precisarnos, no entanto, torrar o s€gu¡¡do te rmo da soluç5o geral de (634). Este.

termo descreve uma onda se ProPagando no æntido dex decrescente naregiãox)0.Comoa
putícula inicide no sentido de x sescente, esta onda so poderia suryir a partir de uma reflexão

em algum ponto com coordenada x grande (bem depois da descontinuidade em.r = 0). Como

não há nada gue c¡¡use t¿l reflexão, sabemos que há tpenas uma onda transmitida na região

¡ > 0, e portanto fazemos a corlstante a¡bitrária

D=O (63s)

As constantes a¡bitrárias A, B e C devemær escolhidas de forma afazer tlt(x) e d{te)þx
contrnuas em x = 0, A primeira exigência, de que os valores de ry'(x), expresos por (6-33) e

(634), sejam os mesmos em x = 0, é satisfeita se

A(etk' x¡ 
r- o I B(e- ik,x¡ 

r-s = C(dt'x)r-o

A*B=C (636)

A segunda exigência, de que os valores das derivadas das duas exPfêssões pa¡a ú(¡) sejam os

nresmos em x = 0, é satisfeita se

i k ¡ A(eik, x 
) r- g - i k 1 B(e- i k'' )r=O = ik 2 C (ei k 

"x ), =g

kr(A - B)= kzC

Du equações (6.36) e (6-37), obtemos

(637)

o=kt - 
k? 

¿
kt+k2

2k,C=A
kt+k2

(ó.38)
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Portanto, a autofunçã'o é

Aék'x

ú(x) =

* nkt - 
k' 

,-ík,,
kr +k2

x(0

x2o

(6-3e)

tLy'*,x
kr+k2

autofunção. ;

É, iø¿ente que nifo poderíamos obtcr uma autofunção satidazcndo às duas condições de continuidadå

æ tiræ¡semo¡ iníciâlinante þalando o coeficientc I da onda rcfletida a zero. Teríamos neste caso apen¡l

duår conitentei ubitrá¡ia¡ para otisfazer âs duas condises de continuidade, e não haveria nenhuma parâ dè

s€mpcnhef o papcl dâ constenrc âfbitrária, cxlgida pela linearidade da cquaçâo de schrosdinger independent¿

do tempo, que detcrmln¿ a arnplitudc da autofunção'

EmanalogiaoomnossainterpretaçãodaautofunçÍoðe(G2\'reconhecemosqueopd'
Íiciro termo na cxpressão de (639j váliia para x ( 0 (à esquerda da desconti¡uidade) represen¡

ta a onda incidcnte, o segundo termo da exPfessão válida para x ( 0 repreænta a onda refletida;

. r.-p"rtn" válideparax ) 0 (â direita da descontinuidade) representa a onda transmit¡da' ;

A figura 6.10 representa a densidade rte probabilidade V'(x,t)iP(x,t¡ = r¡'(x)r!(x) para a

fungo de"onda rü(x,t) que corresponde â autofunção ú(x) de (6'39) (no caso em que k I = 2&2)'

Neo desenhamos a autõfunçeo e a funçlo de onda porque. ambas são-complexas' Na regifo

, > o , função de onda é u¡na onda ptana (de amplitude 4A 13 neste caso) se propagando para a

àir.it., . æsim a densidade de probábilidade é constante, como na parte inferior da figura 6'l'

N, ,.geo x ( 0 a função de oid" é utt combinaçfo da onda incidente (de amplitude '4) e

oropaiando pr¡a a direita,e uma onda refletida (de amplitude Al3) se propagrando para a es'

ãä;. ¿;ã; amplltude ia onda refletida é necessariamente menor do que a da onda inciden'

te, as duâs na--o podem se combinar de forma a dar uma onda.estacionária. Sua soma rV(x,t) ner

Como antes, nfo se¡á necessário c¿lcular a constante ubitráÅa A que determina a amplitude <þ

valores mlnimos maiores do que zero'

;t gt" é, em rtz disso, algo entre uma onda estacionária e 
-uma 

onda.se. propagt"dÎ:Ï-d:1i ;
observa¡ isto no comportarnento de i9'(x,r)'I'(x'r) para 'x ( 0 -:Té tle", ftii:la.1t:-::Ï I

aìenri¿a¿e'¿. probaïilidade de uma onda estacionária (como a da figura 6'7) e a densidade de

p.t.titiO.a. di uma onda se propagândo (como a da fìgura 6'l) - pois ela oscila, tendo pordm

quando t, = Zr.
FIGURÂ &lO. A dcnsidadc dc ptobabitidadc v 'v para a autofunção de (6'39)'

\Y4(x, t)'v(r, r) Qualquer

.154

Ã nzÍoentrê a intensidade da onda refletida e da ondd incidente dá a probabilidadc dc

Pt hkz
U2 =- =-mm

E) Vo

ane a partícula seja refletida pelo degrau dc potencial de volta à região x < 0' Btå probabilida'

å" e o-cor¡ri,nte tle refiexao R ' Ou scja,

Vemos deste resultado que R ( I quando E)-Vo,isto é, quando a energia total da partícula é

;;i;; d" que a altura dà degrau de potencial. tsto está em contraste com o valor R = I quando
'i-¿ 

V^. obtido a partir do resultado da seç.lfo 6-3. Evidentemente, o que é surpreendente ness€

' 
ir"mäå neo é que R ( l,esimqueR)0.Eleésurpreendente porqueumapartfculaclássica

i.li* ,.ri, refletida caso tivesse energia suficiente para passar a decontinuidade do potencial.

'pá, åutro lado, em uma descontinuidade correspondente, uma onda clássica seria ¡efletida' co-

m.o discutiremos em breve'

Também nos interessa o coeliciente tle transmiss-o 1, que espccifìca a probabilidadc de

. .,re e oartícuta seiatransmitidaatravésdodegraudaregiâ'ox(0para arcgiÍox )0.Ocálculo

ìJ i¿'tig.irr*enie mais complicado do que o cálculo de R, porque a vetocidade da pætr'cula é

¡tiferente næ duas regiões. Segundo a convençâb aceita, os coefìcientes de transmissão e refle-

f ;;:ä;; ;rãade dJfinidos em rermos de razões entre fluxos de probabilida de.umrtttxo de pro'

\ *li¡¿ra, é a probabilidade por segundo de que uma partlcula seja encontrada ao cruzar algum

[ *rì" ¿. referäncia, ,. rou.ndo em um sentido particular. O fluxo de probabilidade incidente

I ãl orobabilidade por segundo de encontrar a partlcula cruzando um Ponto emx ( 0 se moven'

I io ,io ,.nti¿o de i crescente; o fluxo de probabilidade refletida é a probabilidade por segundo

I ãe encontrar uma partícula cruzando um ponto em x ( 0 se movendo no sentido de¡ decres'

,âl ænt.; e o fluxo de probabilidade transmitido é a probabilidade por segundo de encontrar uma

[ll"ri,i.rft cruzando um ponto cmx ) 0 se movendo no sentidodexcresc€nte'Comoaproba'

./ li¡¡A^¿" por segundo de que uma partícula cfuze um dado ponto é proporcional à distância que
- 

I ,1, *r.-t. po-, *.grndo, o fluxo de probabilidade é proporcional nã'o apenas à intensidade da

I 
"r¿ã 

,orooråd", rias também à velocidade apropriada da partícula. Portanto, segundo a defi'

þiçeo .ìtriir, o cocficíentc dc reflexão R é

^H (+*) (*#) (++l

kt (2kr)' 4ktk2

kt (kt + k2)2 (kt + k2)2

bndc u¡ é a velocidade da partícula na rcgiã'o x ( 0. como as velocidadcs se simplificam, o que

resta é idôntico à fórmula que usanìos anteriormcntc para /{. Para I, as velocidades n¡í'o se sim'

E) Vo (640)

(64r)

, e temos

ondc u2 é a velocidade da partícula na rcgia-o x ) 0. Mas

. Pt ltk¡

.i u'mm

.Asslm, a cxpressão acrma da

,ffi=i[åJ

(642)
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É, fácil mostrar, substituindo R e T de (óa I ) e (6a2), que

R+1=l (643)

Esta relação útil é a motivação que temos para definir os coeficientes de reflexão e transmissâo

em termos de fluxos de probabilidade.
O fluxo de probabilidade incidente sobre o degrau de potencial é dividido em um fl¡¡q

refletido e um fluxo t¡ansmitido. Mæ (6a3) mostra que sua som¿ é igual ao fluxo incidente; ¡.
to é, a probabilidade de que a partícula seja transmitida ou refTetida é um. A Partícula nã'o desa.

parcce no degau; e ela também não se divide nele. Em qualquer tentativa particular, a partÍcula

irá em um sentido ou em outro. Para um grandc número de tentativas, a probabilidade média de

ir no sentido de x decrescente é dada por R, e a probabilidade média de i¡ no sentido de x c¡es-

cente é medida por 7'
Observe que rR e Inão mudam de valor sc trocamos k1 por k2 em (640) e (642).Ur¡

instante de reflexÍo deve convenccr o cstudante que isto significa que æriam obtidos os mesmos ifr

valores de R e 1, se a partÍcula incidisse sobre o degrau de potencial vinda da região x > 0.4 t;lE

funçã'o de ond¡ que descreve o rnovin¡ento da partícula, e conseqüentemente o fluxo d. pl9.b1- 
$;

bilidade, é parcialnrcnte refletida, sirnplcsnìente porquc há unra mudança descontínua em lz(x), i

e não porque lz(x) torne-se maior no scntido de i¡¡cidência da partícula. O comPortamento de ;

li e I quando k¡ e k2 sã'o trocados envolve uma propriedade cåracteflstica de todas as ondas, li

que, na ótic¿, é às vezes chamada propriedade de reciprocidade. Quando a luz pæsa perpendicu- ir
larmente através de uma superfície lìna entre meios com diferentes índices de refra$'o, uma f¡a-

ção da luz é refletida devido à mudança abrupta em seu comprimento de onda, e a mesma fra'

ção é re{letida, independententente de se a luz incide por um lado ou por outro da superfície.

Aconteæ exatarnento a mesma coisa quando uma partÍcula microscópica sofie unra mudançå

brusca e¡n seu contprirncttto de onda de de Broglie. Na verdade, as cquaÉes que govcrnam os

dois fenômenos têm a mes¡na for¡na. Vemos, mais uma vez, que unla partícula microscópiø

se move de u¡na maneira o¡¡dulatória.

Na lìgura (¡ll cstab fcitos os grífìcos dos coclìcientcs tie tra¡¡s¡njssio c rcflexão como

função da ßzÃo EfVs. Substi(uindo k¡ e k2 em (6a0), obtemos que essås expressõcs paraos

coeficicntes tlc ¡efìcxã'o e trans¡rúss5o podcnr ser cscritas e¡n termos da razÍo Ef Vs na fórnla

¡R=r- r=[:Jl=w\
v+vl_volt/

E

h 
r, $44)

A figura também mostra o rcsultadcr

R=l-T=l
E

-< 
I

vo

obtido e¡n (6-27) óa seçlo precedente para unì potcncial dcgrau com E/fs ( l.
Por exernplo, para Ef Vs = 1,33 o cocficier¡te de transnrisslfo tem o valor T = 0,88.llsta

ftzão EfVs corresponde ao caso k. = k¡llicuja dcnsi<jade de probabilidade está ilust¡ada na fì'
gura 6-10. Obscrvc daquela fìgura quc a plobabilidadc dc cncontrar a partícula em urna dada ex'

tensão do eixo x, suficierìtcnìcrìte grandc para que torncmos u¡rn nlédia das flutuaçõcs quânti'

cås na dcnsidade clc probabitidadc, é quasc duas vcz¿s maior à rtireita do potcncial dcgrau do

quc à csqucrda. Dc uln ponto r.le vist:r cldssico, que é apropriado para discutir uu¡a nrddia <las 'l

flutuaçr5ei quinticas, pode scr tlito quc rs razõss para isto são: (a) a probabilirlade dc quo a pu'
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FIGURA 6-l I . Os cocficientes de refìcxa-o e transmissa-o R e T pua uma partícula incidentc sobre um pot€n-
cial degrau. A abscissa ElVo é a raza:o entre a encrgia total da partícula e o aumento em sua

cncrgia dc potencial no degrau. O caso k, = ?,t¡, ilustrado na fþura 6-10, corresponde a

ElVo = 1'33'

Da fìgura 6-11 vemos que aenergia da partícula deve ser consideravelmente maior do que

a altu¡a do potencial degrau antes que a probabilidade de ocorrer reflexe-o se tome desprezível.

No entanro, o caso em que t se torna mu¡to grande não é necessariamente o c¿so do limite clás'

sico, para o qual sabemös que não há absolutamente reflexão. Isto porque (644) diz que R de'

panàr .prn^t da razão Ef Vs de forma que ele vai manter o mesmo valor se I/s cresc€r tã'o rapi'

Lr.ntJ quanto É.. Isto parec€ paradoxal, a menos que observemos que, no limite de åltas ener'

gias, a noisa hipótese de que a mudança no valor do potencial degrau lz(x) é completamente

ãbrupta não poãe mais ser sequer uma aproximação para uma situação física real. Se a fun$o

potenciat mudar (apenas) muito lentamente com x, então o comprimento de onda de de Broglie

vai mudar (apenas)muito lentamente. Neste caso, a reflexão será desprezível porque a mudança

em cornprimento de onda é gradual, e a reflexão surge a partir de uma mudança brusca no com'

grimentå de onda. Especifìcamente, se a variaçã'o relativa em lz(x) é muito Pcquenaquandox
' varia por um comprimento de onda de de Brpglie, entã'o o coeficiente de reflexão será muito

pequeno. Isto dá origem ao limite clissico, jri que nesse limite o comprimento de onda de de

i" broglie é tão pequeno que qualquer potencial fìsic¿mente realístico lz(x) muda aPenas por uûu

, li ttaeo desprezível em um comPrimento de onda.

ll , fara partículas em sistemas nucleares ou atômicos, o comprimento de onda de de Broglie

,: þodc scr grinde em relação à distância na qual o potencial que atua sobre a putícula muda seu

. .: valor de forma significativa, Entfo o potencial degrau é uma aproximaça:o muito boa. Pa¡a estæ

partículas microscópicæ, a probabilidade de reflexão pode ser grande'

EXËMPLO 6-3

Quanclo unt nôutfon cntra cm um núclco, fica sob influôncia de um potcncial que cai na superfície nu-

clcar ¡nuitO râpidatncnte de um valO¡ externo constante V = 0 a Um valor intcfno constante de cerca de
y = -50 McV. A qucd¡ no potgnciâl é o que faz com quc um nêutron Possâ estal ligado em um núcleo' c.on-

sidc¡e unr nêutron ìncidindo sobre um núcleo com uma energia cinética cxterna ¡( = 5 MeV, que é típica de

um nêutron logo quc ele é emirido a partif dc uma fissão nuclear. Faça uma cstimativa da.probabilidade de

que o nôutron scja rcflctitlo n. rup.rfí"i" nuclcâr, dcsta forma não cOnscguindo ent¡ar e induzi¡ outra fis-
sat nucler¡.

Para uma cstirnat¡va, podcmos supor o potencial nôut¡on-núcleo como scndo um potencial degrau uni-
dimcnsional, co¡¡ro cstí ilustia<to na figura 6-l 2. Dcvirlo à propricdade dc reciptocidade do coeficicnte de re'
flcx¡lo, Podcnlos calcul¡í'lo a p¿rtir de (6-44). usando /o = 50 McV c¿' = 55 Mev' por motivosquc podem ser

li¡stos a partir rtc uma obscrvaçlo da figura. Temos
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Í _T,Eõ'FY
R=l:l =0'29

\ + r/t - 50/5s /
Esta estim¿tiva dá uma idéia correta da grande importáncia do fenômeno da ¡eflexalo quando nêutrons de ba¡-

- .n"rgi" colidem com núcleos. Mas o valor numé¡ico obtido pare o coeficiente de ¡eflexão não é muito pte-

ciso, já lue o potenc¡al nêutron-núcleo reel nalo câi tâo abruptâmente na superfície nuclear quanto um poten-

cial degrau compamdo ao comprimento de onda de de Broglie. 
^

6.5 Ä BARREIRA DE FOTENCI.AL

Nesta s€ção, consideramos uma baneira de potencial, como está ilustrado na figura 6-13.

O potencial pode ser escrito como

ve)=?
0(x(¿

x(0our)a
(il5)

)

*è/

t,.y

ì_.,

l-d

lt'

I

\"1

{

Segundo A mecânica ckissica, uma paftl'cula de energia total f na regiâ'o x ( 0, que incide sobre

a bareifa se movendo no sentido de x crescente, tem probabilidade um de ser refletida, se

E 1 Vo,e probabilidade um de ser transmitida pera a região.t > a æ E > Vo -

Nenhuma destæ afrmações descreve de forma precis:¡ os resultados da mecânica quîntica.

Se E nÍo for muito maior do que I/0, a teoria prevê que \¡ai hever dguma reflexão' excetO parl

certos valores de E. Se E nlto for muito menor do que I/6, a mecánica quântica prevé que há

FIGUR-A, Gl2. Um nêutron com energia cinética exte¡na K incidentc sobre um potencial dcgrau dccrcsccntc

de profundidade %, que se aproxima do potencial de um núcleo, Sua energia total, mcdida ¡

pafir do fundo do potencial degrau,é E.

uma certa probabilidade de que a partícula seja transmitida através da barreira para a rcgião

x> a.

No momento em que atravessa uma baneifa cuja altura excede sua energia total, uma pa¡'

tícula material está se comportåndo exclusivamente como uma onda. Mæ na região após a bar-

reira, ela pode ser detectada como uma partícula localizada, sem que seja introduzida uma in'

certeza sigrifìcativa no conhecimento de sur energia. Assim, a Penetraçã'o em uma região clilssi'

camente proibida de largura limitada pode ser obsefvada, no sentido que a Partícula Pode sor

observada, tanto antes como depois de atravessar e baffeira, @m energia total menof do que a

energia potencial na região proibida. Vamos discutir algumas das conseqüôncias deste efeito fas'

cinante nesta sego, bem como algumas conseqüéncias da reflexlto de partículas tentando passar

por uma barreira. A próxima seÉo está dedicada exclusivamente a exemplos destc cfcito, tam'

bém chamado de efeito túnel, e considcra três de importância particular: (l) a emissão dc partí'

culas d por núcleos radioativos através da barreira de potencial que âtua sobre elas nas vizinhan'

ças do núcleo, (2) a inversão da molécula de amônia, que fomece umâ freqüência padrão pâra

relógios atômicos, e (3) o diodo túnel usado como interruptor em circuitos elctrônicos rdpidos.

258

=
il

t¡l

Para a barreira de potencial de (6.a5), sabemos dos argumentos qualitat¡vos do último ca-

oftuto que devem existir solu$es accitáveis da equaçalo de Schroedinger independente do tem'

þplra todos os valores da energia lolal E > 0. Também sabemosque aequaçã'osedivideem

y(x)

FIGURA 6'13. Uma baneLa de potencial.

tÉs equações separadas para as três regiões:x ( 0 (à esquerda da barreira), 0 (x (¿ (dentro da

barreira),ex>a(àdireitadabaneira).Nasregiõesàesquerdaéàdireitadabaneiraaseqrl¿t'
Cões sâ'o as de uma partícula liwe com energia total E. Suas soluções gerais são

þ(x)=4¿ìkv * 6r-íkrx

ú(r)=C¿*lt 4Pr-ikÉ

ry'(-r) = ¡¿-k Irx + (;¿ttx

onde

rrr=Ñ
h

No segundo caso,E) Vo,é

. Jr^tr
ftr =--l-

x(0

x)a

01x1a

(646)

(647)

E 1Vo

Na região dentro da barreira, a fornra da equação, e de sua solução geral, depende de se E ( lz6

ou E ) Vo. !â lralamos estes dois casos nas seções anteriores. No primeiro caso, E < ¡/0, a

solu$o geral é

pç¡= prikrrrx * 6r-iknrx O1x 1a (648)

6@=võ E) Vokn,

observe que (647) envolve exponenciais reørs, enquanto que (6a6) c (6a8) envolvem expo'

nenciais complcxas.

2s9



Co¡no estamos considerando o cåso de uma partícula incidindo sobre a barreira vinda da

esquerda, na região à direita da barreira pode exislir apenas uma onda transmitida,jii que não ¡6

nada ¡ressa região que produza reflexfo' Assirn, podernos fazer

D=0

Nesta siruação, e¡trctanto, nlo podcntos fazer G = 0 enr (647),jã que o valor de x está limita.

d<r na regiÀo da ba¡reira, 0 (.r ( ¿. de fornra quc ú(x) pata E 1lle nA-o pode se tornar infìnita.

nænte grande. ntcs¡t¡o sc a cxporrcncial crescentc cst¡vsf presente. Tarnbénl não podemos fa¿a¡

G = 0 cm (ó48). j¡¡ que ú(¡), p'tra E ) fs, scrá unìa cor¡¡poncnte rcfìctida na rcgilo da bar¡ei.

ra. quc sc origina na dcsco¡rtilruidldc do potcncial etn x = ¿1.

Considere¡nos prinreiro o cåso enì quc a energia da partícula é menor do quc a altura da

barreira, isto é, o caso:

E 1Vo

Ao igualarnros as equações para p(.x) e dþ(.r)ldx nos porìtos -r = 0 e .r = d, obterernos quatlo

equações para as constantes arbitr¡irias A, l], C, I'e (,'. Estas equações podem ser utilizadas para

cålcular B, C, F- e G ern termos dc l. O valor dc z1 detcrntina a antplitude da autolìrrção, e ¡lde
ser nla¡rtida arbitrária. A f<lrnla da dc¡rsidade rlc probabilidade corresPondente à autofunção ob-

tidaéindicadanafigura6.l4parau¡nasituaça-o.típica.Naregiâox)oafunçãodeondaéu¡tu
onda plana, e portarìto a dcnsidade de probabilid:rdc é constsnte, conìo para x ) 0 na fìgura

6-l0. Na rcgifo ¡ ( 0, a l'urrçlio tlc o¡rtl¡ é l)¡sica¡nciltc u¡¡ra ottrh estacio¡tiria, tlìas tc¡ll ellt sua

compclsição tanìbétu unra tl¡rdil (luc sc I)ro[)r¡g,r, tlcvido ao lãto rl¡¡ orrd¡ rclletida tcr tlnta atttpli'

tude menor rlo quc a da orrd¡r irrcitlcntc. l)orta¡tto. ¡ tlcnsidlrl: tlc probatlilidtdc ncssa rcgiio os'

cila, n¡as tc¡ì vxlorcs r¡rí¡li¡nos unr pouco lttait¡rcs dtl quc z.cro. corìto pîra-v ( 0 na fìgura 6'10.

Na rcgiã'o 0 (¡ (¿, a funç.a-o dc r¡¡rda tcnì co¡rìponc¡rtes dos dois tipos, Inas é basica¡nc¡ttc unla

onda cstacionária de arnplitudc dccrcsccntc cxponcnùialnìcr¡lc, c csse comportanìetlt(l potlc sct

observado se vcrifìcan¡os o conìporta¡rìcnlo rl¿ dc¡rsitlirtlc dc probabilidade na rcgiafu.

lj¡CUR^ ó.14. Â lunçrio tlcrrsitl¡dc rlc ¡Íolrrbilidrrlc ,1, ..p pilrr urrru siluaçÍo tiPicr dc pcnctruçio tlc Irrrrcir¡.

0 rcsultatlo ¡nris irrtcressantc do c:ilcuk¡ ú a ruz.:it¡ T crttrc o fluxo de probabilidade trlns'

mititlo atravds d¡ barrcira para a rcgifo -r ) ¿ c r.¡ fluxo <lc probabilidadc incidcrrtc s<¡brc a bar'

reira. Oblenros quc csse coefìc¡cnte dc tra¡tsntissÍo é

sc¡rhz k¡¿ I '

.flTj,=ffi=|.

.¡,r(.r, t).1,(I. r) Quül(lucr I
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E 1Vo

Se os expoentes forem muito grandes, esta fórmula se reduz a

-2kta krra)) I to-)u)

como pode sef facilmente verificådo. Qr¡ando (6-50) é uma boa aProximação, 1é extremamen'

te P€queno.
Estæ equações fazem uma previsão gue, do ponto de vista da mecánica clássica, é bem no'

dvel, Elas dizem qræ u¡na partícula de massa m e energra total E, incidente sobre uma banei¡a

de potencial de altu¡a Vo ) E e largura finita ¿, tem na realidade uma certa probabilidade ?" de

pnittu na barreira e ap¿rrecer do outro lado. Este fenômeno é clømado penetrafio de barreÙa

ou eleito ninel. Evtdentetr,ßnte, T é prat¡camente nulo no limite clássico, Porque nesse limite a

Er¿rndez¡ 2mVsa2 ltf , que é uma medida da opacidade da barreira, é extremamente grande.

Vamos em b¡eve discutir a p€netraçã'o de barreira em detalhes; mas, antes disto, termine-

mos de descrever os cálculos considerando o cåso no qual a energ¡a da putícula é maior do que

a altua da baneira, isto é, o caso:

E) vo

Neste caso, a autofunção é oscilatória nas três regiões, mas com comprimento de onda maior na

região da barreira,0 (x (ø. O cálculo das constantcs B, C, F eG,pormeio daaplicagâ'odas

condiçõesdecontinuidadeem¡=Oex=a,levaàseguintefórmulaparaocoeficientedet¡ans-
nússá'o

r=ßå(-Ð,

sen2 kl¡ro l- t

-;ç;)I
(y'krrra - ,-tk¡1a)

"

,=ffi=l-
[.

(6-s r )

kutI = E) vo

EXÈMPLO 64
Umeklt¡onincidcsob¡eumabarrei¡aretarì8ulardealtu¡a Vo--l0eYeluguraa =l,8xl0-'om.Es'

h ba¡¡eira rctanguhr é urna idcalizaglo rla ba¡¡cLa cncontr?da por um elótron espalh¡do por um átomo dc
t¡m gás negativamente ionizado no "plasma" de urn tubo.¡lc dcscarg:¡ Easoso. A ba¡¡ci¡a rc.rl nalo é. cvidcnte'
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mente, retångula¡, mas tem aproximadam€nte a altu¡a e a largura citadas. ûlcule o coeficienle de transmiss&

1 e o coeficiente de ¡eflexai R, em função da energia lotal do elétron.

Do exemplo 6-2, podemos yer que, se f é uma fnção apreciável de t/o, a dislância_de penetraçâo 6¡
será comparável à largurã da barreira, a. Podemos polanto esper¡rr uma transmissalo apreciávcl al¡avds da ba¡

rei¡a. Pa¡a determiner quanto wle exalamente esta transmissío, vamos usar os dados numó¡icos para cålcula¡

a combinaçâo de parârnetros

2mVoaa

h2

2x 9 x l0-!r þx l0eVx t,6x lO-teUeVx (1,8)t x l0-'om2

l0-ó I Jt -s?

=9

que aparec€ em (6-49). A partir disso, podemos traçåf um gráfico de I, e também de R = I - I, em fung'o

àee¡VÚnar€giäoO<Elroql.Og¡áficoémost¡adonafigura6-15,VemosquelémuitopequenoguaÞ
do ElVo << I . Mas quando E /Vo é apenas um pouco maior do que um, de forma a que É' seja aproximada.

mcnlet'liograndequanto Vo,Tnão éabsotutamentedesprezível.Porexemplo,quandoEvalerametadede
yo, de fotlma qlue 

-ElVo 
= 0J, o coeficienle de transmiss¡io lem o valot aprec rÅvel T = 0p5. Ë evidente qug

os elétrons podem penetra¡ ncstâ baneira com relativa facilidade'
paraElvo > l,catculamos T,eR= I - 1,a partirde (6-51),usandoamesmacombinaçíodcpará-

met¡os anterior. Os resultados tambem s¿]o most¡ados na figura 6-15. Pa¡e ElVo> I,o cocficienledetr¿ns-

missalo 1é em geral um pouco menor do que um, devido a reflexõesnasdescontinuidadesdopotcncial.No

entanto,de(6'51)podesetvistoquel=lsemprequek1,p=a,2a,3a,"'Estaésimplesmcnteacondiçaìo
de que o comprimento da regiaio da ba¡¡eira, a, seja igual a um número intei¡o ou semi'inteiro de comprimen-

tos de onde de de Broglie À¡ll = 2oÂlll ncssa regiâo. Para esta batreira particular, elétrons dc energ¡¡

E=2leY,53eV,etc.,satisfazemâcondiç.ifokrrra=a,2r,etc.,eass¡mpâssâmparaarcgiil-ox>asemquÉ
hajaqualquerreflexâo.Oefeitoéumrcsultadodãinterfc¡ênciaconstrulivacnlrereflcxõcscmx=0e¡=¿.
Esiá intimamentc relacionado ao efeito Ramsauer observado no espalhamento de clétrons dc baLras energias

por átomos de gases nobres, no qual elótrons com certas energias na regiâo de poucos elétrons-volt passr¡¡

at¡avós desses átomos como sc cles ná'o existisscm, c têm portanto cocficientes de transmissío iguais a um.

Essencialmente o mesmo efeito é obscrvado no cspalhamcnto de nôutrons, com energias de uns poucos

MeV, por todos os núcleos. O efeito nucléar, chamado ressonância de forma, será discutido mais lårde neste

cufso.

o l ,rlro lo

FTGURA 6-l5.Os cocficientcs de rcfìcxar-o e transmiseio R e ,n para uma partícula incidindo sobrt'uma bar'

reLadepotcncial dcaltura f/o clargura¿,tal que2mVoa| lh2 =g.Aabscissa Í)/Voé,at'nÍo
entre a cne¡8ia total da partícula c a altura da ba¡rci¡a dc poicncial.

Podemos juntar os resultados das três últimas seøes comParando o grálìco da depcndðn'

cia em energia do coefìciente de reflexão R por uma barreira de potcncial, na figura (r-l 5, corn o
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i.¡¡esmo gráfìco pala um degrau de potencial, na fìgura 6-l l. As comPâraÉes moslram que para

ás dois potenciais, R + I quando E/Vo * 0 e R * 0 quando ElVs - æ, com a diminuiçã'o om R

oærrendo cm torno de E/V6 = t. No enlantc, parâ r barrcirs dc ¡ntcncial o coefìcienle de rc'

flexlo se aprox.ima graduâlmente tlc um, ern baixas energias, jd que â lâr8ura finita da reg.ialo

classicamente proibida permite algunra lransnrissã'o. TamMm, o coeficicnlc de ¡efìexifo da ba¡'

reira de potencial, em altas energias, oscila, devido às interferôncias entre as reflexões em su¿ts

¿uæ descontinuidades. Como o degrâu de potencial pode scr considerado como um caso limjte

de uma barreira de largura muito grande, podemos ver, de nosa comParação, o cûmportamento

do coeficiente de rellexlo da barreira de potencial nesse limite.
Vamos agora discutir em dctalhes æ origens deses resultados. Todos eles envolvem fenô'

menos que surgem do comportamento ondulatório do movimento de partr'culu microscopicæ,

e cada fenômeno também é observado cm outros tipos de movimento ondulatório. Como obser-

wmos no Capítulo 5, a equação diferencial independente do tempo que governa o movimento

ondulatório clásico tem a mesmâ forma que a equaÉo de Schroedinger indePendente do tem-

po. Por exemplo, radiação eletromagnCtica de freqüência y se propagando através de um meio

bm índice de refração lr obedece à equação

¿2 ú(x)

-1

dxz

onde a função r/(x) especilìca o valor do campo elétrico ou campo magnético. Quando a com-

paramos com a equaçã'o de Schroedinger independente do tempo, escrita na forma

ry**w- r(x)|r/(x)=6
dx' h-

podemos ver que elæ são idênticæ se o índice de refração da primeira for relacionado â função

potencial da última por meio da relação

c /2m
t'$)= ,*J Ê lE - v(x)l

(+ù' ú(x)=o (6-s2)

(6-s3)

Logo o comportamento de um sistema ótico com índice de refração trr (x) deve ser idêntico ao

comportamento dc um sistema mecânico com energia potcncial lz(x), desde que as duas firnções

t..estejam relacionadas corno em (6-53). Sem dúvida, eústem fenômenos óticos exatamente aná'
l, logos a cada um dos fenômenos quânticos que surgem ao considerarmos o movimenlo de uma
. partícula não ligada. Um fenômeno ótico, inteiramentc análogo à transmissão total de partfcu-
; las por barreiras de comprimento igual a um número inteiro ou semi-inteiro de comprimentos

de onda, é utilizado no revestimcnto de lentcs para obtenção de transmlssões muilo altas de luz
e em filtros óticos de fìlmcs finos.

Um análogo ótico da pcnetrrça1o de barrciras por parlículas é obtido com os índiccs de rc'
fraçfo imagindrios que surgcm na rcflcxfo intcrnir total. Considerc unr raio de luz incidindo so-

bre uma superfície de separaçã-o entre o ar e o vidro em um ângulo maior do que o ângulo críti-
co 0". O comportamento resultante do raiodc luzé chamado reflesäo intematotal,eestá ilus.
trado na parte supcrior da figura 6-l 6. Um tratamento dctalhado do processo em termos da teo-
ria eletromagnéticâ mostra que o índice de rct-ração, medi<lo ao longo da linha ABC,érealna
região AB, mas imagirrário na regiãrr ßC. Obscrve quc um tr(x) imaginário é sugorido por (6.53)
para uma regifo andloga a uma na qual l!'( lz(x). Âlém disso,a teoriaclctromagnéticamostra
que há vibrações elctromagnéticas na rcgião BC, exatamente com a mcsma forma da onda esta-
cionária exponcncial decrcscentc dc (6-29) para a rcgilo onde f < V(x). O fluxo de energia (o
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vetor de Poynting) é zcro ncsta onda eletrolnagnética estacionária, asim corno o fluxo de

babilidade é z*ro pata a ondû cstacionária da nrecînica quântica, de forma que o raio de luz

totalmente refletido. No cntanto, sc um se8undo bloco de vidro for colocado suficienteme¡1

próxinro ao prilneíro bloco, tlc fonna a estar na rçgiâo na qual æ vibrações eletronngnética5 ¿¡

da são aprccilveis, cssas vibraçõcs slo captadas c se ProPagam atfavés do segundo bloco. Aid

disso, as vibraçõcs eletrornagnéticas no espaçamento com ¿u agola conduzem um fluxo de

gia até o segundo bloco. Estc fenômeno, chanado refiexiío inter¡w total frustradt, está ilus

na parte inferior da figura 6-16. Acontece basic¿mente a mesrrul coisa no caso quántico, qu

^ 
repjão na qual E < V(x) é diminuída desde uma lugura inlìnÍta (degrau de potencial) até

largura finita (barreira de potencial). A transmissão de luz atravds do espaçanrento com af,

um ángulo de incidência maior do que o ângu¡o crÍtico, foi observada pela primeira vez

Newton, por volta de 1700. A equação relacionando a intensidade do feixe transmitido co¡¡

largura do espaçamento com ar, e outros píuâmetfos, é idêntica em forma a (649), e foi ve¡il

cada experime¡ttalmente.

I;IGURA 6-16,Ao arto: llustraça:o da rcfìexalo intcrna toral dc um ¡aio dc luz. O ángulo de incidôncia ó ¡nai¡

do que o ángulo crírico. É'móørxo : llustraça-o da ¡eflexalo intc¡na total ftustrada. Uma parte Ö

¡aio luntinoso é t¡ansmitid¡¡ at¡avés do cspaçanìcnto com ar se cste for suficicntenlcnte 6'

É particularmente fácil observaf a reflexão interna total frustrada de ondas eletromagnét¡'

cas usando a região de microondas do espectro e dois blocos de parafina separados por um

ço contendo ar. Atém disso, uma verifìcaøo cuidadosa das fotografias dos "tanques de I

åæ fìguræ 6-17 e 6-18 mostrarão que o fenômeno pode ser observado até comondasde

A reflexão interna total frustrada, ou seu equivalcnte quintico, a P€nctraçio de barrei¡as'

a partir de propriedades cotnuns å todas as formas de ¡novinìento ondulató¡io, tanto c¡ös¡g

quanto quântico.

2q lo)

Ð(EMPLOS DE PENETRÄçÃO DE BARREIRá,S POR PARTICULAS

Há Uma série de exemplos imPoftantes e interessantes de penetração de barreiras por pal'

iLuþs,¡ucrosøpicas, Um exemplo comum, mæ não reconhecido abertamente como tal, ocorre

[f Uguçoæ elétricæ domést¡cås com fìos de alumínio. A f3r1a usual com 
3": Tl t]:lT:t::l

,, ii"?"ir fios é torcendoos em conjunto. Freqüentemente há uma camada de óxido de alumí-
r"Ioentre 

os dois fios,e este Íiater¡ald um isolante muito bom. Felizmente,ac¿madaéextre'

,J*n,r fina, de forma que os elétrons que se movem através do fìo são capazes de ultrapæsar

s carfladaPor Penetraøo de barrei¡a'

l:ì'

6-17. A rcflcxa-o interna total de ondas dc água, À esqucrda, é produzido um conjunto de ondas em

uma r¡:gia--o dc água rasa, scndo as ondas ilunrinadas de forma a que suas cristas scjam facilmen'

te visívcis, As ondas são reflctidas totalme nte no limite da regia-o ondc a camada dc água fica

abruptamente mais profunda; a ¡eflexão ocoffe pofque a vclocidade das ondas na água depen-

de da profundidade ia água. Observe que a Íntensidade das ondas cai rapidamcnte quandö elas

tcntam penctra¡ na rcg¡a:o de água mais profunda, mas que existe alguma penetraça:o ncsså re'

gia:o. (Cortcsi¿ Film Studio, Education DcvcloPment Ccnter)

Historic¿mente, a pfimeifa aplicaçã'o da teoria quîntica de penetração de baneiras por

ulas foi a explicaça'o de um paradoxo, existente há muito, relativo à emissão de partículas

å * O.."irnrnt" ã. "i.fr* rad¡oativos. Como exemplo, consideremos o núcleo de U23E. Ä
'energia potencial VQ) de uma partícula c a uma distância r do centro do núcleo foi pesquisada,

èrn torno de 1910, por Ruthcrford c outros, quc realizararn cxpcriências dc espalhamento.

IÅando como testc as partículas a de 8,8 McV enritidas por núcle<ls radioativos de Po2r2, foi
observado que sua probabilidade dc espalhanrcnto em vários ângulos por núclcos de U236 estava

;,
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PIGURA Gl 8. Rcflexalo interna total frust¡ada de ondas de água. Quando a regia:o de maior profundidade se

torna um espaço suficientemente estreito,esondasque penetfa¡am na água mais profunda sa-o

captadas e transmifidas para a segunda rc8¡ão de água rasa. (Cortesia Film Studio, Education
Development Cenler)

de aco¡do com as previsões da fórmula de espalhamento de Rutherford (vide Capítulo 4). O es.

tudante deve se lembar que ess,a fórmula se baseava na hipótese de que a interaçã'o entre e partf-
c,ula a e o núcleo se dava estritemente segundo a lei de repuls¿to de Coulomb,que se esperâria
que atuasse entre dois objetos esféricos carregados positivamente. Assim, Rutherford foi capaz

de conclui¡ que, para o núcleo Uttt, â função potencial /(r) que influenciava ume partfcula û
vizinha seguia a lei de Coulomb, V(r) = 2Ze2 l4neor, oîde 2e é a carga da partícula a e Ze é.a

carga nuclear - pelo menos para distânciæ maiores do que r" = 3 x 10-r a m, onde lz(r") = $A
MeV, a energia da partícula û de prova. Também era conhecido, a partir do espalhamento de

partículas c por núcleos de átomos leves, que /(r) eventualmente deixa de ser proporcional â
l/r, quando r 1 r' , o raio nuclear, embora nesta época o valor de ¡' não fosse conhccido para os

núcleos de átomos pesados. Além diso, como as partículas a são eventualmente emitidas.por
núcleos de Ú3E, supôs-se que elæ existisæm dcntro de tais nrlcleos, aos quais elas estariam nor-
malmente ligadas pelo potencial V(r). A partir destes argumentos, conclui*e que a forma de

VQ) na reglo r 1r" deve, qualitativamente, ser como está mostrado na figura 6-19. Esta con-,
clusão foi verifìcada por experiênciæ modernas que envolvem o espalhamento de partículæ a

produzidæ por cíclotronscom energiæ suficientemente altæ para permitir a investigaçã'o do po-

tencial sobre todos os valores posíveis de r.
O paradoxo estava relacionado ao fato qtre também se sabia que a energia cinética de p¿r-

tículas a emitidas em decaimentos radioativos por U'38 erade 4,2 MeV. A energia cinitica era,
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.: ¿videntemcnte, medida a uma distáncia nluilo grantlc do núcleo, ondc V(r) = g, a energia ciné-

' tica se igualava å energia total E. Este valor para a energia lotal constantc das parlrculæ c (do

ãecaimento¡ cmitidas pclo U23t t¿nrbém está mosttado na figura 6-19. Do ponto dc vista da

mecåniø clássica, a siluaça-o era ccrtarnentc paradoxal. Uma partícrrla o com energia total f es-

d inicialmente na região r ( r'. Esta região d separada do resto do espaço Por uma barreíra de

potencial de altura que se sabia ser pelo menos duas vcz¿s maior do que E. Ainda æsim, obser-

,,ouor qua ocåsionalmente a partícula d penetra na barreira e se afastâ, índo para valores maio-

res de r.
Cotocando o problema de outra forma, segundo a meca-nica clássica uma partícula c emi-

tida de uma regiar-o onde a função cnergia potencial tem a forma indicada na figura 6-19deve,

neæssariamente, ter uma energia cinética muito maior do que a que foi observada na realidade,

FIGURÄ6-lg.Aenergiapotcncial fqucatuasobrcumapartículacaumadistânciardoccntrodeumnú'
clco de U2rr, c a cncrgia total E de uma partícula a cmitida por este núcleo ¡adioativo. Sabia-

se, a pa¡tk de medidas dc espalhâmeñto, quc a pütc sólida da curva do Potencial cstava de

acordo com a lci dc Coulomb. aló a distância da maior aproximaça-o ¡" de uma partícula o

com 8,8 MeV. A parle trâccjada da curva mostra que se supôs que o potencial continuava a

eslar dc aco¡do com a lei de Coulomb até o ¡aio nuclear r', onde ele deve¡ia cair muito ¡api-

damenle, de forma e termos uma regia-o onde a partícula pudesse estãl ligada. Uma partícula

e de 4,2 McV emitid¡ pelo núcteo radioativo deve penetra¡ na ba¡reira de potencial que vai do

¡aio r' ao ponto a uma diståncia ¡" do centro, onde a sua energia potencial I/ se torna meno¡

do que sua encrgiâ total E,

quandoelaestálongedaregiâo. Arazãodistoésirnplesmentequenamecânicaclássicaaenergia
total deve ser maior do que o valor mdximo da energia potencial, cæo a partícula escape da bar'

reira. Consideremos a seguinte analogia. Vocé está caminhando sob o vå'o de uma ponte muito

alta, sem olhar para cima. De rcpente, um tijolo atinge sua cabeça, mas apenas levemente' com

um leve toque. Nã'o há nenhum lugar de onde O tijolo possa ter vindo que não a ponte, mæ um

tijolo caindo de tal altura teria ganho uma energia cinética suficiente Para matá{o!

Em 1928, Gamow, condon c Gurney tratafam a emissão de partículas c cómo um proble-

ma quântico de penetração de barreiræ. Eles supuseram que /(r) = 2Ze2 l4¡eor, para r ) r" on'

de2eé,aargadapartícula aeZeéacargadonúcleoquesobraapósapartículactcrsidoemi'
tida.Elcssupuscramtambém queV(r)lEparar(r',comoestámostradonalìgura6'19.4
equação (6-50) foi utilizada no cãlculo do coel'iciente de transmissão T,já que o expocnte k,,4,

que determina ?', lem um valor grandc se compaiado a um. Na verdade, o expoente é tlo gran'

dc que a exponencial dolnina totrlmenle o comportamento dc I,e foi suficiente tomar

(6-s4)

I
I

I

îa,t
* o't
$u
u

¡Í?i.
'iri¡

if.
"i,

::u\:
'!í.\

.t"

Iincrgia cinética
paÌa grandcs r

r' r"=3,0x
l0-rt m

|= ¿-2k¡a = r-ZJQî,¡ti'¡1Vo-E¡o
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Esta expressã'o foi obtida para ur¡¡a barreira retartgular de altura lzo e largura a, mas pode

aplicada à barreira I(r), considcrando-a como sendo u¡n conjunto de barreiras retangulares

centes de altva V(r¡) c llrgura rrruito pequcna Arr. Este proc€sso leva, no l¡mite,à cxprcssa-o

'1, = e- 2 I ' Jtz nlt\1 tll/(tt.-t ldt

onde a integraçfo é feita entrc o raio nuclear r', rlo qual lz(r) passa a ser maior do que É-' ao raió

r"', onde lz(r) passa a icr mcnor do que É'. O uso de (6'5a), que foi obtido para utn c¡so u¡¡idi.

næ¡sional, em (6-55), que se rcfere a urtr problcnn tridinrensional, foijustificado Porque as

ticulas a são senrpre enútidas corn monìerìto angular nulo. Isto d, elas se movem fora do núcleo

ao longo de trajetórias basicanlente linearcs quc partem do centro nuclear, obcdecendo a equ¡'.

çõcs gue são l¡asic¿rnente unidi¡nensionais. l

A grandeza 1dá a probabilidade dc que enì uma tentativa uma partícula c penetre na bar.

reira. O número de tentativæ por segundo pode scr estitìrado (rlnro

u

2r'

se supuscrmos que uma paftícula a est¿Í oscila¡rdo conr velocidade u dentro do núcleo de diânle-

tro 2r'. Então a probabilidade por scgundo de quc o núcleo decaia emitindo uma partículac,

chanuda taxa de decainlento rq, scria

Sabcntos atualmente que (6-5ó) nalo é unla esti¡llativa muito Precisa, mas essa funfo, ou sua

fi.¡rm¿ mais correta, yaria tão lcntanrentc conrparada à riípicla variação da exponencial, que o re'

sultado expreso por (6-57) é uma estinlativa precisa.

Ao aplicar (6-57) a um núcleo radioativo particular, Camow, Condon e Curney considera.

fam todas as grandezas que aPafecem na expressão Conlo cof¡l¡ec¡das, exceto u e r' Q"'pode scr

calculado a part¡¡ de Z e de E). Supondo que u é conrparável à velocidade da part ícula c aSs r
emissã'o (isto é, muz 12 = E), a t?ùt^ de decai¡nento R é então uma função apenas do raio nucleu

¡'. Us¿ndo r' = 9 x l0-l s m, o quc é certamente coefente com os valores obtidos pelæ anzÍliæs

de Rutherford do espalhamento de partÍculas c por núcleos leves, eles obtiveram valoresdeA

que estavarn em boa concordância com os medidos experirnerrtalmente, embora a taxa de dec¿i'

mento para os d¡versos núcleos varie dentro de uma região extremsmenle grande. Por exemplo,

para Ui3! , a taxa de decaimento é R = 5 x l0-l ü s-t . Um exemplo, no outro extremo' é

Po2r2, para o qualÃ = 2 x lO6 s-t. Esta variagão em¡R é devida PrinciPalmente à varia$o,de

uma fonte radioativa pÍ¡ra outra, da energia f das partÍculas a emitidas. A altura da barrei¡a e o

raio nuclea¡ não variam dç forma significativa para os núcleos na região limitada da tabela perie

{ica onde se encontram os núcleos que emitem partículæ c. Uma comparação entre a experiêa'

cia e a teoria está mostrada na tìgura 6-20. A aplicação bemsucedida da mecánica quânticade

Sctrroedinger ao paradoxo da emissã'o de partículas a deu uma de suæ primeiræ e mais conún'

c€ntes YerilicaFes.
A penetiago de barreiras por átomos ocorre na inverúo periódica da molécula de unô

nia, NH¡. A figura 6-21 ilustra isquematicamente a estrutura desta molécuta. Ela consiste dc

trés átomos de H a¡rumados em um plano e eqüidistantes do átomo de N. Há duas posições de

equilíbrio totalmente equivalentes pafa o átorn; de N, uma de cada tado do ptano que contént

os átomos de H. A figura 6-22 indica a encrgia potcncial que atua sobre o ¿ítomo de N'conÉ

função de sua distância x a cste plano. A funçlo potencial lz(x) tem dois nrínirnos, conesPon'
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FIGURA 6.20. A pfobabil¡dade por segundo R de que uma pal1 ícula a de enetgb E seja emit¡da por um nú-

cleo ¡adioativo. ós ponLs são as medid.es experimentais c a curva ólid¿ é a preví5o de (6-57)'

um rcsultado dô tcoria de pcnetração de barrcifa'

(tdendo às duas posipes de equihbrio, que estão dispostos simetricamente em torno de um máxi'

no local em x = 0. Este máximo, que constitui uma barrei¡a separando as duas regiões onde a

futicul. pode estar ligada, surge das forçæ gulsilas coulombianas :* "yt":::Ï : 'j"T
i¡ä, Ñ 

" 
ele penetra nJ plano dãs átomos de H. As forçæ são suficientemente gÍandes Pa¡a que

.;;J
,;.{rÏsesundo a me@nrca.crassicâ o átomo.d€ I "* p"y:ü-?^:ï:::..i::::"1:,*j::::1:i

urn d, ,.* estados de menor enefg¡a, isto é, as menofes enefgias Possíveis Pant este potencial es'

lá'o abaixo do alto da barreira, como está indicado na fìgura' Mæ a penetração nas regiões classi'

rente proibidas permite que o átomo de N pæse através da ba¡rei¡a. Se ele está inicialmente

um dos lados, ele atraves$afá a baffe¡fa e ocasionalÍ¡enle apuecmá do outro lado' Entã'o ele

isto novamente no sentido oposto. O átomo de N na verdade oscila lentamente, através do

¡ dos átomos de H. A freqüêicia de oscilação é v = 2,3786 x l9roHz, quando a molécu¡a

no seu estado fundamental. Esa freqü€ncia é muito menof do que as encontfadas em vibra-

¡.

F¡GURA6.2l.Uma ilustraçãoesqucmáticadamoléculadeNHlAsesferasclarasrepreæntamosttêsátomos
, d" hidfogenio arr,ir.¿o, em um plano. As esfcras escuras fepfesentam duas posi$es de equi-

líbrio equivalcntes do único átomo dc N.
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ç6es moleculares que não envolvem p€netraçâ'o de barreira, ou em outlos fenômenos mOleC

res ou atômicos. Devido às simplifìcaçöes técnicas resultente$, a freqüência foi usada como

padrâo para os primeiros relógios atômicos, que medem o temPo com precisã'o mãxifiìa.

Um exemplo recente, e muito útil, de penetraçfo de barrciras ftor elétronsé encontrado

no diodo túnel. Ele é um componente semicondutof, como um trensistor' que é uudo em qi¡J

cuitos eletrônicos rápidos, já que sua resposta em alta freqüência é muito melhot do que e dr

quâtquet outro tfansistor. A operação de um diodo será exPlicada no Capítulo I 3, quando est(

verm;s discutindo semicondutores. Aqui diremos apenas que o diodo utiliza penetraçÍo dc b¿¡:

reira controlável para ligar ou desligar correntes tão rapidamentc que pode ser utilizado para f¿:

zer um oscilador que oPere em freqüências suPeriores a l0l I Hz. i

6-7 O rcçO DE FOTENCIAL QUADRADO

Næ sefes anteriores, consideramos o movimento de partículæ em potenciais que não sfo

câpâzês de limitálæ a determinadas regiões do espaço. Embora uma série de fenômenos quânti.

cos interessantes tenham surgido, a quãntização åa energia não apareceu. É claro que sabemosj

dæ discussões qualitativas do último capítulo, que podemos esperâr que haja quantização dc

energia apenæ no caso em que os potenciais são capazes de aprisionu uma partícula. Nesta se:

Éo vamos discutir um dos potenciais mais simples que apresentam esta propriedad e, o poço ¿le,

potencíal quadrddo.

O potencial nesse caso pode ser escrito como

Vo x1-al2oux)+al2
v(x) =

-al21x 1+a/2

E,
E.

E1

.86
E,

FIGURA 6-22, A energia potencial do átomo de N n¿ molécula dc NH, , como funçâo de sua diláncia ao Pl¿-

no que contém os l¡ês átomos de H, que está colocado cm x = 0. Em scus elados de mais Dar

xas energias, a encrgia total da molécula está abaixo do álto da barrcira que separa os dois nt'

nirnos, como indicado pelos autovalorcs do potencial mostrados na figura.

,A ilustração na figura 6-23 ndica a oriSem de scu nome. Se uma partícula tem energia totat

ElVo,entãosegundo amecânicackissicaelapodeestarsomentenaregião -a/21x1+dl2
(dentrã'do poço). n partÍcula está limitada a esta regi¿Io c oscila entre os extremos da regifo

com momento de módulo constante mas com sentidos alternados. Âlém disso, qualquer valot

"'b> O p^r^ a energia tolal é possívet. No entanlo, segundo a mecdncia quântica arr-nascerlos

valores da cnergia totâl scparados discretamenle sâo ¡nssrveis.
O poço de potencìal quadredo é freqüenlemcnte utilizado na mccánica quânlica Para r€'

íresentar uma situáção na qual uma pertícula se movc em uma rcgião limitada do espaço sob a

íifluenci. de forças que a mantêm nesta regi¿io. Embora este potencial simplifìcado perca alguns

dos detalhes do movimento, elc contém a característicå básica, de limitar a partícula â uma re'

eifo de um certo tamanho. Da discussão no exemplo 6.2, é evidcnte que é uma boa aproxima'
-6¡o 

representar o potencial que atua sobre um elétron de condução em um bloco de metal por

lneio de um poço quâdrado. A profundidade do poço quadrado é de cerca de I 0 eV, e sua largu'

-a12

FIGURÄ 6-23. Um poço de potencial quadrado.

ra é igual à targura do bloco. A figura 6-24 indica, utilizando um Ponto de viste diferente do

irsado no exempto 6-2, como podemos obter algo semelhante a um Poço quadrado superpondo

os potenciais produzidos pelos lons positivos do metal que estão bastante próximos uns dos ou'

tros, No exemplo 6-3, indicamos que o movimento de um nêutron em um nfrcleo pode ser apfo'

ximado se supusermos que a partrcula está em um poço de potencial quadrado de profundidade

cerca de 50 MeV. As dimensões lineares do potencial æ igualam ao diámetro nuclear, que é

cerca de l0-l a m.
Vamos iniciar nosso tratamento considerando, qualitativamente, a forma das autofunções

são soluções da equação de Schroedinger independente do ternpo para o poço de potencial

indrado de (6.58). Como nas seções anteriores, o problema se decompõe em três rcgiões:

1-al2 (à esquerda do poço), -a12 1x 1+al2 (dentro do poço) e x ) *a12 (à direita do

A chamada solução geral da equação na região dentro do poço é

t(x)= Aeikt' 4 3r-iktx onde -alT1x 1+a/2 (6-s9)
.rffi

k¡ =-;-

0 primeiro termo desdet/e ondas se propagando no sentido dex cresænte,e o segundo,ondas

propagando no sentido dex decrescente. (Esta solução foi obtida na seçã'o 6'2. Se o estudan-

não tiver estudado essa seção, ele pode facilmente mostrar que esta é uma solução para a

equação de Schroedinger independente do tempo, para quaisquer valores das constantes arbitrá'
¡iæ I e B, substituindo-a em (6-2).)
'I A desaiçfo clássica da partícula oscilando dentro do poço sugere que a autofunçtro nestâ

iegiâo deve corresponder a uma mistura igual de ondas se movendo nos dois scntidos. Âs duas

ondas de mesma amplitude se propagando em sentidos opostos vã'o se combinlr, formando uma

27t
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F¡GURA ó.24. Unra indicirça-o qualitaliva dc co¡no podcrrros fazcr coln quc a supcrp<lsiç'a-o dos po(cncla¡s gue

atua¡n sobfc u¡n clétron condutof c¡n u¡n ntcl¡l se aproxirne rlc um poço de potcncial quadra'

do. Os potcnciais se dcvcm aos tons ¡xlsitivos próxinros no lnctll'

Onda estacioná¡ia. Podenros obter este cornportanlento igualando as duas constantcs a¡bitrárias,

de forma que I = B. Isto dá

þ(x)= Bçikrx ¡ '-ik¡¡
que Podemos esctevef como

,iktx L'ik¡xú(,)=B'a-
onde 8' é uma nova constante af b¡tr¡íria, defìnida pela relação B' = 28. Mas esta combinaç5o de

exponenciais comP¡exas nos dá s¡mplesmente

,/2n Iì
Ú@)=a' cos ,t¡x onde kr =î- (6ó0)

Esta autofun$o descreve uma onda estacionária, já que uma inspeç5o na funÉo de onda æso'

ciada v(x,r) = ú(x,)e-¡Iiln mostra que ela tem nós em posições fìxas, onde cos k¡x = 0.

Podemos obter tåmbém uma onda estacionária faz¿ndo -A = B 'lsto dá

que podemos escrevef como

ú(ù='q@¡kt'- i'-ikrx¡

,ik¡x - r-iktx
,1,(r) = A'---î-

272
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t 
.Ji
:,ili ondc A'é uma nova constante arbitrária, delurida pot A' = 2iA.Mæ isto é exatamente

tlt(x) = 'q' sen k¡x onde rr+ (6ól)

como tanto (6ó0) quanto (6-61) espcificam sotupes da egugção de sduoedinger inde'

pendente do tcnrpo p¡ua o mesmo valor de f, e como a equaçâ'o diie¡encial é linear em,r(¡),

sua sona

também é uma solução, como pode ser verifìcado por substituição di¡eta. Na verdade, esta é

un^ soluçõo geral da equação diferencial pua a.rcglúo dentro do Poço Porque ela contém duæ

constântes arbitrárias - é tão geral quanto a solução (6-59_). Matematicamente, as duas sfo com'

pletamente equivalentes. No entantõ, é mais convenienterutiliz¿¡ (6-62') em Problemas gw en'

volvern o movimento de partfculas ligadas. Fisicamente podemos pçnsar em (6{2) como descre'

vendo uma situa$'o na qual uma partÍcula se move de forma tal que se conhece precisamente o

módulo de seu momento, P = Ìttt = \/2m8, mas o seu sentido pode s€r tanto o de.x çrescente

quanto o dex decrescente.

Consideremos agora as soluções da equação de Sctuoedinger independente do tempo næ

duas regiões fora do poço de potencial: x1-al2ex)+alL.Nestasregiões, asþluçõesgerais

terão as formas

ú(x) = 'q' sen ,t¡x * B' cos ,t¡x

Ú(x)= cekttt * De-Krtx

e

ú@)= féttx * Ge-kttx

'/ffionde k¡ =.-- -al21x1+42
n

(ó.62)

x 1-al2 (Ç63)

x) + a/2 (6$)

ffi
onde ß¡I=T-

ffi
onde ft¡¡

As duas formas de ry'(x) desøevem ondas estacionárias na região fora do poço,já que na funç5o

de onda associada V(x,¡) = ù(x)e-¡litl¡ as depen{ênciæ emx e I ocorrem cQmo fatores sePara'

dos. Estæ ondas estacionáriæ não têm 4ós, mæ elæ serâ'o ajustadas às ondæ estacionária$ den'

tro do poço, que têm nós. (As soluÉes gerais foram obtidas na æç5o 6'3. Sua validade, para

quaisquer valqies dæ constantes arbitrá¡ias C, D, F e G, pode scr fac¡lmente verilìcada pelos

e$tudantes que pularam esta se$o, substituindo-as em (613).)

Podemos obter autofunções válidas para todos os x r¡r¡¡ndo ås formas cons¡deradas, cm c¿-

da uma das três regiões de x, para solu$€s gerais da equação de Scfuoedinger independente do

tempo. Estas três formas envotvem seis constantes arbitrárias:,4', B', C, D, tr'e G' Mæ co¡no

uma autofunção aceit¡Ível deve se manter sempre fin¡ta, podemos ver imediatamente que deve'

mosfazerD=0eF=0.Seistonãofosæfeito,aægundaexponencialem(6ó3)fariar!(x)+-
quandox+-æ,eaprimeiraexponencialem(6-6a)fa¡iaú(x)*-quandox-+-.Maisqr¡a'
tro equa$es podem ær obtidæ exigindo+e Sue ú(¡) e dt$)ldx sejam continuas nos dois limi'
tesentreasregiões,x=-a!2ex=t.al2,comoénecessárioparaqueaautofunçãosejaaceitável,

(Elas já sao unívocæ.) Mas nÃo podemos p€tmitir que todas as quatro constantes arbitrárias qw

sobram sejam especific¿das por estas quatio equapes. Um¿ delas deve se manter não especilica'

da, de forma tal que a .rpiitudr da ãubfun$o possa sef afb¡tráf¡å. Exige+e que a amplitude

s€ja arbitrária porque a equação difercncial éìinear em rela$o à autofunSo f(x). Asim, pare'
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ce haver uma discrepância entre o número de equações que devem ser satisfeitãs e o número de

@nstantes que podem s€r ajustadas, mas isto é resolvido considerando-se a energie total 8cg.
mo uma constante adicional que pode ser ajustada, se nec¿sário. Veremos que Êsse procedimen.

to funciona, mas apenas pare certos valores de E'. Isto d, vai surgir um certo conjunto de valo¡es

posíveis da energia lotal E, e assim e energia total seráqudntízada, com um conjunto de auto-

vatores. Apenæ para estes vatores da enerlia total é que a equação de Schroedinger tem soluSes

aæitáræís.

Não é difícil fazer o que está descrito acima, como verifìcaremos em breve tratando um

caso especial. No entanto, o caso geral leva a uma solução qræ envolve uma equação transcenden-

tal complicada (uma equaçlo na qual a incógrita está contida no argumento de uma função, cq.

mo um seno), o que não pennite expressar à solução de forma matematicâmente concisa,Por-

tanto, deixamos os detalhes da solução geral para o Apéndice G, e continuaremos por algu¡
tempo com nossa discussão qualitativa;

As figuras 6-25 e 6-26 mostram, respectivemente, os ãutovalores e as autofunç6es pam os

três elados ligados de uma partlcula em um poço de potencial quadrado particular. Nâo está

mostrado um contínuo de autovalores que se estende para cima a partir do topo, já que qual-

quer vator da energia total,6 maior do que a altura das paredes do potencial fz6 é permitida.

Também não sfo mostradas as autofunções do contínuo. Observando primeiro a região de r
dentro do poço, notamos que a curvatura da parte senoidal da autofunçã'o cresce à medida que

a energia do autovalor correspondente aumenta. Em conseqtiência disso, quanto maior for a

energia, mais numerosas são as oscilafes da autofun$o conespondente e maior é o nrlmero de

onda, Estes resultados refletem o fato de que o número de onda angular ,t¡, na solução de

(662\ paln a regifo dentro do poço,é proporcíonalaEtlz.O poço de potencial quadrado dese-

nhado na figura nÍo tem um quarto estado ligado porque o valor æsociado de k¡, e portanto de

Etl2 ,seria muito grande para satisfazer à condição deligaçlo E 1Vs.

FIGT RÁ,6-25. Um poço de potencial quadrado c seus três eutovalores dos estados ligados. Não cslá most¡ado

o contínuo dc autor¡elores dâ eneqia E > Vo.

Consideremos agora ru¡ partes das autofunções que se estendem às regiõcs fora do poço.

Na mecánica clásica, uma paftlcula nunca poderia ser encontrada nessas regiões, já que sua

energiacinéticaép2 l2m=E-v(x),queénegativaquandoE<v(x).obserræmosqucnes'
tæ rqíões classicdmente prcíbídas quanto menor for a energia do autovalor correspondente'

mais iapidamente æ autofunções tendem a zero. Isto está de acordo com o fato de que o parâ'

Íietro exponencial k¡¡, que aparece nâs soluÉes (6-63) e (6-64) para a região fora do poço,é

proporcional e (Vo - E)t/2 . Também está de acordo com a idéia de que quanto mals séria for ã

violação da restriç.lfo clássica, de que a energia total deve ser ao menos do mesmo valor que a
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energia potencial V(x), menos facilmente as autofunções penetram nas regiões classicamente

proibidæ'' É instrutivo considerar o efeilo que æ autofunções sofrem se f¡zemos æ paredes do poço

quadrado ficarem muito altas, isto é, se fazemos Vs + -. Na figura (-¡27,eslâ mostrada a Pri-
6eira autofunça1o para um poço de potencial quadrado. Quando Vo - -, f,.¡ cresærá, mas o fa-

rá de maneira muito lenta se comparada ao crescimento de t/6.lsto é verdadei¡o porque¿'t é

determinado essencialmente pela exigéncia de que aproximadamente metade de uma oscilaçtro

da autojg@3* se ajustar ao comprimento do poço. Assim o pæâmetro exponenciel

ks = t/2m(Vo - E)lt\ que determina o comportamento da autofunçâo nas regiõoe fora do po-

çø, frcaú muito grande à medida que lz6 fica muito grande, e a autofun$o tenderá rapidamen-
te a ir a zn¡o lora do poço. No limite, r/¡(x) deve ser zero para todos x 1-alT e para todos

V¡

_---1----"---
-l- I ì-'- ,---- -;n----- 0f- +atz

FfGURi\ 6-26, As trôs autofunçõcs do ¡xrço quadratlo da figura 6-25.

x ) +a12. Para um poço quadrado com paredcs infinitamente altas, r!¡(x) tem a forma mostra-
da na figura 6-28. Ê. evidente que este argumenlo é válitlo para lodas as autofunções de um po-
tcncial deste tipo. Isto é, para lodos os valorcs de n, em um poço de potencial quadrado inlìni.
lo,

úr(¡)=0 x<-al2 ou x¿+al2 (6-6s)

Esta condição para as autofunções do poço quadrado infinito só pode ser satisfeita se for viola-
da, cm x = la12, a exigência da seçá'o 5-6, de que a derivada dþr(x)ldx seja contfnua em todos
os pontos; mas se o estudante for rærilìcar o argumento que foi apresentado parajustifìca¡ a exi-
gência, verá que a derivada deve ser contínua apenas quando.o potencial for finito.

68 O POÇO DE POTENCT^L QU^DR DO INFINITO

O poço de potencial quadrado inlìnito C escrito como

VØ{ (6-66)
x 1-al2 or x) +al2

-al21x 1+al2
eestáilustradonafigura 6-29.Ele tcmacaracterístícadescrøpazdeligarumapartr'orlaque
tenhaqualquerencrgiatotal finita1:. ) 0.Namectínicaclãssica,qualquerdessasenergiasépos-
sível, mas na mecânica quôntica apcn¿Ls cerfos autovalores disøetos fn sá'o posslveis.
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FIGUR 6-2?. A primeifa sutofunção para um poço de potcncial com pa¡edcs dc altufa modefâdâ'

Veremos que é mu¡to f¡lcil encontrar exPressões simples e concisas para os autovalorese

autofunpes desie potencial, porque neste caso á equação transcendental que surge na soluçâo da

equaøo de Sctrroedinger independente do tempo tertr soluções simples. Para valores nã'o muito

alios'do núÍ¡efo quântico n estes autovalores e autofunções podem ser util¡zados para aproxi'

¡n., o, auto*¡ores e autofunções correspondentes (mesnlo n) de um poço de Potencial con r0

g¡ande, mas fìnito. Por exemplo, foi mencionado anteriormente guc é uma aproximaçâ'o mu¡to

6oa considerurnos o potenc¡al de um clétron de conduøo em um bloco de metal como sendo

* poç"'qu"atado finito. No exemplo 6-2, mostramos que, Para o r.netal típico Cu, as autofun'

ørt p"nrtr.r nas feg¡ões classicamente ¡iroibidas exteriofes ao Poço atd uma distância de cerc¿

å, td-tom. EsU d¡siância é tão pequena comparada à largura do Poço quadrado - a largura do

bloco de cu - que, para a maiofia dos casos, é uma aprox¡maÉo igualmente boa usar+e as au'

tofunpes e autovioies correspondentes Para um Poço qu¡¡drado infurito, e a faremos mais tal'

de, Usa¡emos também poços de potencial quadrados i¡rlìnitos para discutir as Propriedadcs

;"ârti." ¡r um sistem; de moléóul¿s gâsosas, e de outras partículas, que estão obrigatoria'

mente Confinadas a uma caixa de ccrtas dintensões, Ulna partícula que se move sob a influôncia

de urn poço de potencial quadrado i¡llu¡ito é frcqücntcmentc chamada p¿rticulo en uttn cuixø.

. cos ¡ 1.,/7r@ /r,)r¡

-r{'/ffiîi¡n1,
-a12 0 +alz

x

. cos l(.,ãra-Ã,/tr)xl

ú(x) =á sen kx * B cos kx -al24x4+al2 (6'67)

(Os estudantes que puluam æ seFes anteriores podem'ver que este p(x) representa uma onoa

-- - ...-.^'-- -¡^ .,..,r.. .,^.,.^;-.t- rtrlw r\ = ,|,í.\e-iElllr tern nós IìXOS.
eståcior¡dria, se notarern que a fiurçÍo de ond¡ associada V(x'l) = rli(x)e tern nÓs fìxos.

Eles podem verilìcar que ,r(r) ¿ ,.ut,n r¡te u¡¡ra soluç{o para a equaso dc schrocdinger i¡rde-

pendente do tcmpo aplicável ao caso substitui¡rr.lo-a e,n (o-z).) segun,io a concliÍão (6'65)' 'r(¡)
te¡¡¡ valo¡ zcro nas reg,iões fora do poço. Evidcnten¡cnte, isto dcvc ser válido para que a dcnsi'

dade ¡le probab¡tidade seja zÊro nestas regiões, pois a partícula está necesaria¡nente confinad¡

ao poço åe potcncial por su¡¡s paredes inl¡nitarnente altas. Em pûfticulaf, nos l¡mitcs do Poço

F¡GU¡|A ó.28.4 pri¡neir¡l ¡¡utof'unção de urn poço tlc potcncial corn paredcs rlc altufa infinita'

Na região d,entro do poço, a sotuçío gera! da equaç5o de schroedingcr indepcndente do

tempo para=o poço de poienciat quadrado inlurito pode ser escrita como a onda estacionária

¿e ('ógi), qut ti.iun*tos (trocåndo A' pr A, B' por B c &¡ por k) e colocamos na forma

,Ñ
onde k=-

h

,¡l ¡ (i()

276 277

ú(x) = o x = tal2 (668)

tsto é, a onda estacionária tem nóE nas Pa¡edes da ca¡xa..- 
Vamos agora obter æ relações que são satisfeitæ pelas con$tar¡tes arbitrárias /4 e B, e pelo

guânvtro ft. Aplicando a oondiSo de contomo (6'68) emx = *alZ,temos

kø ka/æn-+Bcos--0a.l
L'

FIGUR ó'29' Um poço de Potencial quadrado infinito'

Emx = -a12,(6-ó8) dá

,4 sen (+)*Bc.s (-i)='

(ç6e)

(670)

(r-7r)

(Ç72)

ka ka
-/4sen-*fç9s-=g

2

So¡nando as equâções (6-69) e (6'70), temos

'ìi:

':,,,
Subtraindo¿s, temos

ka
28 cos- =0

2

ka
2,4 sen- = 01

Tanto (6-?1) quanto (6-72) devem ser satisfeitæ. Quando isto é feito, ,lt(x) e dÚ(x)ldx ærão fi'
nitas e unÍvocas em todos os Pontos, c rlÛ) se¡á contlhua em todos os pontos. Como foi
discutido no fìnal da seção urterior, df (x) l& ærát descontínt¡a e¡¡¡ ! ¡ = !al2'

Nlo M nenhum yalor do parâ¡¡retro /r que faça cos (kal?) e seî (kø12) simultaneamente

nulos. E c€rtan¡cnt€ não queremos s¿tisfazpr às dr¡¿s equa$es colocar¡do tanto ,{ quanto I
iguais a zero, pois ncst€ caso û(r) = 0 em todos os pontos, ç a ¿utofunçå'o ni[o nos interessaria,

poir a partÍcula æsociada n6o €star¡a na caixal No entanto, podemos s¿tisfazer a essas equaÉes
ou çscohendo /r de forma tal que cos (kcl2) *ia ze¡o e também laændo A igrnla tnro,ou es'
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colhendo ¡t de forma tal que æn (kal2) *ja zefo e tamHm fazendo B igual a zero. Isto é, toma.

mos ou

A=0
ka

e cos-= 0
2

(673)

(6-74)
køB=0 e sen-=0

ka n3nSn
2 2'2'2'

'i

*dt

'r-/

l

t
1åir'

Portanto M dois tiPos de solução.

Puao primeiro tiPo,

ry'(x) =,8 cos &x

Parao segundo tipo,

r/(x) = '4 sen kx

n1
kn =-

a

Os valores possíveis de k para o segundo tipo, (6'76), são

As condições às quais o número de onda angular k deve satisfazer, expressas em (6-75) c

(6?6), estão na forma de equações transcendentais,já que a incógnita, k,apatece nos argurncn'

tos do seno e do co+eno; no entanto, estas equações transcendentais sã'o tão simples que suas

solupes podem ser expressas imediatamente em uma forma concisa. Os valores posst'veis de ft

para o primeiro tipo, (6-75), sfo

já que cos (n12)= cos(3n12)= cos (5r/2) = . . . = 0. É conræniente express:tf isto na forma

ka
onde cosT= 0 (6-?5)

ka
onde sen-=O (C76)

n= 1,3,5,... (677)

ka

T=n,Ln,ht,.. 
.

já que sen z = sen 2¡ = æn 3n =...= 0. Isto também pode ser expresso na forma

kn=y n=.2,4,6,... (6-78)

Conhecendo os valores possíveis de [., podemos obter as soluções da equação de Schroedinger

independente do tempo para o poço quadrado infinito de (6-75) e (6'76). Obtemos

a'1Q

tr#

;;Í
!iÌ:

ún(x) = Bn cos ,tnr
nÍ

onde kn =-
a

nfl
onde &n =-

a

A solução conespondente a ¿ = 0é úo(x) =¡l sen 0 = 0; elaCeliminada porqrrenãodescreve

üma pertícrtla em um:r caixa. O númcro quäntico r foi utilizado para indexar as diferentes solu.

ç6cs das equafes transcendenlais e æ autofunções conespondentcs. Se for neæsário aplicar a

condição de normalizaf,o, as constantes An c Bn, que cspecilìcam as amplitudes dasautofun-

F€s, serão determinadas (veja o exemplo5-10); no entanto, normalmente não é necessário fazê-

lo.

O número quántico n tambdm é utilizado para indexar os autovalores correspondentes.

Utilizando a relaçao ¡ = 1/2mEþ de (647),e a express¿fo kn = nnfa em (6-79) e (6-80) para os

ralores posfræis de z, obtemos

h2 k2n t2h2 n2

2m 2mo2

Concluímos entfo que afrcnas cerlos valores da eneryia total E slfo posíveis. A energia total de

nma partíorla em ume ceixt é quontizatla.

O tratamenlo quântitativo do ¡roço quatkado finito, disculido na scçilo anlcrio¡ e dcscnvolvido no

Ap€ndice G, é esscncialmente o mcsmo que fiz.emos aqui. Mãs e pcnctraçfo da autofunç-o nas rcXiões fora do
poço, que varia com a encrgiâ do aulovalor assochdo, Ieva a c<¡uaçõcs trânscendcntais para * mais complica-

das, que devem set resolvidas gráfica ou numc¡icamenle.

Ä fìgun 6-30 iluslra o poço de potencial quadrado infinito e alguns de seus primeiros au-

torralores, especifìcados por (6Sl). Evidentemente, neste c¿so, todos os autovalores så'o separa-

dos discretanrcnte, já que a partícuta está ligada, parâ quãlquer autovalor fìnito, Observe quc o

ananjo formado pelos tr€s primeiros autovalores do poço quadratlo infìnito é bastante seme-

+a12

tn(x)=Ansenknx

n= 1,3,5,... (67e)

n=2,4,6,... (6{0)

En

FIGUR^ G3(). Aþns dos p¡imeiros autovalorcs de um poço de potencial quadrado infinito,
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lhar¡te ao for¡nado pelos três autovalores ligados do poço de potencial quadrado lulito rnosl¡a.

do na.fìgura 6.25. Sob esse ponro dc vista, os resulfados do poço quadrado infinito dão uma

aproximação para os rcsultados do poço quadrado finito. No entanto,em detalhes, cada funçâo

energia potencial /(x) tem seu próprio conjunto característico de autovalores dos estados liga-

dos En.

A energia do prirneiro autovalor nos interessa parliculamrentc. Para o poço quadrado infi-

nito, ela é

-2 ¡2
c --Ll - ^ a

,!.llut-
(6.82)

Esta é a chamada energia de ponto zeto'. É a menor energia total posswel quc a partícula pode

ter, se ela estiver limitada pelo poço de potencial quadrado infinito à região -'a124x 4+a12.

A portícuia ,tio pode ter energia totol tula. O fenônpno é basicanrente um resultado do princí-

pio da incerteza. Para verificar isto, consideremos o fato de que se a partÍcula está limitarla pelo

pqtencial então sabemoS sua coordenada .x com uma inçerteza de Ax = a. Conseqüentemente, a

¡nc€rtezå em Seu momento no eixo.r deve ser pclo mcnos Ap=hlz\x=hlb.O princípioda

ince¡teza não pode permitir que a partÍcula esteja ligada pelo potencial com energia total zero,

pois ¡sto signilìcaria que a incerteza tìo monìerìto seria zero. Pa¡a o caso particular do autovalot

iî¡, o módulo do momento é, p | = 1mEt = ¡h/a. Como a partícula está ern unì estado de mo.

vimento dcscrito por uma autofun$o de onda estacionárir¡, ela pode e$tar se nrovendo em gual-

.quer sentido, e o valor real do ntomento tem uma incertezåde aproúmadanlenreAp =2ptl
,2thla. Q pfoduto das íncertezas AxAp = a ?nh/a = 2nheslá,grosso nrc¿o,de acordo com o li-

nrite inferio¡ ly'2 dado pelo princípio da incerteza. (Faça unra mnìparaçalo conì o sálculo Preci-

so do exemplo 5-10.)
Concluímos que deve haver uma cnergia de ponto zero, devido à existéncia deunestado

ninimo de movimeilto. Isto contrasta cxtremarnerite conr a iddia, da fr'sica cldssica, que todo

movimento cesså quando um s¡stenla te¡n sua euergia mínima, à temperatura do zero absolu-

to. O fato de a energia do cstado fundarnental ser não nula é rcsponsável por vários fenômenos

quánticos interessantes, observados no conìportarnento da matéria a temperaturas muito baixas.

Um exemplo notávcl é o fato de que o hélio não sc solidilìca mes¡ìro nas temperaturas nìais bai'

xas que podemos atingir (-0,001'K), a rnenos que seja aplicada urûr pressão muito alta.

Algumæ das prinreir.as autofunções do poço dc potencial quadrado infìnito sã'o mostradas

na fitura 6-31, Ol¡serve que o núrnero dc nreios conrprinrcrttos de onda de cada autofun$'o é

igual a seu número quântico ,1, e quc portanto o número de nós é n * l. Comparando estas au-

tofunções com as autofunções corrcspondentes do poço quadrado finito, mostradas na figura

6-2ó, o estudante pode novamente verificar como os resultados obtidos para o potencial sirnples

podem ser usados para aprokimar os de um potencial mais conrplicado (de forma mais precisa

para as autofunt'es de menor valor de n).
Os estudantes que estão fa¡¡úliarizados com instrunìentos musicais de corda devem obær'

vaf que as autofunøes piua unìa partícula estritamente confìnada entre dois pontos nos extre'

mos da caixa se assemelham âs funçr5cs que dcscrcve¡n as fonnas possíveis tomadæ por unra corda

vibrante ltxa em scus extrenìos. hrazÍo disso é quc os dois sistemas obedeccnì a equações dife'

renc¡a¡s indcp,cndcntcs do tcnr¡ro tlc forruls anllogas. e quc elcs satisfazenì condições análogæ

' O t"r,,,o fic;¡ rnris colrprpcnsívcl (.rn con(,xi(t co¡r o os+ilrrlor har¡¡¡ônico sirnplcs, onrtc, aliis, ú mlis
ussdo. Vc¡ pp. 285,28ó. (N. rJo T.)
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F¡GURA G3l. Aþumas das primehæ autofunções de um poço de potencial quadndo infinito.

nos dois pontos. Aqui está aind¿ um outro exemplo da rela$o entre a r¡ecânica quántica e o

ûpvimento ondr¡latório cl¡isico. Os estuda¡rtes com indinação musicål devem obærvar tambem

qu€ as freqúências uo = Enlh,do fator dependente do tempo $m_funÉ-es de onda Para a PartÍ'

cula confu¡ada s¿tisfa¿em-i rclaøo vn e n1 (Já que ¿'ñ = trzh? n2 l2na2), enquånto que as fre'

qüências da corda vib¡anæ satisfazem å "progressão ha¡mônica" eno R. Essa diferença surge

porque os dois sistemæ obedecem a e.qu¡¡gões iliferenciais dependentes do tempo que não são

ab'solutan¡ente urálogas.

EXEMPLO 6.5
Obtenh4 a lei da quântizaçalo da energia para o poço de potencial quadrado infinito (6-81 ), diretamen'

te ¿ palb da rehÉ'o de de Broglie p = ,¡/1, ajustando um número intei¡o de meios comprimentos de onda de

de B¡oglie, À/2, à largura ø do Poço.

É ch¡o, da fþura 6-31, que as autofunções do poço quadrado inf¡nito s¡tísfazem à seguinte rehção en-

tre os comprimentos de ond¡ de de Broglie e o comprirnento do poço

À
n-= 4

)

Isto é, dentro do poço cabe e)øta¡nente um núme¡o inteifo de meios comprimentos de onda. Ilo s¡gnif¡ca

n= 1,2,3,.. .

n = t,2,3, .. .

¿ = 1,2,3,...

n=1,2,3,...

2aÀ=-
n

Asirn, segundo de Broglie, os valores conespondentes do momento da partícula salo

pt h2 nr r¡ h¡r¡:
E =-=-2m 2m4a1 2ma2

hhn
o=;=ã

Como a energia potencial da partícula é zero dent¡o do poço, sua energia total é fual â sua energia cinética.

Asim

<lcaco¡do com (ó-8t). Esse cálculo trivial s¡i pode ser uli¡izado pars o c¿so mais simples de uma partícu¡a liga-

tl¡ - o cap de um poço de polencbt quadrado infinito. Ële não podc ser aplicado para obtc¡ os autovalores

ou ¿ulofunÉc¡ de um potenciat meis compliedo, como um poço quadrado lurito. (Veja também a discussä'o,

¡el¿ciona¡laa(4-75l,daaplicaçi'odarcgradequ¿nliz¡çi'odewilson-Sommerfeldaopoçoquadradoinfini-
to.) ^
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EXEMPLO 6{
Antes da descoberta do nêut¡on. penrivâ-sc que um núcleo dc número ¿lômien Z c p€sð rlônl6 i{

fosse composto por,{ prótons c (Á - 2l elét¡ons, mas havia sérios problemas rclaclonados ao ralor da cne4¡¡
dc ponto zero pâra uma partícula lfo leve quanto um clét¡on confinado a uma rcgiaio talo pcquena que¡¡6
um núcleo. Faça uma estiñaliva da energia do cslado fundamental l..

Fazendo a massa do clétron m igual a lO-toþ e a largura do poço þual a l0-rtm luma dimensâo
nuclcar típica). de (6-82) obtemos

rl ñt
E =-=

2moI

QrQ, Ael

4teor 4ne or

l0 x l0-ór ¡r-rr t6-t
2 x l0-tokg x l0-¡ rmr

leV
- lOt eV

= l0r MeV

Pùa estimaÌ a energia do estado fundamental, temos certamente ¡az.ilo em considerar o elét¡on como æ ¿lc

estivesse confinado a um poço quadrado infinito. Também temos ¡azalo âo ignorâr o cåráter tridimenslonel do

sistema reâI. Mas nâ'o estaríamos certos ao considera¡ como coneto o valor de E obtido acima, porque ele é

extÌemamente grande comparado à energia de repouso do elétron mo ct = 0,5 MeV. Uma expressa-o aníloga a

(6-82) vílida ¡elativisticamente deve se¡ utilizada neste problemâ pe'ticular.
A fórmula exigida pode seÌ obtida por meio da técnica usada no exemplo 6-5. Ambas as equaçðcs

l\ = 2dln e p = h/\ se conservam vjlidas no caso relativístico extreño, Asslm, se subslitui¡mos f = p' l2m pot
E=cp(arelaçaloenergia-momentof¡ =c2p'+ ftoc'nolimiteE>>moct¡,obtrrorimediatamentc,para
n=1.

ch chn rch 3 x 3 x l0' m/s x lO-t. J*E=cp--=-=-=-'Ì\ 2d a l0-r.'m

leV
x-- l0r eV= l0¡ MeV

1,6 x l0-rt J

Um elétron poderio eslat confinado no inlerior de um núcleo com este valor para a energia de ponto
zero, se o valor da profundidade do potencial fosse maior do que €ste vålor d¡ crergia de ponto zcro. fIá um

Potencial âtuando sobre o elélron, devido à atragÌo coulombiane de cáCa positiva do núcleo, mas o rato¡ do

potencial nio é suficientemente gandc. Podemos estimü este valo¡ fazendo r = l0-l ' m, e Q, = A e, Q, =
-e, onde e é o valo¡ do módulo da carga do elétron, na fórmula do potencial coulombiano. Obtcmos,prn
um valo¡ típico de ,4 = I 00

l0-' J
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l0'x(l,6xl0-rtC)¡
l0-ro Cr/N.mr x l0-r. m

-10'eV=-l0McV

leV

1,6 x l0-rt J

Este valo¡ é dez vezes meno¡ do que a cncrgia dc ligaçaio exigida. Assim um elétron não poderia estar confin¡-
do no interio¡ dc um núcleo, devido âo valor da energia de ponto zcro exigido pelo princípio da tncerle?a,

Em 1932, Chadwick, motivado por uma sugesta:o de Ruthetford, descob¡iu o nêut¡on. Sabemos agon

que um núcleo é composto de Z prótons e (A - Zl nôutrons, Dcvido ao feto de serem os nêutrons pañículas
pesadas, como os prótons, sua energia de ponto zero em um núcleo é relativamente beix¡, de forma que elca

podcm estü confinados scm difìculdade. Sem dúvida, veremos no Capítulo l5 que algumas das propriedadcs

mais importantes dos núcleos podem ser explicadas em termos dos estados qûânticos de nêutfons e prótofs
sc movendo em um poço de potcncial quadrado (finito). ^

A fìgura 6-31 torna bem clara a difereriça essencial entre os dois tipos de autofunções do

1,6 x l0-It1

tipo onda estacionária espccifìcådas por (6-?9) c (680). As autoftmfes do

ú, (¡), ú ¡ (x), ú¡ (¡), . . .,sto Íunções pdres de x ; isto é,

primeho tipo,

(6s3)ú(-x) = + ú(x)

Na mcclnica quântica, diz-se que estâs funçõ€s lêm paridade positíva. As autofunções do æ-

gundo tipo, ú¡ (x), úo (x), lt,.(x), . . .,sto funúes ímpøes de x; isto é

ú(-x) = - ú(¡) (6S4)

e sâ'o ditas de Paridade negaliva.

Äs autotunções têm paridade delinída, ou ¡tositiva ou negativa, porque escolhemos a ori.
gem do eixo ¡ de forma tal que o poço de potencial quâdrado simétríco f(x) é uma fiurcl¡o par
de ¡. Observe que se redefinimos a origem do eixo.r da fìgura 6.31 como sendo, digamos, o
ponto .r = - alz, as autofun$es nlfo terfo mais parldade defìnida.

Estes resultados são obtidos para o poço de potencial quadrado, e para quelquer outro po-
tencial simétrico, já que Brandezas mensu¡áveis que descrevem o movimento dc uma pârtfcula
em estados ligados de tais potenciais também devem ser simétricas em tomo do ponto de sime-

tria do potencial. se a origem do eixo x for escolhida como ændo o ponto dc dmetrlr, entfo a

funçfo que descreve uma grandezâ mensuÌável deve ser ume função pu. Como um cxernplo, ls.
to é verdade para a densidade de probabilidade P(x,r), tanto para autofungões de paridade posl.
tivâ quanto negativa,já que

P(-x,t) = ú'(-x)ú(-r) = [trl'(x)][trl(x)] = r!'(x)r/(x) =P(x,0 (6{s)

Isto nâo é verdade para a própria autofunção no caso de uma autofunção de par¡dade neget¡ya;

umâ tal autofunção é uma funçfo ímpar de x, mæ isto nfo é uma contradiçáo potque a funçÍo
de onda em si n¿Ío é mensurável. As autofunções para os estådos nño lígados do potenciais quc
æjam funções pares de .r não têm necessariamente paridades defìnidæ já que clas nlÍo dêsc¡c.
rem necessariamente movimentos simdtricos da partícula.

Em uma dimensão, o fato de que es autofun@s de onda estacionárias tenham paridrdos
defìnidas, se I(-x) = V(x), é de grande importância porque simplifica ccrtos dlculos. Em trés
dimensões, a propriedade tcm um signifìcado mais profundo, que será visto inic.ialmentc no Ca-

Pítulo 8, ligado à emissão de radiaç5o por um átomo que faz uma transifo do um êstado exci.
tado pæa o estado fundamental.

As fun@es densidade de probabilidade, correspondentes a algumæ das primeiræ auto.
funções do poço quadrado infinito, estã'o desenhadãs na fìgura &32. Também cstá ilustnda na
fìgura a densidade de probabilidade que seria prevista pela mecânica ctfssica para uma partfcu.
la ligada oscitando entre -dlz e +a12. Como a partícula clássica gætaria um m€smo tempo cm
cåda elemento do eixo x nesta região, ela teria exatâmente a mesma probabilidede de ser en-
contrada nesses elementos. A densidade de probabilidade quântica oscila mals o mâis quândo n
cresce. No limite em que n tende a infìn¡to, isto é, para autovalores de energiæ mu¡to altæ, as

oscilações são tão comprimidas que nenhuma experiência poderia possivelmente ter resoluçtfo
para observar outra coisa além do comportamento médio da densidade de probabilidade prcvis.
ta pela mecânica quânticâ, Além disso, a diferenp, fraciorul en|rþ os autovalores tende a zero
quando n tende a infinito, de forma que nesse limite o fato de os autovalores ærem discrctos
não pode ser percebido. Assim verifìcamos que as previsões da'mecánica quántica æ aproximam
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das previsões da mecânica clássica no ümite de números quánticos grandes, ou deåltas energias.

Isto é o que seria esperado do princlpio da correspondência da antig,a teoria quântica.

V¡ Vr

ú, 'tl,

r-Ãi4c ,

-o12 O +sl2

FIGURA6-32.Aþurnas das primeiras funções densidade de probabitidade Pata um poço de potencial qua-

drado i¡rfinito. As curvas lracejadas são as previsões da mecânica clássica'

6.9 O POTENCTAL DO OSCILADOR HARMÔNICO SIMPLES

Discuti¡nos vários potenciais qræ sã'o funções descontínuæ da posição, com valores cons'

tåntes cm reg¡ões adjacentes. Agora nos voltírmos para os casos mais ¡ealísticos de potenciais

gu€ são funçOes .oniínuæ da posição. Mas ape0as um número Limitado dç tais casos admite a

åUten6'o de solupes da equaçã'o de Schroedinger por meio de técnicæ analíticæ' Mas feliz'

n,¿nte esles potenciais inoluem alguns dos casos mais importantes, como o potencial coulom'

b¡ano, /(x) c r-r , discutido no próximo capítulo, e o potencial do oscilador harmônico sim'

ples, iz(x) c x2, discutido nesta seção. (Com relaçlo a isto, devemos lembrar ao estudante que

Lrpr.-poorrnos obter sotupes das equaçõcs de Scluoe¿inger pata potenciais de qualquer lor'

r¡r,¡¡ por me¡o das técnicas numéricæ desenvolvidas no Apendicæ F')

O oscilador harmônico simples é de tremenda importância na fís¡ca, e em todos os cam'

pos baseados na física, porgue ele é o protótipo de qualquer sistema que envolva oscilaçÕes' Por

exemplo, é r¡.sado no esiudo de vibrapes de átomos em moléculas diatômicas, Propriedades tér'

m¡cæ e acust¡cas dê sótidos que surgem das vibra$es atômicas, propriedades Íiagnét¡cas de

sólidos qw envolvem vibrações na orienta$o dos núcleos, e a eletrodinâ¡¡rica de sistemas quán'

tic¿s nos quais æ ondæ elei¡omagréticæ estão vibrando. De forma genéric¡¡, o oscilador harmô'

nico pode ser utilizado para descrever quase todos os sistemas nos qruis um ente está executar¡'

do pequerus víbrações em to¡no de um Ponto de equilíbrio estável.' 
Ê* u¡n. posição de equilÍbrio esiável, a função potencial V(x) deve ter um mÍnimo. Co'

mo qualqwr fung'o potencial realÍstica é contÍnua, a função na região próxima a seu míni¡no

pode ær-quase sempie bem aProximada Por ufna parábola, como está ilustrado na hgura ó-33'

irt* p*. þequerus-ibnçõesia unica coiia que inieressa C como lz(x) se comporta nas proi'
midaães de seu mlnimo. 

-Se 
escolhemos 

"s 
orìg"ns do eixo ¡ e do eixo da energia como estando

sobre o mln¡mo, podemos escrever a equaçã'o desta funfo parabólica como

C^
V(x)=-*' (6€6)

onde C é uma constante. Um potenciat desæ tipo está ilustrado $a figura 6'34. Uma Paf tícÌ¡la se

movendq sob sua influência sofre urna força restaurado¡a linear (ou lei de Hooke) f'(x) =

-dv(x)ldx = -C¡. com C sendo a constante da força.
'Ã"meaînica 

cfuissica prevê que uma partícula sob influéncia da força restauradon linear
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ú, 'ú,

cxerc¡da pelo potencial de (686), desloc¿da de uma d¡stância xo da sua posiçalo de equihbrio

e entffo solta, vai oscila'¡ em movimento harmônico sirnples em torno de sua posi$o de equilí'

brio com freqüência

(6€7)

onde m é sua massa. Segr.urdo esta teoria, a energia total E da partícula é proporcional a xl, e

pode ler quaþuer r"alor, já <¡re xe é arb¡trár¡o.

A meaîníca qwântiu prevê que a energia total I pode torniir aperus um conjunto dis-

creto de valores, porque a puticula está l¡m¡tada pelo potencial a uma regiã'o de extensão fi'
nita. Mesmo na prirnitiva teoria quánt¡ca isto era conhecido. O estuda¡rte deve æ lembrar que

o postulado de Pla¡¡ck prevê que a energia de uma partícula executando oscilaSes harmônic¿s

simples pode tomar aPenas um dos valo¡es

En = nhv ¡¡=0,1,2,3,... (6-88)

Quais são os valores possíveis da energia, previstos pela mecánica quântica de Scluoedinger, para

este potencial importante? Para sab€-lo, devemos resolver a eqr.raça--o de Schroedinger indepen-

FIGUR]c,6-33,Ilustração do fato de que quakiuer potencial contínuo com um mínimo (curva sólida) Pode

ser aproximado, nas vizinhanças do mlnimo, bastante bem por um potencial parabólico (cur-

va tracejada).

dente do t€mpo para o oscilador harmônico simples.

A matemática utilizada na soluÉo analítica da equaçfo não é d¡fícil de acompanhar, e é

bætu¡te interessante; r¡ras como a solu$o é muito longa, foi colocada no Apendice H. Em vez

de verifica¡ por substituição uma autofuirS'o e um autovalor tlpicos obtidos na solução, nos

ooncentraremos aqui em desqever os resultådos da soluS'o e em discuti¡ æu sþnifìødo físico.

Obtem+e que os autovalofes para o potencial do oscilado¡ harmônico simples são dados
pela fórmula

En= (n + ll2)hv n=0,1,2,3,... (6€9)

onde y é a freqtiência de oscilaSo clássics da partícula no potencial. Todos os autovalo¡es são

disøetos, já que a partfcula está ligada em qualqwr um deles. 0 potencial, e os autovalores, são

¡¡tostrados na figura 6.35.
Se comparamos os resultados de Scluoedinger com o postulado de Planck, vemos que na
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mecânica quântica todos os autovalores são desloædos para c{ma de hv/2.8m 3o1e1üën{lr
a energia tot"t pooftot mlnlma Para unra partfarta ligada no potencial é.81 = lol2' Ësh é a

energii'ae pontå zero, c,uja existência é exigida pelo princlpio da ince¡teza. Portanto, a quanti.

u{o a^eiergia, postulaãa por Planck, do oscilador harmônico simples estava na verdade com

um erro. de uma constan te iditiva, hv 12, a menos. Esta constantp se cancela na maioria das apli-

FfGURA &31.O PotenciÂl do oscllador harmônico simples'

ca$es do postulado de Planck, porque etæ enr¡olræm apenæ diferenças entre dois ratores de

.n.rgir. como um er<emplo, conrid.rt a radia$o eletromagnética emitida pof uma distribuiçã'o

ae Jrga de uma molécuia diatômica que vibn e cuja æparação interatômica está variando no

ir.poïrt onicaÍiente. Como æ freqäénciæ dos fótons emitidos dependem apenas da diferen'

e rittt as energias possíveis da molécula, a constente aditiva não temefeito sobreasfreqtiên'

cùs dos fótons.
No entanto, M grandezas obærváveis que mostram que o postulado de Planck está errado,

pois nfo faz e encrgiã de ponto zêfo nÍo nula. O cxemplo mais importante também está rele'

cionrdo com a emissão de radiaçeo Pof uma molécula ou ltomo vibrando. Quando estudarmos

eSe æSunto, em um capltulo pOsteriOr, veremos qve A tüd de emisw-o dos fótons nfo cstari¡

de aco¡do com as experiênaæ, a rnenos que os osciladores harmônicos simples tenhant encrgia

mlnima nfo nula. Dc fato, 
""rõror 

qu. . uni.t rd?Ão pall-e molécula emitir dlgttna radiafo d

;; ¡"* vibrapes fonm estimuladas por um campo eletromagnético circundante cujas intensi'

dades estfo exôcutando oscilaSes harmônicas simples, devido à energia de ponto zero do cam'

PO sef não nula.

Além de fomecer os automlores totalmente coÍetos, a mecânica quântica fornecc as au'

tofunções para o oscilador harmônico simples. As autofunç6es ry'n, conespondentes a alguns

¿", p¡t*¡tìr autoralores En, estão $stadai na tabela Gl, e desenhadas 11.fìgy.-a 
6'26. Âs au'

tofunções est,to expressas u. t..rno, da ra¡iável adimenslonal u = l(Cm)t la lhr/2 lx, que difcre

de x ãpenæ por unra constante de proporcionolidade que depende das propriedades do oscila'

dor. pia toãos os valores de r, a autåfunçøo é dada pelo poduto de uma exponencial, cujo

expoente é proporcional a -.x2 , por um polinômio simptes de ordem xt . o polinômio d respon'

sável pelo comportarnento or.irtOrio ae ,¡n na regieo clæsicamente Pcrmit¡da, na qual fn (

7frj.b ntmero de oscilaSes cresce quandä n crescc, porque há n valores der para os quais

um polinômio de ordem xt tem r¡¿lor zero. Estes valores de x são as posições dos nós de ún'

As regiOes clæsicamente proibidas est¿fo entre as marc.¿ts verticâis mostradas na figura 6'36' Ds'
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FIGUR.A 6-35. Alguns dos primebos autovâlores do polencial do oscilador ha¡mônico simplcs. Obserlæ que as

regiôes classicamente permitidas (entre as interseÉes de V(x\ e f¡) se expandem à medida

que os valores de E¡ crescem'

tas fegiões se tornam mais largæ â medida que n cresce' devido à forma do potencial do oscila'

dor hãrmônico simples, I(x), como pode ser visto pela inspeçlfo da fìgura 6'35, que também

indica æ regiões classicamente permitidas para cada En.Fondessas regiões,as autofunções di'

minuem bastante rapidamente, pofque seu comportamento é dominado pela exponencial de'

cfescente. Como o potencial satisfaz à relação /(-x) = V(x), esperamos quc as autofunções

tenham paridades defìnidas. Uma inspeçâ'o da tabela 6'l mostra que isto é rærdade, e que a pa'

ridade é positiva pãra n par e negativa paran lmpar. Asim a autofunção para a energia mlnima

é de pariãade posìtiva, como no caso de um poço de potencial quadrado. As constantes multi'

plicativæ ln determinam as amplitudes das autofunfes. Se neccsMrio, pode*e usar o processo

de normaliäçao para fìxar seus valores, como no exemplo 5-7, mas em geral isto nlfo é necessá-

rio.

TABELA 6-l . Algumas Autofunções r!(u) para o Potencial do Oscila'

dor Harmônico Simples, onde r¿ Está Relacionado à Coordenada x pela

Equação u = Í(Cm)t | 1 
lll 12 lx.

Número Quântico Autofunções

0
I

2

3

4

úo=Aoe-"17.
út=A{rc-utl' -,
tt=Az( -2u2)e-u't2.
úz=Át(3u -2vt¡r-urlz
'tti = n rit - l2tt2 + 4r,a ¡r- 

u' I z

ú, =rrìit, - rou' * 4a'¡''"lz

Como acontccc com as autofunções dc qualquer sistema, as do oscilador harmônico sim'

ples contêm uma grande quantidade dc informaÉcs a rcs¡rcito do comportamento do sistema.

Àlgutr. dessas iniormaçols foram extraídas no Capítrrlo 5. Por excmplo, as lìgtrras 5-3 e 5'18

davam rcpresentaçöes piccisas tlas l-unçõcs <tcnsi<lade dc probabilidadc para os cstados qullnti-
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cos ¡t = I e n = 13 do oscilador. No Capítulo 8 veremos como as autofunções podem ær utiti.
zadas para calcular a taxa dc em¡ssão de radiação por um oscilador ha¡mônico sintples carrega.

do,eobteraregadcsclcçãon¡ -il1=! l,quctevequeserintroduzidanaantigateoriaqr¡án.
tica por meio de argurnentos bas¿ados no princípio, bastante duvidoso, da côrrespondência.

EXEMPLO ó.7

Dcvido ao l¡(o de lcrcnt as autofunçõcs do oscilatlo¡ hu¡rrônico sinrplcs, pora rt pcqucno, formas ¡¡¿.
tcmáticas bem sinrplcs, nío ó ¡nuito rlifícil vcrificu¡ por subsriruiçaÌo dircta quc clas satisfazcm à cquaça-q

de Scluocdingcr indcpr'ndctttc do tcn¡po, ¡rrra o porr'ncial dc (6-86), c para os üulovalorcs dc (6-89). F¡ç¡
esta vcrificaçar-o pilra ,¡ = l. (l'ara r¡ = 0, ¿ l unçiio dc on¡la lbi vc¡ificrd¡, por substiluiçJìo dircta na cquaçaìo de

Schrocr.lingcr. no cscnrplo 5-3.)

f:tcUR^ ó-Jó.Algurnas das plinrcirus autol'unçrirs do pote ncirl do oscil¿dor har¡nónico sirrrplcs. Âs rnarcas

vcrticais sobrc o ciro ¡ indicrnr os lilnitcs cLíssic<¡s do rnovirncnlo, mostrados na figura ó-35.

A equação dc Schrocdingcr intlcpcndcntc do tcnr¡rc r!

tJ d1 '1t C
+-xt,t =E,ll

2nt dxr 2

P¿¡a vc¡ifica¡ quc o ûutovalor

3 3h
E, =-þy =--

a ¿¿1
c a autofunçaìo

(+)'"=;'(*)'^

úr=Arrrc-"12 ' (Cnflt
ondc u =--7- |

htI'
lill istazcnì ii ct¡uaç:r-o, calculcnros as clcrivadrs

t!ú t du d,t (Cn,t,l,

*=i *=:ft lA,e-u2 
lz +¡t,u(-u)e-u'12 l

(Cnt¡rl' ..2 ta
=_-T Á tc-" '-ll _ ,, ,

ú3(r)

rtz (.x)

\, 
' 
(r)

288

:!'TABELAç2. Um Resumo dos Sistemas Estudados no CapÍtulo 6.

N1-n" d"-- ExemPlo

Sister¡a Ffsico
Eneryiæ Total e Dcnsidade de

Potencial P¡obabilidade

Característica
Sigrrificatlva

Potcncial
nulo

Potencial degrau

(enetgia

abaixo do toPo)

Potencial degrau

(energia

acima do topo)

B¡neira
de potencial
(encrgia abaixo
do topo)

Barreira

dc potencial

. (energia acirna

do topo)

Þop de

potencial
qusdrado

fì¡rito

Poço de
potencial
quådfado
i¡¡lu¡ito

Potencial

do oscilador
harmônico
rirnples

Próton
em u¡n
feixe de um
cfclotron

Elét¡on
de condução
próx¡mo å

sup€rfíc¡e do
r¡Etal

Nêutron
tentar¡do
escaPaf de

um núcleo

Pa¡tlcula c
tentando
escapaf de

ba¡¡eira
c.oulomb¡åna

Espalhamento

de elétrons

Pof átomos

negatiwunent(
ioniz¡dos

Nêutron
num estsdo
lþdo no
nf¡cleo

Molécula
cstrita¡n€nte
confurada a

uÍ¡a caixs

,1,tomo

dc ums
molécula
diatômica
vib¡ando

-E
-Vré',

-E

-l'.'1/\**J vi \_
00

Resultados

usados para

outros
sister¡as

Penetraç.¿fo

na reg¡ão.

pro¡b¡da

Reflexão

Pafc¡al na

descontinui-
d¿de do
potencial

Efeito tunel

Nenhu¡na
reflexfo em
c€rt¡Ls

enefgias

Quantizaçfo
da energia

Aproximagão

P¡Ua Um

Pogo de
potencial
fhito

Energia

de ponto
zþrQ
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d2út dudd'!, (Cm)"'

dx2 dxdu dx ñr/2

d (cm)t!' 
lrr-u,lrlt _ ur ll

du hul )

l)
t:

t.'

í'a
sidú,

qú

,.'.I
,t_,,

=# A, l-ue-u' 
lzll - u, ¡ + r-u'lz 1 -zurl

=i5 .n,,"-u'tzlu" -tl

{2,-,}*,=ïT{+"-,} ,,(cm)"'

subtituindo dt,, , ldxz e E, na equaça'o que supomos que eles etisfaçem, obtemos

n: lÇrn) 
r'2

2m

".'1
rä.ìtt

qd

1s/

tð/
"1

v
ldr/

Como podemos ver que a rclaça-o é satisfeitå' a ræri'ficaçaio está complela'

6-10 RESUMo

Na tabela 6-2, resumimos algumæ das propriedades dos sistemas estudados nese capí'

tulo. Esta tabela dá um.noÍp abreviado para cada sistema idealiz¡do, e um exemplo de um sis'

tema físico cujæ energias total e potencial podem ser aproximadæ pela idealizaS'o' Também

i." *q".'n* ã., form-rr das energas total e potencial, e æ funções densidade de probabilidade

corresiondentes, para cada sistemã. Se a partícula não está ligada,ela incide da esquerda' Esco'

lhemos uma característic¿ signilìcativa de cada sistema da tabela, mashá muitas outras calacte'

rísticæ signifìcativæ por nós discutidas que n¿fo estão apresentedas. Na verdade, neste câpítulo

obtivemoi a maioria das previsões importantes da mecánica quäntica para sistemas que envol'

vem uma partícula se movendo em um Potencial unidimensional. Nos próximos capítulos, ob'

teremos as previsões da teoria Para sistemas que envolvem três dimensões e muitæ partlculas'

2.eO
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QUESTÕES

Podem existir solu@es com f ( 0 para a equação de schroedinger independente do tem-

fro para o potencial nulo?

Por que na mecánica clássica nlÍo é nunca possível ter*e .E ( I(x)? Por que isto é posslvet
na mccánica quântica, desdc que haja alguma rcgião na qual E) I(x)?

Explique por que a soluÉo geral de uma equação de Schroedinger independente do tem-
po unidimensional contém duas funçõcs diferentes, enquanto que a sotuçfo geral da equa-

çá'o de Schroedinger correspondente contém muitas funções diferentes.

Considere uma pertícuta em r¡m feixe longo com momento conhecido de forma bem pre.
cisa. Uma funçå'o de onda na forma dc um grupo nos fornece uma dcscrição mals ou me.
nos realística da partícula do que uma funpo dc onda exponencial complexa simples co-

mo (6-9X

Sob que circunstâncias uma firnçio potencial dcscontínua é uma aproximação razoável

para um sistema real?

Sc uma funçlo potcncial tivcr uma dcscontinuidade em um certo ponto, suas autofunfes
v:îo tcr dcscontinuidadcs neste ponto? Sc não, por qué?

Se combinarmos duas ondas sc propîgándo em sentidos ofþslos com a mesma amplitude,

obtemos uma onda estaciondria. Que tipo de on<ta obtemos se as amplitudes nalo forem

iguais?

O quc é exatamçnte um fluxo de probabilidade, e por que ele é útil?

Como pode ocorer que um fluxo de probabilidade se divida em uma descontinuidade do

potencial, embora a partícula associada não esteja dividida?

Iìd uma analogia entre a divisão do fluxo de probabilidade que caracteriza o comPorta'

mento de uma part ícuta não ligada em um sistema unidimensional, e as trajetórias alternati-
r¡¿s de uma partícula nlfo ligada se movendo em duæ dimensões através de um aparelho

de difraçã'o? Por quê?

O que sígnifica exatamcnte afirmar que o coeficiente de reflexã'o é um para uma paftículâ

incidindo sobre um potóncial dcgrau com energia total menor do que a altura do degrau?

O quc signitìca exatamente afirmar que o coefìcientc dc reflexlio é menor do que um se a

energia total for maior do quc a altura do degrau? O cocfìciente de reflcxfo pode alguma

vez ser maior do quc um?

Já que uma exponenciat real é uma função nlio oscilatória, por que uma exponencial com'

plexa é uma função oscilatória?



13.

15.

16.

O que vocd imagi.na que scja a causa das oscilações ripidls na funçdo de orlda do Brupo de

onda da figura 6-8 quando ela se reflete no degrau dc potcncial?

Qual a falácia existente na alìrtnaça-o: "Conto ¡tão podcntos detectâr 3 penetração dc uma

barreira por uma partícula, na-o ten¡ scntido afir¡rìar¡nos que o ptoccsso ocorre na reali.

dade"?

Uma particula incide sobre unu barreira de potencial, cont energia total menor do que a

altura d¿ barreira, e é refletida. A rellcxão envolve apenas a primcira descontinuidade

de potencial? Se a outra dcscontinuidade fosse ¡etirada, de forma que a barreira sc trans.

formasæ em um degrau, o coeficiente de rcfìexlo ntudaria?

No sol, dois núcleos de massas Pcguenas em nrovimento tdrmico v¡olento podem colidir

penetrando a barreira coulomb¡ana que os sepa¡a. A mæsa do único núcleo formado é

nr€nor do que a soma das mæsas dos dois núclcos, de forma que há liberaçaio de energia.

Este processo de fuv-o é responsdvel pela emissão de calor pclo sol. Quais seriarn æ con-

seqt¡ênc¡as para a vida sobre a Terra se isto não pudese ocorrer, por screm as barrei¡æ

impenetráveis?

Existe alguma conseqüência mensunível da p€netração em uma regiÃo classicamente Pro!
bida que seja de comprimento infìnito? Considere uma partícula ligadá em um poço de

potencial quadrado finito.

Mostre com argumentos qualitativos que um poço de potencial quadrado finito unidimen-

s¡ona.l sempre tem um autovalor ligado, não impolando quão rasa seja a região de ligaça:0.

Como æria a autofunção se a regilo de ligação fossc muito rasa?

Por que os poços quadrados lìnitos têm apenas um númcro lìnito de autovalores ligados?

Quais são as característ¡cas dos autovalores não ligados?

Como seria uma autofunçá'o dc onda çstaciondria para urn autovalor não ligado de urn po'

ço de potencial quadrado fìnito?

Por que as autofunções e os autoval<¡res ¡nais baixos de um poço quadrado infinito nos

dão a melhor aproximaçalo para os autovalores e autofunpes correspondentes de um po'

ço quadrado finito?

No estado n = 3, a função densidade de probabi.lidade para uma partícula em uma caixa

é zero em duas posises entre as paredes da caixa. Como é gue a partícula pode então

cruza¡. estes pontos?

Exptique em termos mais sirnples possweis a relação entre a energia de ponto zßro e o

princípio da incerteza.

Vocé esperaria quc a energia de ponto zero tenha muito efeito sobre a capaci<iade ølo-
rítìca da matdria a tcnrperâturas nruito baixas? Justifique sua rcsposta.

Se as autofunções de u¡n potencial tcrn paridarlcs tlcfinidas, a dç mcnor energia tcm senr

pre paridade positivr. Expliquc por quô,

t7.

18.

19.

20.

2t.
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23.

24.

25.
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26.

27.

2Å.

Existem na rnecánicå clásica analogias pa¡a o conceito de paridadc da mecânica qr.r.ântica?

Existem estados não ligados para um potencial de oscilador harmônico simples? Quantos

€stados ligados existe¡n? Quão reah'stico é ese potencial?

F-xplique todos os aspectos do comportamento das densidades de probabilidade da tabela

62;emguticular, explique a den¡idade de probabilidade para a barreira de potencial com

energia acima do topo,

Quais são as outras ca¡acterfsticas signifìcativæ dos sistemæ da tabela 62?

Considerar¡do s€p¡uadamente c¿d¿ um dos sistemæ tratados neste capítulo, diga qruis de

sgæ propriedades estáo de acordo, ou em des¿cordo, com a mecánica cHssica no limite
miøoscópico. Quais estão de aco¡do e em desaco¡do com o movimento ondulatório clils-
sico nese lirhite. Faça as mesmas classilìca$es para as propriedades dos sistemas no limi.
te rnacroscópico.
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PROBLEMAS

Mostre que a autofunção do potencial degrau, pãra E < Vs,pode ser convertida da forrna

de sorna de duæ ondas æ propagantlo, oomo em (6'24), para uma onda cstacionárla,

como em (6-29).

Repita o cálculo do Potencial degrau da seção 64, considerando agora a partlcula inicial'

nrente na região x ) 0, onde V(x) = V¡,e se mot/endo no sentido de ¡ decrescente em di.

reçãoeoponloondex=0,ondeopotencialcaiaseuvalor(x)=0naregiã'ox(0'Mos'
tre que ôr coeficientes de reflexão e transmissão sã'o os mesmos que foram obtidos na

seçáo 64.

Prove (643), que diz que a soma dos coefìcientes de transmissão e reflexâ'o é igual a unt,

para o c¿so de um degrau de potencial, com E ) Vs.

Prove (644), que expressa os coeficientes de transmissão e reflexão em termos da razão

ElVo'

Considere uma partícula Penetrando em umâ barreira de potencial retangUlar. Escreva æ

soluÉes gefais ;presentrdæ na seção 6-5, que dfo a forma de ¡l' nas diferentes regíõ€s do

potencial. (a) Encontre então quatio relagõJs ent,. ï cinco constantes arbitrárias ajustan'

do ,lt e dtldx nos [mites entre essas ,.gio.r. (b) use estas felaFes para calcular o coefì-

ciente de tiansmissâo 1, verificando assim (649). (Sugestão: Elimine primeiramente Fe

G,îaze¡do com que todas as relações sejam entre l, B e C. Elimine então 8')

Mostre que a e¡pressão (649),parao coeficiente de t¡ansmisslÍo na penetração de uma

barreira ãe potencial retangulaf, se reduz å forma citada em (6-50) se os exPoentes forem

muito grandes.

considere uma paftículâ pasando sobre uma ba¡reira de potencial retangular. Escreva æ

soluFes gefais, apfesentadas na seção 6.5, que dão a forma de rl nas diferentes regíões

ao potenði¡. (a) Ëncontre então quatroîelações entre æ cinco constantes arbitrárias ajus'

t-åo ú e aúiax nos limites entre essas regiões. ft) Uæ estas relações para calcular o coe'

ficiente de transmissão 1, verifìcando æsim (6-51). (Sugestão: Observe que as quatro rela'

ções se tomam exatamente as mesmas que foram encontradas na primeira parte do pro'

úþma 5, æ k¡¡ for substituído por ik¡¡¡. Fao" esta substituig'o em (6a9) para obter dite'

tamente (6.'51).)

(a) Calcule o cocfìciente.de transmissão para um eþtron de energia total 2.eVincidente

ìobr. un'. barreira de potencial retang'lar de altura 4 eV e largwa l0-r0 m, usando

lã+ll . então usando (6-50). (b) Repita o.cálculo para uma barreira com largura de

lO-e m.

Um próton e um dêuteron (uma partícuta com a mesma carga que o próton, mas coma

rrrå du.. vezes maior) tpntam penetra¡ em uma barrei¡a de potencial fetangular de altu'
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16.

295

10.

ra t0 MeV e largura tO-ra m. As duas pârtículas têm energias totais de3MeV.(a)Uæ
argumenios qualitativos para prever qual das partículas tem a maior probabilidade de

conscgui-lo. (b) Celcule quantitativâmente a probabilidadc de succsso para c¿da uma dæ

partículas.

Uma reação de fusão importantc na produç{o dc cnergia sotar (vcja aqueslão l6)envol-
\æ a câptura de um próton por um núclco de carbono, que tcm a carga seis vezes maior

do que a carga do próton c um raio Ce r'= 2 x l0-r s m. (a) Faça uma estimativa do po-

tenci¡l coulombiano V que atua sobre o próton sc elc cstiver na superfície nuclear. (b) O
próton incide sobre o núcleo devido a seu movimento térmico. Podemos ¡ealisticamente

supor que sua energia total seja muito maior do que l0 kT, onde k d a constantc de

Boltzmann (veja o Capítulo l) e onde ?.é a tem¡æraturaintcrna dosol,queéaproxima-
damente l0?"K. Faça uma estimativa de sua energia total, e compare{ com a altura da

barrei¡a coulombiana. (c) Calcule a probabilidadc de que o próton possa penetrar em uma

barreira de potencial retangular de altura I/ se estendendo de ¡' a 2r', o ponto no qual a

ba¡reira de potencial coulombiana cai a V 12. (d) É, a penetração da barreira de potencial
coulombiana real maior ou menor do que a da barreira de potencial retangular da parte
(.X

Verifìque por substituiçalo que a soluçâo gcral de onda cstacionária, (6-62), satisfaz à

equaçä'o de Schroedingcr indcpcndente do tempo, (6-2), para o ¡roço de potencial qua-

drado finito na região dentro do poço.

Verilìque por substituiçã'o que as soluções gerais cxponenciais, (6-63) e (Ç64), satisfazem

à equaçalo de Schroedinger indepcndente do tempo (6-13) para o poço de potencial qua-

drado fìnito nas regiões fora do poço.

(a) Usando argumentos qualitativos, faça um esquema da forma de unÍa autofunÉo de

onda estacioruiria nlo ligada para um poço de potencial quadrado finito. (b) A amplitude

dæ oscilações é a mesma em todas as regiões? (c) O que prevê o comportamento da am-

plitude a respeito das probabilidades de encontrar a partícula em umâ unidade de com-

primento do eixo x em várias regiões? (d) A previsão está de acordo com o que seria espe-

rado a partir da mecänica clássic¿?

Use os argumentos qualitativos do problema 13 para deænvolver uma condiçâ'o para a

energia total da partícula, em um estado nã'o ligado de um poço de potencial quadrado fì'
nito, que faz com que a probabilidade de encontrá-la em uma unidade de comprimento do

eixo x seja a mesma dentro e fora do poço. (Sugestão:O que importa é a relaçã'o entre o

comprimento de onda de de Broglie dentro do poço e a largura do poço.)

(a) Faça um cálculo quantitativo do cocfìciente de transmissão para uma partrcula não li'
gada se movendo em um poço de potencial quadrado furito. (Sugestão: Use um artifício
semelhante ao que foi indicado no problema 7.) (b) Encontre uma condiçlo Para a ener'

gia total da partíiula que faça com que o coeficicnte de transmissã'o seja igual a um. (c)

Compare com a condiçâo encontrada no problema 14, e explique por que elas são as

mesmas. (d) De um cxcmplo de um análogo ótico para esse sistema'

Um átomo do gás nobre crípton exerce um potencial atrativo sobre um elétron não liga-

do, que varia muito bruscamente. Devido a isto, é uma aproxima$o ¡azoúvel descrever

¡f
itì;

ll.

lL.

13.

15.



o potenc¡al como um poço quådrado atrat¡vo, de raio igual a 4 x l0-r0 m, o raio (q
átomo. As ex¡æriências nrostrarn que urn eldtron co¡¡r energia cinética de 0'7 eV, nas ¡e.

giõcs fora do ltomo, pode atravesd'lo scm sofrer praticanrente ¡eflexÃo alguttu' Q ¡o
nôn¡eno é clra¡¡rado efeito Rannauer. Use cssa infornução næ condições do problenu ¡4

ou l5 para dcte¡¡nina¡ a profundidade do poço de potcncial quadrado. (Sugcstão: Cabe

exatan¡ente urn cornprirnento de onda de de Broglie na largura do poço. Por que não ¡
metade de urn comprimento de onda de de Broglie?)

ti
17, Obtenha uma solução a¡ralítica, como é feito no Apendice G, para o primeiro autovalo¡1.

do potencial i

x 1-al2 ou x ) +a/2 i;

-al21x1-al4 ou *al41x <+a/Z ii
-ol4 1x ( +aft :

V(x) = o
vo

r8.

19.

onde

n2lÌ
,o =ilo,

Compue com a integração numérica do problema 3l do Capítulo 5. (Sugestão: (i) Devido

à simetria de lz(x), a primeira autofunçâ'o ry' deve ter paridade positiva. Isto signifìca qræ

não pode haver nenhu¡n termo em seno em r/, na região -al4 1x 1+al4 em torno de

x = 0. (ii) Devido a essa simetria, é neccsEírio apcnas 4ustar tlt e dÚ/dx emx = *al{,e

faza,r rþ =0emx= *a12.)

Verifique por substituigã'o que a solução geral de onda estacioná¡ia, (6-67), satisfaz â

equação de Sctuoedinger indépendente do tempo, (62),puao poço de potencial quadra.
do inlurito na regiâ'o dentro do poço.

Duas autofungões posÍveis de uma partícula se movendo uvre¡nente em uma regiÃo de

comprimento a, mas estritamente li¡nitada a esta regiå'o, estã'o mostradas na fìgura 6.37.

Quando a partÍcula estiver no estado correspondente â autofunção ú¡, sua energia total
é 4 eY. (a) Qual é sua eneryia tota¡ no estado correspoodendo a r/¡¡? (b) eual é a meno¡
energia total possível que a partícula neste sistema pode ter?

FIGURA 6-37. Duas autofunScq consideradas no problcma 19.

20. (a) Faça uma estimativa da energia de ponto zp¡o tle u¡n néutron ern um núcleo, tratan'

doo como sc çle estivesse crn urn poço quadrado i¡llu¡ito de largura.þual a um diâmetro
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,)5

l. nuclear de I0-¡a m. (b) Conrpare sua resposta com a energia de ponto zero do elétron

no exemplo 6ó.

21. (a) Resolva a equação de onda clássica que governa as vibrações de u¡na corda esticarla,

para uma co¡da com os dois extremos fixos. Dessa forma, mostre que as funções que

descrevem as formæ posíveis que a cnrda toma são bæicamente as mesmas que as auto-

funções p¿ua um poço de potencial quadrado infinito. (b) Mostre também gue as fre-
gùênciæ de vibragão possíveis da corda são basicamente diferentes das freqüências das

fun@cs de onda para o potencial,

22, (a) Para uma partícula em uma caixa, mostre que a diferença fracional em energia entre

autovalores adjacentes é

AEn _2n * I

En n2

(b) Use esta fórmula para discutir o limite clássico do sistema.

Aplique a condiçâ'o de normalização para mostrar que o valor da constante multiplicativa
pa¡aaautofunçãocomn = 3 dopoçodepotencialquadrado inlurito,(6-79),éBt=1Efø

Use a autofunSo do problema 23 para c¿lcular os æguhtes valores esperados, e faça um

comentário sobre c¿da ¡estrltado: (a) t, (b) Þ, tc) x: , (¿) ¿ .

(a) Uæ os resultados do problema 24 para calculu o produto da incerteza na posição pola

inc€rteza no momento, para urna partÍcula no estado ¡ = 3 de um poço de potencial qua'

drado inlìnito. (b) Compare co¡n os resultados do exemplo 5-10 e do problema l3 do Ca-

pítulo 5, e comente algo a respeito do tamanho relativo dos produtos das incertezas para

osestados¿ = 1,¡ = 2 e n = 3.

Fo¡me o produto da autofunç5'o para o estado n = I de um poço de potencial quadrado

inlìnito pela autofunção para o estado n = 3 deste potencial. Entã'o integreo sobre todos

osr, e moslre que o resultado é igual a ze¡o. Em outras palawas, mostre qu€

7
J tíx)tft)d.x=o

(Sugestão: Uæ arelação: roruä, u= [cos (u + u)*cos(u -v)]t2')Osestudantesque
resolveram o problema 33 do Capítulo 5 já demonstraram que a integal sobre todos osx
da autofunç5o com 4 = l vezes a autofunçã'o com n = 2 é também igual a zero. Pode ser

demonstrada que a integral sobre todos os x de quaisquer duas autofun@s dife¡entes é

igual a zero. Além disso, isto é verdadei¡o para quaisqwr duæ autofunções diferentes de

qualquer outro potencial. (Se as autofun$es forem complexæ, o complexo conjugado

de uma é tomadã no integrando.) Bta propriedade é chunada de ortogonalídade.

Aplique os resultados do problema 20 do Capítulo 5 ao caso de uma partícula em uma

caixa tridi¡nensional' Isto é, resolva a equafo de Sduoedinger Para uma putícula se mo-

vendo em um potcncial tridi¡nensional qtæ é zero dentro de uma região cúbica de afesta 4
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e que s€ torna infinitamente grande fora rJcsta regiâo, Determine os autovalores e auto.'

funções para o sistcma.

Passageiros de aviões freqüentemente observam que â pontà da asa do avião oscila para c¡.

ma e para baixo com períodos da ordem dç I s e amplitudes de aptoximadamente 0,1 n.
(a) Mostre que isto certamente não se deve ao movimento de ponto zero das âsãs, com-

parando a energia do estado fundamental com a energia obtida a partir dos valores ci-

tados, adicionando uma massa estimada para as asas. (b) Calcule'a ordem de grandeza do

número quântico n da oscilação observada.

A constante da força restâuradora C para as vibrações interatômicas de uma molécula

diatômica típica é de aproximadamente 103 Um2. Use.esse valor pa:-a îazil umâ estima.

tiva da energia de ponto zero das vibrações moleculares.

(a) Faça uma estimativa da diferença em cnergia entre o estado fundamental e o primeiro

estado excitado da molécula vibrando c<¡nsiderada no problema 29. (b) A partir dessa es

timativa, determine a energia do fóton emitido por vibrações da distribuição de cargas

quando o sistcma faz uma transiçã'o entre o primei¡o estado excitado e o estado funda.

mental. (c) Dctermine também a frcqüôncia do fóton, e compare-a com a fieqüência de

oscilação clásica do sistema. (d) Em qual região do espectro eletromagnético está a ra.

diaSo emitida?

Um pe ndulo, constituído de uma massa de I kg no extremo de uma barra levc de I m,os.

cila com uma anrplitudc de 0,1 m. Calcule as seguintes grandezas: (a) freqtiÉncia de os.

cilação, (b) energia da'oscilaçâo, (c) valor aproximado do número quántico para oscila-

ção, (d) separação entre energias possíveis adjacentes, (e) separação em distância entre

os máximos adjacentes na funçâo dcnsidade de probabilidade nas vizinhançæ do ponto de

equih'brio.

Obtenha um argumento simples que verilìque que o expoente na exponencial decrescente,

que regc o comportamento das autofunções do oscilador harmônico simples na região

classicamente proibida, é proporcional a .r2. (Sugestão: Considere æ autofunções do po-

ço de potcncial quadrado fìnito de (6-63) e (6-6\, e trate a grandeza (Vo - [) como se

ela crescessc com o crescimento de x de forma proporcional a x2.)

Verifique a autofunçã'o e o autovalor do estado n = 2 de um oscilador harmônico simples

por meio de substituição dircta na equaçaio de Schroedinger indepcndente do tcmpo,

como no exemplo 6-7.

Determine as formas das cinco primciras autofunções do oscilador harmônico simplcs cal-

cutando os coeficientes dos polinômios a partir da relaçã'o de reconência descnvolvida no

Apendiæ H.

Desenvolva, até onde seja possível, uma tentativa defaær umasoluçãoemscriediretade
(H.?) do Apendice H. Explique claramente por que a tcntativa fracæsa.

c.J 29R
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7

Atomos
de um Elétron

7-t INTRODUçÃO

Começaremosncstecapítulonossoestudodemecánicaquânticadeátomostratandoo
cæomaissimples:otilontodeumúnicoekitron.Esteétambémocæomaisimportante.Por
."..pr", o átàmo de hidrog€nio tem uma importância histórica porque foi o primeiro sistema

que schroedinger ttatou ao'* ,ua teoria de mecánica guántica, veremos que os autovalores

previstospelateorÍaparaoátomodehidrogðniocstãodeacordocomaquelesprevistospelo
modelo de Botu e observ.øs i*p.timtntaimente. Iso fornec¡u a primeira verificação da

teoria de Schroedinger.

ExistemuitomaisnateoriadeSchroedingerdeumátomodeumr¡ricoelétrondoquea
simples previsá'o dos autovalores Porque ela prevê também æ autofunfes' Usando as auto'

funções poderemos oUtrr ¡rrtor*.'øes sobre äs seguintes propriedades do átomo: (l) as fun'

ço.iì."liaro. de probabilidade que nos dão descrições detalhadæ da estrutu¡a do átomo e

que não violam o princÍpio da incerteza, ao contrário das órbitas preciru do modelo de Boh¡;

(2)osmomentosangularesofbita¡sdosátomos,incorretanBnteprevistosplomodelode
iláru; (¡) o spin do elétron e outros efeitos relativísticos no átomo, também effoneament€

previstos pclo ntodelo <te Bolu; e (4) a rapidez com que o átomo transiciona de se¡s estado¡

excitados para o estado fundameniai - giandeza meniurável rn¡¡s que o modelo de Boh¡ nfo

prevê absolutamente'

Acimaealémdesuaimportânciahistóricaeintrínseca,ateoriadesch¡oedingerdo
átomo de um único el¿tron ¿ d. gr-d. importância prática porque fo.meæ os frur'damentos

pa¡a o tratamento da mecánicu q,ranti". dos átomos de muitos elétrons, bem como pÍua as mo-

léculas e núcleos. Isso æ tornará muito aparente nos próúmos capÍtulos'

o átomo de um onico elétron é b sistema ligado mais simples que ocore na nztweTÀ'

Ele é porém mais complicado do que os sistema.s que foram tratados nos capítulos precedentes

porque contém a*, porti*to, , po'qu' é trùlimensiotuL' O sistema consiste em um núcleo

carregaclo positivamente e um eþtìon-carregado negativamente' Tottlg::t sob a influência

da atfâøo coulombiana mútua e ligados por esa airação. o c,,rÁter tridimensional do siste'

mã pcrmite que ele tentta mqmentã tngui"'' Veremos iut tt função disso swgem novos fe'

nômenosdemecanicaquântiça'Taisfenômenos,cnvolvendomomentoangular'nãoocoffe.
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ram em nossås consideraç6es feitas até aqui po¡que tratávamos somente de sistemas unidl.,
mensionais.

O caráter tridimensional do átomo âcarrete difìculdades porque complica os tratamentor
matemáticos a serem utilizados na sua abordagem. No entanto, tais tratamentos são extensões
diretæ daqueles utilizdos nos sistemæ unidimensionais e nlfo aparecem novos p¡oblemæ
conccituais. Evitaremos problemas práticos não procurando æ solu$es das equações mais di.
fíceis. E alguns outros detalhes, de interesse para somente alguns estudantes, ærâ'o deixados
para os affndices. Apresentaremos neste capítulo a matemática suficiente para evidenciar qo.

mo ela está relacionada com a utiüzada nos capítulos preccdentes. Mas enfatizaremos aqui as

considerapes físicas subjacentes aos t¡atamentos nratemáticos, æus ¡esultados e a interp¡etação
dos mesmos.

O fato do átomo de um elétron conter duæ partfculæ n¿fo causa nenhuma difìculdade se

fo¡ utilizada a témica de mase reduzida. Esa téørica, discr¡tida na seção 4.7, substitui o átono
real por um átomo no qual o ntlcleo é infìnitamente massiro e o elétron tem ,flasf¿ reduzida u
dada por

(7-l )

ondc m é a mæsa real do elétron e /lf a massa real do núcleo. O elétron de massa reduzid¡
move6c em torno do núcleo infìnitamente massivo com a mesma sepdação elétron-núcleo do
átomo ¡eal. Como o núcleo infinitamente massivo deve permanecer totalmente estacionário,
bæta tratär þmente o movi¡rpnto do elétron de masa reduzida do modelo. O problema se

reduz æsim de um sistema envolvendo um par.de putícutæ que se movem a um outro envol.
rændo uma única partícula que se move.

F¡GURA 7'1. Esquerda:Num átomo de um único elét¡on real, um elétron de massa m e um núcleo de massa
.Èf movem+e em torno do cent¡o de massa fixo. Dr¡efid:No modelo atômico equínalente, umâ
partícula de massa reduzída ,¡ move{e em torno de um núcleo estacionário de massa infinita.

Na mecânica clássica, o movimento do elétron de massa reduzida em torno do núcleo es.

tacionário do modelo reproduz exåtamente o movimento do elétron em relação ao núcleo do
átomo real. Além do mais, a energia total do modelo, que é simplesmente a energia total do
elétron de mæsa reduzida, é igual à energia total do átomo ¡eal no referencial em que o centro
de mæsa está em repouso. O estudante já deve ter visto uma demonstraçfo desses resultados da

mecânica clássica no caso do movimento de um planeta em tomo do sol ou de outro sistema
qualquer envolvendo o movimento de duas partículæ. Não é difícil demonstrar que os mesmos
resrrltados são obtidos em mecânic¿ quântica, mas não vamos fazêlo aqui. A fìgura 7-t mostra
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o comportamento do etétron e do núcleo no átomo real e no modelo. Em ambos os cåsos o

æntro de massa do átomo permanece em repor¡so.

7:2 DESEIWOLUMENTO DA EQUAçÃO DE SCHROEDTNGER

Consideremos æsim um elétron de massa reduzida ¡r que se move sob aação 6o potencíal

coulombiano

-Ze2
V = V(x,y,z)

4ne¡1f x' + y2 + 22
(7-2)

onde x, y e z são coordenadas retangulares do elétron de carga -e em relaçJfo ao nrlcleo fixo na

origem. A raiz quadrada no denominador ó simplesmente a distância ¡ que separa o elétron do

nrlcleo. A carga nuclear ê, +Ze (Z = I para o átomo de hidrogênio neutro,Z=2pa¡¿ oátomo

de hélio uma vez ionizado, etc' . .).

O primeiro passo consistc em cscrcver a equaçålo de Schroedingcr para esse sistema tridi-

nrensional. Usaremos o tratamento indicado na scçalo 54. Escreve¡emos primeiro a expressão

clássica para a energia total fi do sistenla

*r', 
. p'y + P') + v(x,v,z)= E

Âs grandezas px, pv e p, sã'o as componentcs x, y e z do momento linea¡ do elétron' Assim' o

piti.iro tcrmJå'.íqurrår é a cncrgia .cinética do sistema e o scgundo é sua energia potencial'

Substituiremos agora as gwrulezas diruîmicas Px,Py, P, e E pelos.oqeld3rædiferencø¡1r asso'

ciados. usando uma extensão tridimensional étuiá ¿o esqüema (5'32). tso nos dá a e4uaçîo

de operador

(7-3)

(74)

(7-s)

(74)

(7-7)

ò
V(x,y,z) = tO;;

Operando com cada lermo na funço-o de onda

* = *(x,y,z,t)

obtemos a eqwçdo de Schroedingcr para o sistema

-L l-{$¿ l!) *ò'!'(xtv'''t) * 
a'v(xrv'z'Ðl + v@,y.,2)ú(x,y,z,t)

zp L ðx7 ðy' ð2" J

., ò9(x,y,z,t)
= rä-

ðr

Ë com freqüôncia conveniente cscrcvcr isso como

-Lv',v + v,l'=rn::

h2 /ð2 ò2 At \
--l- +-_ +-l T

2l \axt ðy' ðz'/

303



onde usamos o símbolo

drzmado operador Laplaciano ou ainda "nabla dois" em coordenadæ retangulares.
Muitæ das propriedades da equaÉo de schroedinger em rrês dimensões e dæ funções

de onda gue são suas soluções podem ser obtidas através de extensões óbviæ das propriedades
desenvolvidæ nos capítulos anteriores. Por exemplo, é fácil mostrar, pela téørica de æpara.

ç5o de variáveis usada na seção 5-5, que sendo a funçâo potencíal v(x,y,z) independente do
tempo, ex¡stem soluções da equação de Schroedinger do ripo

*(x,y,z,t)= þ(x.y,z)e-igtln (7-9)

onde aautofunçõo þ(x,y,zl é uma solução da eqttaçdo de schroedinger independente do tetnþo

.a2a2a2ç/.=-+-_+_' ôx2 dY2 ðz?

-lO'f O,r,z) + v(x,y.z)þ(x,y,z)= Eþ(x,y.z)

(7{)

(7-10)

Note que em três dimensões essa equåç5o é uma equaçâo de derivadas parcør's porque contém
t¡ês variáveis independentes. æ coorrJenadas espaciaisx, y e z.

7-3 SEPAR{çÄO DA EQUAçÃO TNDEPENDENTE DO TEMpu

A equaç5o de Schroedinger indcpcrrdcnte do tcnìpo para o potencial coulonrbiano ¡rode
ser resolvída f¡zcndo aplicaçõcs succssivas da tócnica de scparaçã'o de variáveis para scp:uar a

equação de derivadæ parciais nu¡t¡ conjunto rle trés cquaçr5es diferenciais ordinárias, cada u¡na
envolvendo unra única coordenada, c enlã'o usando nrdlodos convcncionais para resolver esus
equa$es. Entretanto, a separação de varidveis no-o potle ser feita quando são empregadas
coo¡denadøs retangulares wrque a energia potencial coulonrbiana é uma função v(x,y,z) =
-Ze¿ l4ne¡t/xt + y' + z2 de todas essas trés coordenadas. A separação de variáveis não se

îuá em coo¡denadas retangulares porque o próprio potencial nâ'o pode se separar em termos,
cada um envolvendo uma únic¿ desas coordenadas.

x

F¡GURA7-2. Ascoo¡dcn¡dascslï¡icas¡,d,9dr'un¡pontu/csurscoordcna4¡srctantulÂfcs.r,/cz.
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A diliculdade é ¡emovida utili t¡nóo coorde¡udas esféricas pol¿r¿s. Estas sã'o as coordenadas

¿ 0 e g ilustradas na figura 7'2. O comprimento do segmento de reta que une o elétron à origem

lnúdeo) ê, r, e 0 e g $ão os ângulos polar e azimutal.que especihcam a orientação esPacial

icsse segmento. Agora a d¡stânc¡a entre elétfon e núcleo'é simplesmente r. Então, em coordena-

dæ esféricas pola¡es, o potenc¡al coulombiano pode ser exPresso em função de uma turica coor-

Áßnàda r = \F$-+V,na forma

por causa desa gande simplifìcaç5o nâ forrrr4 do potencial, torna*e possível seParar as variáveis

naequação ddsctuoedinger independente do tempo, como veremos a seguu.

As defivadas espaciais da equafo de Schroedinger independente do tempo mudam tam-

bém de forma qrundo as coordenadas p¡¡ssam de retangulares a esféricås. Uma direta, porérn

car¡sativa, aplicaçá'o dæ regræ do cÍlculo diferencial mostra que a equagão de Schroedinger

independente do tempo pode ær esøita como

-Zez
V = V(r)

4IÊst

-fir' ú(r,o p) + vQ),!Q,e p) = Eú8,0 s)

(7-1 l)

(7-r2)

(7-r3)

é o operador laplaciano em coordelradas esféricæ. Pa¡a os detalhes da t¡ansforma$o de coor'

de¡udæ que levam a Q-Lz) e (7.13), o estud¿nte deverá consultar o Apendice l. A compuação

da formaìo operadoilaplaciano em coordenadas retangulares e esféricas, (7'8) e (7'13)' mostn

que simplificamos a expressão da funSo energia potencial ås expensas de uma considerável

cornplicaça'o na expressão do operador laplaciano, na eqrução de Sduoedinger independente do

tempo que deve æ¡ ¡esolvida.
Contudo, a mudanga de coordenadas é proveitosa porque nos permite encontrar solu@es

pua a equaçã'o de Scluoedinger independente do tempo da forma

úQ,o p) =R(rÞ(o)o(s) (7-14)

o =i i('*) . ì*, *+* *# (""' #)

lsto é, mostraremos glæ existem soluções ÚQ,0p) para(7.12) que se escfevem ømoproduto
de kês funções, R(r), O(0) e O (p), c¿da uma delæ dependendo somente de uma das coo¡dena-

das. A vaniager ròi¡¿r nó frto de quc essas trés frurgões podem ser encontradas pela solução

de eguaøes diferenciais ordiruÍriai. Vgmos isso substituindo a forma produto, tQ,o,V) =
n(¡)eitAjO (9), na eguação de Sctrroedinger independente do tempo obtida escrevendo*e o

operador laplaciano na formÂ (7-t3) em (7-12).
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Encontramos assim

n'?fr a/"anoo\ r a2no0 t al ðRoô\l__l_ _ lr¿_l*_ _+ __lsen0--l I
2pþ2ðr\ ðr / rzsenz0 ðp, r2senîad\- A0 /J

+ lz(r)R@<Þ = 8ROO

Realizando as derivagões parciais, teremos

h, [oo a /^¿n\ Ro d2ø Ro d / do\l_ _t- 
-tr.-l+ - 

* _;_-_-: _=lsen 0 = ll2ulr2 dr \ a, / r2sen2 0 dg2 r2æn0 d0 ï-" 
- 

d0 lJ
+ I/(r)ROO =fROô

Nesta equação, escret€mos a derivada parcial ðR/ôr como derivada lotal dR/dr iá que ambas

,eo equi".l.ntes, R sendo uma funçf,o exclusiva de r. O mesmo comentário se aplica ås demais

derivaãas. Se agora multiplicarmos ambos os membros por -2¡rr2senz O¡nøø h2, obteremos

após uma transPosição de termos

t d2þ *n2 0 d-t'r,g$-ænd L(r"nrqÐ-1r, sen2 d[E - v(r)l
þd,t= - R ; \ a, J- o dd \""" do f- ¡z' 

Jv¡r vtv

Como O membro esquerdo dessa equaçã'o não depende de r ou d, enquanto o direito nâ'o de'

pende de g, o valor comum de ambos nã'o pode depender de nenhuma dessas variáveis. O valor

comum deverá portanto ser uma constante, que Por conveniência chamaremos de -m¡2. Obte'

¡emos æsim duæ equações, escrevendo que cada um dos membros é igual a essa constante

*=-^î, (?.rs)
aø-

-ii(' Ð **(^'#)-'# r21r - vqr¡.= *
Transpondo termos podemos escrever a segunda equação como

ta l"aa\ 2ur'-- m! t d / ^do\;il' =r). + p - v(r)t= h- ffi, 
^f^' ^)Como temos aqui ur¡a equação cujo membro esquerdo não depende de uma das variáveis e

otjo membro direito não depende da outra variável, conclufmos novamente que ambos os

membros devem ser iguaísa uma constante. É conveniente escrever essa constente como t(f + l).
Obteremos então, igualando ambos os membros a t(l + l), duæ outræ equações

'*./

4tfl
7.\
tu/

dÉ¡/
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lJ;,

(ú¡l

i"ìw
i1{¡d

ltl¡;v/

',1,v
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t d / do\ m?olsen0_l* r-:_ =t0+ l)@
æn0d0 \ d0/ *n'0

(7-t6)

(7-r7)

Vemos que a forma produto utilizada como solução, ú(r,0,q) =R(r)@(0)O(9),é válida porque

funciona! Vemos também que o problema foi reduzido a resolver as equações diferenciais or.

dinárias, (7-15), (7'16) e ('l'17), para Ô(,p),O(0) e Â(r).

Resolvendo essas equeções, cncontraremos que a equaç:fo para ,t,(9) só tem soluções

aceittíveís paÍa ceilos valores de m¡. Usando esses valores de m¡ na equação para O(d), ocorre

que essâ equaçJio tambCm só tem soluções dceítdveis para certos valores de l. Com esses valores

de I na equação para R(r), encontra*e que essa equaçâo só tem soluções aceildveís também para

certos valores da energia lotøl E; isto é, a encrgia do átomo é quantizada.

74 SOLUçÃODASEQUAçÕES

Considere (7.15) pua Õ(p). Derivando e substituindo, o estudante pode facilmente veri-

fìør que ela tem uma solução Pârticular

ù'(q) = ¿ìmrc

(A discussâo que se segue ao exemplo 7-5 explica por que é utilizada esu soluçío particular.)

Àqui, pela primeira vez, deveremos considerar exPlicitamente a imposição da seçá'o 5'6 de que

asìutofunçOes sejamunívocas. Isto obriga que a fun$o Õ(9) seja unlvoca e esta exigência deve

ser consideiada cxplicitamente porquc os ângulos azimutais I = 0 e I = 2¡ são na verdade o

mesmoânguto.Deuemosobrigarcntã'oquedr(9)tenhaomcsmovaloraç=0e9-2r,itc1,

'{Þ(0) = 612n¡

Calculando a exponencial da solufo particular, obtcmos

,!m¡o - rím¡xr

ou

| -- cos m¡2n * i sen m¡2n

Esa exigência só será satisfeita se ô valor absotuto de m¡ tiver um dos seguintes valores

f m¡l = o, 1,2,3,. .. (7-l 8)

Em outras palawas, m¡ só pode ser rrm lnfelro, negativo ou Positivo. O conjunto de funções que

são soluções aceittiveis para (7-15) ærá então

Þ^(2) = ei^w (7-te)

ii( #)*ffv- Iz(r)r^ = ¡(r + r)*

onde rn¡ tem um qualquer dos vatores inteiros espe cificadàs por (7-18). O nyryro quîntico m¡ é

usado åmo índiæ para idintifìc¿r a forma espccílìcade unlã soluçâ'o accitável.



Resolvendo(?-ló)paraasfwrçÕes@(d),otrati¡nìe¡rtoéquasc ornestrtodoutilizadopara
obter as solufes analíticæ da.equação de Schroedilger independente do tenrpo Para o poten.

ciål do oscilador harmônico simples. Os estuda¡tcs interessados devem se dirigir ao Apcndicæ ll
que explica esse trata¡nento u¡n tanto laborioso. Limitar-nos+mos aqui a apresentar os resultados.

Encontram-se soluções para (7-16) aceitáveis (pernranecenr ftnitas) sonrente se a constante / for

iguala umdos inteÙos

l= lml,lm¡l + I, lm¡l + 2,lm¡l + 3,. ..

As solu$es aæitáveis podem ser escritas

øtnt@) = ss¡lmll6 Ftt^,1@oso)

os f'r,rr(cos 0) sÍo polinômios em cos 0, cujas formas dependem do r¿lor do núnero qwintico

I e do vltor sbsoluto do número quántico m¡. É necessário usar, portimto, ambos os númefos

guánticos pua identifìcu æ fwrSes Ot^tQ), soluçÕes ac€itdveis para a equaçã'o. Exemplos

dessas funpes serão aPres€ntados na seção 7'6.

O trataÍ¡Ënto uado na soluç.lfo de (7-l 7) para as funções R(r) é também muito serne'

lhante ao usådo para o potenciål do oscilador ha¡mônico simples. Deduz+e que só existem so-

luções de estado ligado aceitdveis (permanecem fìnitas) æ a constante f (energia total) tiver

um dos valores fn, onde

- FZz ea

"" = - (+rrof zlr, n,

Nesta expressão ,o mtmero quantico ¡¡ é um dos inteiros

n=l+l,l+2,1+3,...

As solupes aceitáveis são escritas de forma mais convenien¿e como

R n ¡Q) = e- z' tn" 
" H', ^, 

(?)
ondc o parârmtro øe vale

4reot:'2
ao=-----'-

ye'

QsGn,(Zrlas) sfo polinômios em Zrfa¡, com fo¡mæ dife¡entes para os diferentes valores de ¡

c l. Ambos os núnp¡os quânticos são necessários, portanto, para identificar æ diferentes fun'

gaes ,În¡(r), soluÉes ac¿itáve¡s pan a equaçÍo. Mas os valores permitidos para a energia total

fn dcpcndem somente do nún¡ero quántico n. Exemplos das fiurções Rn¡(r) ærão apreæntados

na æçlo 7-ó.

7 -s AUTOVAT,OR"ES, NÚMEROS QUÄ,NTICOS E DEGENERESCÊNCÍA

Um dos rcsultados importantes da teoria dc Schroedingcr do átomo de u¡n único eld'
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(7.20)

(7-21)

(7.22)

('7-23)

(7-2s')

Íoné a pievisão para os valores permitidos para a energia total dos estadosligadosdoátomo.

Compa¡ando essa previsão para os autovalores

^ ttZzeo 13,6 eV
E'= - 

(¿,oroq 2lf n' = - 
^'

sern a previsão do modelo de Boh¡ (veja (a-18)), encontramos energíæ permitidas ídêntícas

em ambos os tratamentos. Ambæ as previsões estão em excelente acordo com a experiência,

I dedução de (7-22) por Schroedinge¡ forneceu a primeira verifìcaç5o convincente de sua

reoria da mecánica qu.ântica. A lìgura 7-3 ilustra o potencia¡ I(r) coulombiano para o átomo

de um único elétro¡r e setsaulovalores En,

Qual é a relaç5o entre o potencial coulombiano e seul autovalores e os. poienciais estu-

dados no CapÍtulo ó e seus autovalores? Uma diferença óbvia é que os cálcu¡os de mecá¡¡ica

quåntica que levaram aos autovalores do potencial coulombiano são razoavelmente nuis compli-

cados, Mas o potencial coulombiano é uma descrição exata de um sistem¿ tridimensiorul
real. Os potcnciais tratadot anteriormente slfo descrições aproximadas de sistemas unidimensio-

nais ideaüzados, construídos para simplifìcar os cálculos. Pale da complicação criada pelo

potencial coulombiano é também devido à sua simetria esférica que obriga o uo de coordena-
dæ esféricas em vez de coordenadæ retangulares.

As æmelhançæ são muito mais furdamentais do que æ diferenças. Para o potencial cou-

lombiano, como para qualquer outro potencial capaz de ligar uma partlcula, as energias totais
permitidas, para a partícula ligada pelo potencial, são quantizadøs com valores disûetos. A

0
- 0,85

- l,5t
- 3,39

1

l,
'É

¡¡¡

FIGURAT-3. Opotencialcoulombiano y(¡)eseusautovaloresfr.Pa¡avaloresgldndesdez,osautovalores

torr¡am-se mu¡to Pouco espaçados em energia porque En sc aproúrna de zero quanþ z
tende a infin¡to. Observe que a interseçat de lz(¡) com 8n, gue ddine a posição de um li'
mite da r%ia;o c!ísirz permissível, se meve para fora quando ,r aumenta' Nalo aparece na

figura o contínuo de autovalores de energias positivas mnespondentes aos estados n¿to li-
gados.

fìgura 74 faz uma comparação entre as energias permitidæ para o Potencial coulombiano

e pa¡a outros potenciaii de tigaçáo unidimensionais. Nessa figura, o potencial coulombiano re'

Presenta um corte transvcrsal ao longo de um diåmetro do átomo de uin elétron. Observe græ

todos os potenciais de ligaçþ tém u¡na enøgia de ponto'zeto.Isto é,emtodososcasoson¡e'

309

/, -,
i

,t

._ ..t

:̂t

,.:)

f't

,l

,)

.t

N

'ì

i,t
C)

flþ
,3
'f
._)

:l

ö
ffi
(ä

"ry
r1

.,. 
.)

û
fÞ

ï
f\



'::: .

':J

,')

ü
ul
1/a
C'i¡/

lft)r$/

'

.':\
&¡c

nor valor pcrmitido para a cn€rgia total sc cncontrÌ¡ acim¡ do vtlo¡ mfnimo da cneryia p9.

tencial. Associado à energia de ponto zßto, o ltomo dc um Glétron lcn um movirncnto de

ponto zero, como outros sistemas descritos por potenciais de ligaçfo. Na próxima s€ção wre-
mos que esse fenômeno nos dd uma explicaçlo fundamental para a estabilidade do estado

fundamental do átomo,

\/
\_/

Oscilador ha¡mônico
simplcs

Poço quadrado
finito Coulomb

ln
?$t

"*\

-l

ì\J

' ìttþ'

(ul

i

ir
I :",

tú,

($t

(,\r'

tú/

(J

a -'-

l-/

FIGURA 7.1. C.ompançäo entre å! eneÍgies permitlt¡s dc vá¡ios potenciaisde Iigaçfo, O potcñcitl coulom-

biano tridimensional aparecc representedo por umâ 3oçâb rctã ao longo do diilmetro; os de-

mais potenchis sfo unidimcnsicnâis.

Embora os euto lores do átomo dc um elét¡on dependam somente dc número quântio
n, as autofunpes dep€ndem dos t¡ês núrleros quântico¡ tt, I, trt¡ pois sÍo Pfodutos dæ três

funt'es Rn¡Q),@¡^,(0¡e ,ÞrfC).O fato deaparectenfiêsntmercsquônticoséumaconse'

qüêncìa da equaçiío de Schroedínger independente do tempo contq três varùiveis, uma pam

cadd coordenada esryciaL Reunindo æ condições satisfeitæ pelos números quânticos, teremos

Intrl = 0, 1,2,3,. . .

I = lm¡l,lm¡l * l, lm¡l + 2,lm¡l + 3,. ..

n=l4l,l+2,1+3,...

Esas condições são expressas mais convenientemente sob a forma

n=1,2,3r...

f=0, 1,2,...,n-l
mt =-/, -l+ 1,...,0,...,+l- 1,,

EXEMPIJO 7.I

Mostre que ts cúndlçõca (?-2?) sto cqui lcnles t(7'261. Segundo (?-26) o valor mínimo dc Ié
i$¡alrlrny';ebvelormfnimodclrfly'é0.Ènüo,outormínimodetd0¿ov¡lormínimoden,qrrcé
i6;ual e I +'1, sctá 0 + I = l. C.omo ¡äumcnt¡ poÌ inteirosscm limlte,osvalotcs possíveisdcn sa-on= 1.2'
3,... Pa¡a dado n, o valo¡tnáximo dc lé aquele que satisfâz a retação ¡ = I + l, ilo é, l= ¡ - l.Conç-
q{lentementc,osv¿torespossívcisdclsfol=0, 1,2,..-n- t.Finalmente,paraumdadol,omabrvalor
quc poáe ter lzry' é l'zr.ll = l..O nlor máximo de'rn¡ será €ntl¡-o +l e o valo¡ mínimo -1, podendo portanto

assumksomenteosvalorcsra¡= -1,-l+ 1,..,,0,...,+r+ l,+1. ^

Por causa de seu papel de espccificar a energia'total do átomo, n é às vezes chamado de

núrnero quântico principal. Porque o moriento engular azimutal ou orbital do átomo dependc

de l, como veremos, I é chamado às ræzes de número qtrânlicn dzímufdl. Veremos também que'

?lo

(7-26)

5¿ o Ctomo se cncontra em um campô magnético extemo, existe uma dependénc-h dc sua encf-

gia com mrPor isto, rÍ, é charnado ås veze¡ de número quântico magn¿t¡co.

As condições (7-27) mostram quc pera um dado valor de r existem 8lralm€nte vários la-
lores difercntes possíveis pare I e rz¡. Como a forma das autofunções dc¡rnde de todos os

três números quánticos, é claro qw haverá situaçõcs em que dr¡as ou mals autofunçõcs total-
¡¡ænte diferentes corresponderfo a exalemenle o mesmo âutoralor Eo. Como as âutofunçõcs

descrevem o comportanìento do átomo, tæmos que existem cstâdos @m comportamentos

\Þtdlmente diferentes que no entanto têm e mesma enetgia totol.Em física,a palavn usada

lpara caracterizâr essc fenônreno é dqenerescêncø e as autofunções corfespondcnteg eo rnes-

f 
mo autovalor-são. ditas degenemdas. Existe pouca rel.aerg com o significado comum da pala-

rwa; autofun$es degeneradas nfo sÍo repreensivæ em absolutol
Degenerescência também ocorrc em mecânica clássica e na antiga teoria quántica I ela

relacionada. Na discusão dæ órbitas elípticas do átomo de Bohr-Somnærfcld, na æçto 4.10,
mostramos que a energia total do átomo era indep€ndente do semi+ixo menor dâ elipsc, O
átomo então tem estados com comportamentos muito diferentes, isto é, com o elétron descre-

vendo órbitas muito diferentes, que no entanto tém a mesma energia total. Exatamentc o mes-

mo fenômeno ocor¡e no movimento planetário. Esa degeneresc€ncia cHslca é comparável à

degeneresc€ncia em , que ocorre no átomo de um elétron da mecánica quántica. A energia de

um átomo de Boh¡.Sommerfeld ou de um sistema planetário é também independente da orien-
tação espacial do plano da órbita. Isto é comparfvel å dêgenerescência em n¡ do dtomo da mc-

cánica quánticå.

Ta¡to na mecánicå clásica quanto na quántica, a degeneresoência é conscqÍlência dc cer-

tæ propriedades da funfo energia potencial que desøew o sisteÍia. No átomo de um elétron
da mecánica qu.lintica, â degeneresc€ncia em'm¡ ocorre porque o potencial depcnde somente ds

coordenada r, o potencial sendo entfo esfericanænte simétrico e a energia total do átomo tor-
na.se independente da orientação espacial. A degeneresoência em I é conscqiléncia da forma
particular da depcndência em r do potencial coulombiano.

Se um campo magnCtico externo for aplicado ao átomo, sua energia tolel dependani

de sua orientação espacial fror câusa da interaçÍo entre cofientes no átomo e o cåmpo axtrrno.
Btud¿remos iso mais tarde e veremos entlfo que a orientaçáo espacial é detcrminada

TABELA 7-t. Valores possíveis de I e m¡ pan n = 1,2,3

n 2 3

I 0 0 0 2

ml 0 0 -1,0, + t 0 -1,0, +l -2,-1,0,+1,+2

Número de

autofunções
degene radas

para I I 3 3 5

Número de

autofunçõcs
degencradas

para cada n 9

3tt



pelo número guántico nI. Enì conscqüéncia, nutn qrmpo rna8nético exter¡to a degenerescencu

em relaøo a m¡ é lcvantada e o dtorno tc¡n diferentes níveis de energia Para diferentes valo¡es

de m¡. Se o campo magnético externo tenl sua i¡rtcnsidade di¡ninuída gradativamente, a de-

pendéncia da energia total do dtomo com rn¡ serã reduzida ProPorcionalmente. Quando o
campo for roduzido a zero, os níveis de energia que correspondem a diferentes valores de rn,

degeneram num único nível de energia e as autofunções correspondentes tortìam6e degene-

radas.

TABELA 7.2 Algumas Autofunções do Átomo de um Elétron

Números Quånticos
nlm¡ Autofunções

-Zrþo

r,, 
" 

= ;hre)''' lJ,- z't'. 
"o, 

o

7.
1-' ,- Zrlza o sen 0 e, 

i9

so

ú ¡oo

I

-==
VJ'f

Zr Z2r2\ ?-r
- l8: * 27---l e-¿tlrao

ae ai/

r, 
" " 

= --**ff;)''' (, - I ), -'',' " "

Vzttt

o ú¡¡o =-r#H"'(u- 1)ic-z't3oo coso

-ztl 30o sen0 cos0etip

*, *,,,,=#ø(_l)''' ( :):: e-z,tra. seno e,iç

,r,,0 = --! (il'" ll ,-'" 
'oo 

(3 cos2 o - I )

¿l .1,: ¡ V/32r1

t2 útztz =#H' t':1, 
,-r,,rao seÍf o etzie

Muitas propriedades dos dtomos alcalinos podem ser discutidas em termos do movimento

de u¡n ú¡¡ico elét¡on de 'lalência" num potencial gue é esfericamente simétrico, mas que não

3t2

rl

,,*=à(â''"

=+ffi'"

(il''' (,

I / z\3t2 22 12
= 

ruÆ \,-,. / "', '

8l

tom o compor¡amento em l/r do potencial coulombiano. A energia desæ elétron deoende de I.

Assi¡n, a degeneresc€ncia em relacão a I fica levantada se æ mud¿ a forma da dependência com

r do potencial. Mais adrar¡te neste liwo, estuda¡emos esse fenôn¡eno em inúmeras oæsiões e ob'

t€rgÍios com isto uma ¡rplhor visão da orþem da degeneresoência em I do potencial coulom-

biano'
. W (7-27) é fácil ver qu¿r¡tas autofungões degeneradæ existem, para um átomo de um

eþtron isolado, conespondentes a um jalor particular fn. Os ralores posíveis para os núneros
quânticos,quando n=l,2,e3aparecemnatabelaT-l.Aobservaçãodesatabelatomaevi-
dente que:

l. Para cada valor de n, eústem n valores posíveis de l.

2.Pan cadz rr¿Jor de l, existem (2t + l) valores posíveis de m¡.

3. Pa¡a cada valor de n, existe um total de n2 autofunções degeneradas.

74 AUTOFTJNçÕES

As técr¡ic¿s matemáticas usadas na mecánic¿ quântica pala se obter (7-22),pa:.a os auto-
valores do átomo de um elétron, são nitidamente bem complicadas quando comparadas às

r¡sadas no modelo de Boh¡ para æ obter a mes¡¡r¡l equaçdo. Colocando de lado questões con-
æmentes à consisténci¡ lógica dos postulados do modelo de Bohr, éandarczoávelqucstionar
¡c todo o t¡abalho suplementar envolúdo no tratamento de meciinic¡ quántica do átomo de

um clétron se jrstilica pclos resultados obtidos. A resposta é indiscutirælmenle si¡n! Podere-

mos aprender muito mais sobre o átomo de um elétron do què com o modelo de Bolu porqræ

tcmos tanto as sutoÍunções qu¿.r¡to os autovalores. As autofun$es contêm uma sé¡ie de infor-
magóes adicionais sobre as propriedades do átomo. O restante deste capítulo e o capítulo se-

guinte serão destinados, em grande parte, a estudar as autofunþes e a extrair delas essæ info¡-
ntaFes.

Sabemos que as autofungões são formadas toma¡rdo+e o produto

ùo¡^,Q,0 tc) =R',Q)Q ¡^,(o)Õ',(v

Sabemos tamMm de (7-19),(7-21) e (?-23) qw p¡ua gualqwr estado ligado

o,nr(v) =¿mì?

gh 
tQ) 

= serlm¡lp bolinômio em cos d)

e

R n,(r) = e- (conlsnte)¡/tr r' (polinômio em r)

Todas æ autofunções têm basicanpnte a mesm¿ estrutura matentáticå, embora os polinômios

om r e cgs 0 tornem+e cada .vez mais complicados com valores crescentes de n e l- A tabelz7 -2

apresenta as autofungões do átomo de um elétron para os três prirneiros valores de n. Estão

escritæ em termos do parâmetro

oo =!*= 0,529 x lo-r o m = 0J29,4
pe'

que o estudante pode reeonhecer como sendo þual ao raio da menor órbita do átomo de hi-
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drofênio de Boh¡. A constante multiplicativa diante de cada funçâo foi calculada P¡ua que ela

seja normatizada. Em outras Palawâs, a integral sobre todo o esPaço da funSo densidade de

piobabilidade coffespondente é igual a l, de forma que em cada estado quântico haverá a pro-

babilidade I de se encontrar o elétron atômico em algum lugar.

EXEMPI.O 7.2

Verifique que a rutofunçâio úr,, € o áutovalor associado .8, satisfazem a equaçâo de Schroedingcr

indepcndente do lempo, (?'t 2), para o átomo de um clétron com Z = I '
Como a equação diferencial é linear em 

'r,, 
pode¡emos ignorar lotalmente a constantc multiplicativa

1ftn'hollz para esst verificaçâo e cscrever a autofunçalo como

g =¡¿-il2øo sen oeig

Esle é o caso mais simples com uma dcpendéncia não trivial cm todas as ltês coordenadas' Contudo, a vcti-

ficaçâo deste caso dará ao estudante alguma certeza na validade das demais autofunçôes escritas na tabcla ?'2-

Anles de mais nada, introduzâmos a notaçâo

ú = l|,çl5q¡ I =/sen 0

* - g@,çl re-4zoo - grc-42ao

Estâ notação será útil no cálculo das derivadas quc cntram em (7'l 2)' que se cscrcvc

,l

.\ P¡imeíro calculamos

:U

v
w
fsr'

t"#

'1ft..,

;F*tÐ .,r: #.r: # (""'Ð]. v'" = E't'

ðúa
(Jsen0l=fcos0

ò0 òa

ò,lt
scn0-=/s€n0cos0

ô0

a / a,r\

-l5cn0-l 
=/(cof 0 - scnt a)

ao \ ao/

I a I ðú\ f fcos"e-sen'o\

- 
-l5s¡d-l 

--l.--l
¡'seno ad \ ur/ t' \ seno /

I

r! sen2 o

ò'ú__=(ù"9 - -g =-f scna
òe'

a'9 
=- 

|
õg' r1 sen o

Deoois calculamos

A simplcs inspeçâo dcmonslra quc cssâ cquaçalo ó salisfcita idcnlicåmente.
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Som¡ndo esses dois rcsultados, oblemos

Calculãmos entio

Tc¡emos enlão

E=E¡=-
I (4 reo )t ht

e'
v = -__

4neof

4reo tr¡
!-o =-

tte'

ht urt ( l t!e, \ "t 
ve'

¡ 4rcotrt \r 8(4aeo)htJ 4reor 8(4reo)rh¡

I à?{, I ð I ðú\

- 
+ 

- 
-lsen 

d 

-lrt sent o ag¡ rt scno ðo \ tr/

¡ 2f *.nt o ll *¡ o Z,l,
(cost o - æn¡ d - l)= - 

-

¡t sen d ¡t scn 0 It fr

ðv l_,n \
;=tv-"-, - 

^r"t")
., ur 

- "( .' '-'tþo - " ,-'/2o\''- =8V'" - ;". I
:f',3$=, (r,"-'/'oo - 

t' 
"-r¡2oo -3" ,-'l.o * " ,..'lto\

ar \ òr/ \ 2oo 2do 4o', /

=28'"-d2a' ( ;.å)='( ;.#)-
ra/ae\ lr I r\
; ;(';, = 'k; - ;"* B"i)Ú

Substituindo cstc tclmo, c o tcrmo provenicntc das dcriv¡tl¡s em 0 c ,r, na cquaçÍ'o difc¡encial a ser satisfeita'

obtcmos

' t'Ê ; . #) -;i- . v,þ=8,þ

åc J").,='

te'



7.7 DENSIDADES DE PROBABTLIDADE

Começaremos a extrair informaç5o dæ autofunpes do dtorno de um elétron estudando ¿5

formas drs /unçdes densidad e de pro bab ilidade correspondcntes

'v' v = ú ìm,riE 
nr lh 

ú n r,n t 
e * il ln = ú ìn,, ! nm,= R 

Å P î^,q, i,,R nro t,n,'Þ,,,

0,02

0,01

0

0,02

0,0 r

f¡cuR^ 7-5. Â rlcnsidurle ttc probabilitlarJc radial ¡rarr o clótlolr ¡rurr¡ :ítolrro rlc unr elótron ptn n = 1,2,3
c Pûrs os v¿lorcs dc / ind¡crtlos.0 triirrgulo clr eatl¡ cixo dc abscissa indica o vrlor UcÇda,to
po¡ (?-29). l'-a ,, = 2 os griil'icos lora¡¡r rcdurunlr¡tlos cor¡r as csc¿l;rs rlc al¡sciss c ordc¡udr
cxpandidas l)or utn f:¡tor l0 n¡ortl¡lrrlo o cù¡upofttn¡c¡¡to dc /'r,lr) prt'rninro;ì ori¡gcru. Ob'

scrvc quc prra os lrôs clros ontlc I ,= l,r,r* - r¡ -. l, o nrixil¡ro tla ltrr¡(r) ocorrc ptra /llollr =

n'øo/Z,ittJict,Jo no grifico pcla linlrr trlccjarh.

0,5

0,4

0,3

0,2

0,t

0

o,2

0,1

0

llso,,
\^ lN

0,1

I

15 0
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Como estas são funpes de trôs coordenadæ, não podemos îazer a repre*ntação gráfìca dæ

i1rrrt .rn duæ dimensões, Podelemos, no entanto, estudaf seus comPgrtamentos tr¡dimen'

sìon.i., conrid.rafrdo sepafadamente spas dependênciæ çm cada coordenada. Trataremos pri'

¡¡eiro a dependéncia em r em termos de densùlade de probøbilidade radinl \r),defìnida de ma'

nriru que PQ) dr é a Probabilidade de encontrar o elétron em qualguer lugar com coordenada

,u¿irt .ntp r e r + di. Integandose a densidadedeprobabitidade{/'V,queéa probabilidade

por unidade de volume, sobre o volume comPreendido ent¡e duas esferas de raios r e t + dr,é

fácil ver que

Pn,Q) dr = R]¡(r)Rn,Q)rz dr (7-28)

O cálculo dessa integal dá

O faþr rz apueæ no membfo direito porqtre o volume comPr€endido entre as,esferas é propor'

cional a ess; fator. A utiliza$'o dos números quánticos x e I como trdices para esPecifìcar a

iorma d, ur¡a funøo densidade de probabilidade Pafticulü é bem apropriada mæ a forma

dessas funções nã'o depende do número quåntico m¡. Aþuns Pn¡(r) estão representados grafica'

mente na figura ?'5 em termos de grandezæ adimensionais'

Uma simples observaÉo da figura mostra que æ densidades de probabilidade radiais, para

cada conjunto pertinente de números quãnticos, só têm valores apreciáveis em intervalos relati'

vamente 
-reduzidos 

da coordenada radial. Assim, quurdo o átomo estã em um de seu estados

quânticos, esp€cilìcado Por um conjunto particular de números quánticos, existe url¿ elevada

jrobabilidade de que a coordenada radial do elétron esteja dentro de um intervalo relativamente

iestrito. O elétron deverá provavelmente se encontrar dentro de æßa canadt contida entlç

duæ esferas concéntricas centradas no núcleo. Uma observaSo mais atenta da figura evidencia

que o raio característico dessas camadas é fundamentalmente determinado pelo númefo guán'

tico r, embora exista uma P€quena dependência em l'
Essa propriedade pode ser explicitada mais quantitativamente usando o valor esperado da

coo¡denada radial do elétron para cÅracteriTar o raio da c¿mada. Uma extensão lógica dos ar'

gumen tos da seçã'o 54 para três dimensões mostfa que o valof esPerado é dado pela exPfessão

,,= J rPn¡Q)dr

o

n2ao \,,nt= z It

r(/+ r)ll- ,,-11.iI (1-2e)

Os valorcs deÇ¡ apuecæm na lìgura ?-5 indicados por pequenos triângulos' Fica claro qræ rn¡

depende fundamental¡nente de n, pois a dependéncia em I está reduzida pelo fator l12 e plo

îator llnl em(7-29).
Uma comparação interessante pode ser feita ent¡e (?'29) e (a-l ó)

n2 ao
rwt"=_/

gue dd os raios das órbitas circula¡es do átomo de Bohr, A mecánica quântica mostra que os

raios das carnadas são apfox¡madamente do rnes¡no tamanho dos raios das órbitas circulares de

llolrr. lsses raios crcscem rapidamente com /,. A razÃo básica disso é que a energia total ¿',r

rlo átomo torna{e mais posiiiva com yalores crçscentes de n e,em conseqüência,a faixa de
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coordenada t para a qual É'n é maior do que tz(r) æ expande cont valores crúscentes dc ¡, cor¡o
pode s€r visto na ñgura7-3.lsto é, as camadas se dilatam com fl porque as regiões clasicame¡¡s
permitidas se expandem.

EXEMPLO 7.3

(a) Calcule, pata o estado fundantcntãl do álomo dc hidrogênio, o rato¡ dc ¡ para o qucl a dcnsidrrtc de
probabilidade ndial é máxima. (b) Calcule em seguida o valor csperado dâ coordcnâda radiål ncssc est¡do.
(c) Inle¡prete esses resultâdos em termos dos tesullados de medidas cfctuadar para localizaçalo do eldtron no
átomo.

(i) A dens¡dade de probobilidadc radial para n = l, ! = 0. esrado fundamcntal, d

P,o(r) =Rio (r)R,o (z)r'

Ext¡aímos R,o(r) do fator dependente de r da primeira âutofunç¿io esctita na tabela ?-2, com Z = l, e
obtemos

P,oQ)=e-ilao¿-Ì/do ¡' =r-2rlao rz

lgnoramos a normalizaçaio (isto é, para simplificar conside¡amos a constante multiplicativâ igual a I ) porque
não leñ nenhuma influência sobre o ptcsentc cálculo. Trata*e de encontrar o máximo de P,o(r) calcu.
lando*e sua dcrivada em relaçaÌo a r e igualando o ¡esultado a zero. Isto ó

ji\

{"i^J

dPtoF) 
- -1"-"¡oo ¡' + c-24oo z¡dr ao./\
= (r -'lr-"to" r,=o

\ o"/
A soluçaîo desta equaçalo é

I --=0
ou

f = do

Esta é a posiçalo do máximo da densidade de probabilidadc radial.
(b)Pa¡aocálculodovaloresperadodacoordenadaradialrcomputamos(7-29)comn=l,l=0e

Z = l. Obtemos assim

r- =o" { | + 1rr12) flll = l,sao

(c) Encontramos que o valor esperado de r é lþeiramenle supelior ao yelot dc r pua o qual a densidade
deprobabilidaderadial émáxima. A.lazãoé queadensidadedeprobabilidaderadial éassimét¡ic¿emtorno
de seu máximo, de forma que existe uma pequcna, mas nilo dcsprczível, probabilidadc de sc encontrar valo-
res apreciavclmcnte 8¡andcs paÌa ., nas mcdidas de localização do elél¡on no álomo. Entalo, embora a mais
provável localizaçaÌo do elétron rcja a r = ao (isto é. com o raio da órbita dc Bohr para o estado
fundamcnta l). o va lor méd io obt ido ñas med idas rla tocalizag--o é 7 = ¡ 5"^ . Esses caractcr íst icas sío visivcis na
primeira curua da fisu¡a 7-5. 

^

EXEMPITO 7-4

No seu eslado fundamcntal, o tamânho do átomo dc hidrogônio podc ser dado pelo ¡aio da camada
n = l, com Z = l, isto ê,ao= 4nro¡t ¡urt = 0,5 A. Moslrc quc cssa dimensá'o alômica básica podc scr otrtidr
diretamente de considcraç6cs fcitas a partir do princípio de incertcza.
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A forma da funçå-o Potencial

_e2
V(r) = 

-
4te or

tcndc a provocu o colapso do átomo ¡x)rquc quanlo meno¡ a distância tlo elétron ao núclco mais negativa se

torna a cnctgia potcnc¡al. A css tcndônci:l sc op6c o princípio dc inccrtcza como vcrcmos.

Sc o elétron cstá ¡cstrito a uma rcgiío de lamanho R, qualqucr componcnte de seu momcnto line¿¡

le¡á uma inccrlcza de aproximadamcnt c

h

^P= R

Essa ¡nccrtez: reflctc o fato de que o mornetrto lincar dc inlcnsidadc p podc tcl qualqucr difcçalo c cnta-o

es componcntcs podcm tcr nlores qrrc vãó dc -p e +P. Portanto, a inccrtezå cm qualqucr comPoncnlc

do rnomcnto linear tambóm sâtisfaz aproximâdamcntc a rclaçá'o

^p=P

O elétron tcri cntá-o uma cncrgia cindt ica aproximâdânìcntc i8u¡l ¡

p' (ap)' ñ'
K=-= 

,, = rr.
Vemos quc a encrgh cindtica torna*e mais posilíva quando R decresce, o que se opõe à tendência da ener'

giâ potenciål de provocar o colapso.
Se o tamanho do átomo é R, a sua encrgia potencial vale aproximadamentc

4teoR

A encrgia totaldo átomo é cnta-o, aproximadamente,

ht
E=K + V=-

2u R, 4reo R

Obedecendo a lcndência comum a todo sistcme físico de ser o mais estável possívcl, o átomo ajustará scu

tamanho dc fo¡ma a minimizar sua encrgia total. A e:\!stência dc um tamanho ótimo ¡rcde ser vislo qualita-

tir'åmcntepelaobsewaçãodafiguraT{,ondcaparcceK, VeEcmfunçaiodeR.(NotcqrleRnõoéacoo¡'
clenada radial; trata-sc do tâmanho do átomo que elamos tralando como uma rariável a fim de dete¡minar'

mos seu valo¡ ótimo,) O tamânho mais encrget¡cåmente favorável será encontrado, quântitativamente, dc¡i-

.rando¡c E em relaçaio a R e igualando*c essa derivada a zero. Isto é

dE 2ht c'_+_=0
dR 2yRt 4reoR'

Resolvendo esm equaça-o e cxplicitando em relaçalo a R

4 reo h?

R =- =¿o
ye'

c encontra{c o lamanho que minimiza a eflergiâ totãl c fornccc poftanlo o átomo mais estável'

o princípio dc inccrtez¿ dctc¡mina o tamanho mínimo para o dlomo porque ele detefmina sua enef-

gia mínima. Esia é a ch¡mada cncrgia dc ponto zero do cslado fundamental, dcterminada pelo movimento

de ponto zcro. Ess¡s idéias simplci forncccm uma resposta bem satisfató¡ia â questão da estabilidade do

estado fundâmcntal do átomo. Iissc argumcnto se completa com a discussão quc se scgue aocxcmplo 5-13,

ondc sc mostra ouc o álomo no scu cstâ(to fundamcntal nalo irradia' ^

e'



Encrgia

F¡GURA 7{. O comportamcnto qualitativo da energia cinética /(, energia potenci¡l / c encrgia rotal ¿
do álomo de hidrogênio em função do talnanho Â do átomo. Para pcquenos valo¡es de

.R, K aumcnta mais rapidrn¡cnte do quc lz diminui porquc K c l/fi¡ enquanto V . -ll[.
Pa¡a valores grandc de R, .lí torna-sc desprczívcl comparado cum lz. Resulta quc É' tcm um
mínirno para ccrto valor de R (indicarJo por um pcqucno traço vertical no cixo dos R ) c pua
estc la¡nanho n átr¡nto ó rnais cstávcl.

A figura 7-5 mostra que os detalhes da estrutura da funçfo densidade de probabilidade
radial depende do valor do número quántico J. Para um dado n, a função tem um único e in.
tenso máximo guando / assume seu máúmo valor possível; máximos adicionais menos intensos

apa¡ecefn intemamente ao mais intenso quando / assume valores menores. Em geral, esses máxi-

mos n€nos intensos são pouco importantes. Existe, entretanto, uÍlå propfiedade relacionada a

iso que pode ser muito ¡mportante. Uma observaç5'o atenta da fìgura, particularmente dos

grdf¡coscomescalasexpandidas,paran=2,1=0en=2,1 =l,mostraqucsóparal=0as
funpes densidade de probabilidade radial trêm valor apreciáve¡ próximo à origem. Isto signilìø
que somente pua I = 0 haverá uma probabilidade apreciável de se encontrar o elétron próximo
ao núcleÒ.

Uma outra maneira de ver esta propriedade é considerar a própria densidade de probabiLi-
dade, V'V = ú.ú. Uma inspeção das autofunções aprescntadas na tabela 7-2 mostra que ptra
valores de / Peguenos em comparação com a sf Z , quando o termo exponencial varÍa lentamente,
a dependðncia radial de todas as autofunções se comporta como

úort ¡ + 0 (7-30)

Esaodcpendéncia pode ser vc¡ificada facilnrcnte por sinrplcs substituiçá'o de (?-30) em (z-l ?), a
equação gue determ¡na a de¡æntléncia radial de ry'. A de¡rcndência iadial da densidade de pro-
babilidadc p¡ua r pcqucno serd então
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ú'ú o r2l / + 0 (7-31)

3Zl

'..t!

ii Conctui+e daÍ que o r¡¿lor de ú.,¡, nu¡n pequeno volume próximo de f = 0 só é relativamente

"fanda 
paß I = 0 e decresæ muito raPidamente com valores crescÊntes de l. A razÍo é qræ

7o >> r' >> ra Ð. . . quando r + 0.

Vemos entáo que cxiste alguma probabilidade de que o elétron se encontre próximo ao

núcleosel=0,masProbabi[dademuitomenordistoocorrefsel=leaindamenossel=2,
,i..-. . fr,o pode produzir efeitos impoftantes em certas circunstâncias porqw a energia Po'

irn.i.l ¿o Ctonto torna.se muito grande, em valor absoluto, se o elétron estiver próximo ao

núcleo. Veremos mais tarde que isso é particularmente verdadei¡o Para o c¿lso dos átomos de

muito, elét¡ons, que tem esencialmente a mesma propriedade, De fato,.a depend€ncia em

¡ï,rrs autofunçõcs, para / pcqueno, tem importáncia predominante na estrutura dos átomos

n¡u|ieletrô¡ricoi. V.r"ror tamt¡ém mais tarde que o comporta¡nento em r¡ é f-Isicåmente devi'

do ao ¡nonrento angular do átomo, que depende de l'
Vamos proæder agora ao estudo da dependência angular das fun$eS densidade de pro'

b¡bilidade

De (7'19) temos

t ìm,ú nt^,= RìßnPi^,øt^,þå,+^,

ø;,(v)ø 
^,(ò 

= ¿- 
im t v rim ¡e -,

A densidade de probabili$ade não depende portanto da coordenada 9. O comportamento tridi'

mensional d, úÅt^,Únt^, é então totalnrente descrito pelo produto das gandezas Rn'r(r)Rn¡

(r) = Pn,Q)lrT . p"í. gt.ndtta @i^,@)Or^,(d), que desempenha o papel de fator de modula'

ção direcionalmente dependente.

FTCURA 7-7. Um g,ráfico polar que determina a dependôncia di¡ecional da dens¡dadc de probabilidade do

átomo dc um elétron'

A forma do fator OimÍO)@hl@) aparece convenrentemente repreæntada em termos de dia'

grâmas polares, um doi quais é visto na figura 7'7. A origem do diagrama está no ponto r=0
(nucteoj , o.i*o dos z i traçado ao longo da direção a Partir da gual 

'"^*ttu-: 
ångulo d' A

à¡t¡nrí. da origem à curva, medida no anguto 0, é i8uål ao valor de ofir(O)@¡rr(d) nara

esse ângulo. Tal diagrama pode também spr considerado como fePfesentando a dependência

di¡ecioial completa de úimlnt^t, visualizando+ç a suPÊrfície tridimensional obtida por
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I=3tm!= tl

I = j, mI=0

FIGURA 7{. Dragamas polares da depcndência düecional das densidades de probabilidade do átomo de

um elétron, Pan I = 3;tnr= 0. !1, t 2, t3.

rota$'o do diagrama em tomo do eixo dos z de 360', que é o intervalodevariaçãodoângulo
g. A distância medida da origem a um ponto da superfície, na direção especifìcada pelos ângulos

0 e 9, é igual 
^ 

øi^ 
,$)o ,^ ,(d) 

oi, (r) ú- 
,(v) 

para esses valores de 0 e 9.

Na figura 7-il, ilustrámos um exemplo da dependência da forma de Ai^r@)@¡^,(0\

com o número quântico m¡r coñ um conjunto de diagramas polares para l = 3 e os sete valo'

res possíveis pare mt para este valor de l, isto é, puaml= -3, -2, -1,0, 1, 2, 3' Observe

a maneira pela qual a regiáo de concentração de@,1^,@)A¡^r(0) e Portanto Ú]¡r1 ,Ún¡¡r,F
desloc¿ do eixo dos z p^ra o plano perpendicula¡ ao eixo dos z,quando o valor absoluto de m¡

cresæ. Alguns âspectos da dependéncia de @fir(0)@ro,r(0) com o número quántico ¡ estão

indicados na figura 7-9 em termos de um conjunio de diagramas polares para mI= ll e /= 0, l,
2,3,4. No caso n = l,l=m¡ =0.queéoestadofundamentaldoátomo, úìmrÚnntnrodr'
pende nem de 0 nem de ,p e a densidade de probabilidade é esfericamente simétrica. Para os de'

mais estados, a concentração da densidade de probabilidade no plano perpendicular ao eixo

dos z, quando mt = ll,torna{€ cada vez mais nítida à medida que I cresce. A fìgura 7-10 é uma

tentativa para superaf as limita$es de uma página bidimensional usando sombræ par^ leqîe'

sentar o æpecto iridimensional dæ fun@es densidade de probabilidade para vários estados do

átomo de um elétron.
As fun$es densidade de probabilidade apresentadæ nessas fìguras geralmenle tim um

conjunto de superfícies esféricæ e cônicas, defìnidas por certos valores de r e d, sobre as quais

essas funções se anulam. Esas superfícies nodais são análogas aos pontos nodais ondc a dcnsi'

dade de probabilidade para uma partícula ligada em um potencial unidimensional sc anula

('æja, por exempto, a fìgura 6.32). Eles são conseqüência do fato que as funçöes de onda para

uma partícuta ligada devem ær ondas estacionárias com nós fìxos'

Contudo, se um conjunto de átomos de hidrogênio for isolado comPletamente do reslo

do Universo, não será posível realiz¿r medidas físic¿s para localizar o elétron de cada átomo

322s.

rj
t-,

J-îïOóok)
,ìr-=o l= l'zt=rt t=2'mt=¡2

I=3,mt=t3 I=4,m1=t4

FIGURA 7-9. Diagamas polares da dependência di¡ecional das densidades de probabílìdade do elétron pan
I=0,1,2,3, 4im¡= ¡¡-

sabendo que todos estão num estado quántico com um conjunto particular de números quân-

ticos n, /, m/ e portanto loczlizar æ superfícies nodais para esse estado. Se isso fosse possível

seria celamente um fato excepcional porque permiti¡ia a determinação da direção do eixo
dos z. Isto implicaria encontrar para cada átomo uma direção preferencial num espaço que deve

ser esfericamente simétrico, já que o potencial coulombiano do átomo V= -Ze2 l4nesr é es-

fericamente simétrico. Com efeito, tal fato nlfo ocorre porque não é geralmente possível ob-

serya¡ nenhuma das confìgurafes de densidade de probabilidade da figura 7-10 em medidas

reais sobre átomos l¡'vres (isto é, átomos na ausência total de campos externos magnéticos ou

elétricos). A única exæçâo é o estado esfericamente simétrico n= l,l=ml= 0. À razão é que,

com exceção deste, cada estado é degenerado com rdrios outros estados de mesmo valor de n.

Como a energia de átomos em estados degenerados é id€ntica, não é posíræt experimental-

mente separdJos uns dos outros com técnicæ que não perturbam a densidade de probabilidade.

Ässim, tudo o que pode ser medido é a densidade de probabilidade média dos átomos, para

todo o conjunto de estados que são degenerados entre si. Ocone que as fungões densidade de

probabilidade, quando se calcula a média' dessa forma, dão origem a fun$es esfericamente

simétricas.

EXEMPLO 7.5

Calcule a média das funções densidadc dc probabilidadc pan o conjunto dc estados dcgencrados
correspondentes à eneryra Er.

Temos

I

-f ú;o,t,roo * t!i,-,úr,-, * ú'ioúr,o + ú;,ú',' I

tf il . (ä'(+"n' o rr,.n".*,")]
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n=l,l-mt=0

n=),1=m¡=Q

t*l

I

n=2,1=l,m¡=71

C*'

-lr
z,lI r,q=on=

I
n=3,1=2,m¡=t7

{

n=3,1=2,m¡=g
FIGURA 7'I0. Unra concspçaio a¡tístic¡ do aspccto tridi¡ncnsional dc várias funçõcs rtcnsidarlc ãc probabili.

d¿dc do ítomo dc um elét¡on. Pa¡a cada u¡n dos doscnlros o cixo dos z cstí reprcscntado por
uma linha ve¡lical. Sc tortas as dcnsidadcs de probabilidadc para urn dalo n e I fo¡cm com-
binadas, o ¡csultado sc¡á esfc¡icamcntc simót¡ico.
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¡1 =f,,t=¡n¡=Q

n=3,1=l,m¡=r¡

n=3,1=2,m¡= ¡1

n=3, 1=t,m¡=g

Éssa dist¡ibuiçalo cslcricanlcnte si¡nét¡ica sc¡i o resultado dc unra scqüência dc medidas para_localizar o clé-

i,--. nutn áronto dc unr clÉt¡on dc cnergia total .g¡. Ë óbvio qur'cssa distril¡uiç5o não podr:rí scr usada püa

ärt.in,inrr a direçío do tiso dos ¡ c portanto nrlo havcri contradiça-o conr o fato dessa direçrìo ler sido csco-

il,idu ini.!rlnt"nt" de rnanei¡¿ totübnentc a¡bitrá¡i¡'
Ol¡scrvc que rììcsnìo plja cadr subconjunto dc r'stados que incluem todos os valo¡cs possíveis de z¡,

Da¡a um dado valor dc n e I (uma "subc¡unada"), a soma das dcnsirladcs de probabilidude é esfcricamcnte

f,-*l,ri.". lstoó,9¡îoù¡oo óesfericamcntesinrét¡icaetan¡bémûr'i-rúr,*, * ûr'ioúr,o +'r¡T¡Úrr, écs'

io¡.ur.n," sirnét¡ica. Ësu proprir'rlade inrportante cstá ilustrada na fig.ura ?-10. Scrí utilizada mais tardc

*'"ä:îï:::,ïïii:::ïåîl-* l.iil'a orientação do eixo dos, n'o é a¡bi.

traria porque exisle uma direção preferencial, definida por cxemplo por um campo magnético

ou elétrico externo aplicado nessa direçâo sobre o conjunto de átomos de hidrogênio. Num

carnpo desse tipo, os estados quânticos não sã'o degenerados, como veremos mais tarde, e pode'

rão ser feitas nredidas de densidade de probabilidade de átomos num estado particular. Com

efcito, tais nìedidas podem ser usadas para se determinar a direçå'o do campo externo.

Pura ajurlar a comprccnrrio do cstudanlc, vamos ¡ccolocu as idéias discutidas acima na scguinte forma:

l, Se o cornporta¡ncnto dÈ um dtonlo ó dctern'¡inado por unt potcncial que tem simctria esférica, como

o pofcncial coulombiano que dt'pendc sonìcnte då distânci¿ do clét¡on ao núcleo, ncnhuma das propricdâdes

r¡o ¡íto¡no portcrd sclccionur qualquct rJrcad<r prrticulÀt no cspaço, porquc todts as dùe$cs sa--o cquivalentcs.

2, Se o átonro lb¡ colocado num campo magn,i¡ico ou clét¡ico cxtcrno, a sinetria esférica fica destruí-

da c a direçalo definida pelo cåmpo exlcrno to¡n¡+e única.

3, Quantlo cxistc um¿ dircçalo única, cscolhcmos um dos cixos rJo nosrc sistcma de coordenadas nessa

dircça-o prcfcrencial porquc isso silnplifica a descriçalo da situaçaio físicu. Podemos cscoUìcr outfas dkeçõcs

mas isso conrplica dcsncc¿sr¡¡iamcntc a dcscriç¡:o matemática. (Em cletromagnetismo, por cxemplo, quando

sc trûta urn fio cilíndrico. { ¡¡uitg çenvcnicnrc tomar um dos eixos do sistema de coo¡denadasao longo do

cixo do cilindro.)

4. Convcncionälntcntc, cfiunramos o eixo prcfcrencial dc cixo dos z. (A convençaio provém provavel'

mente do sistcn.¡a dc coortlcnadas cilíndricas. ondc o cixo cm lorno do qual varia a coo¡denada angular é

Jham¿do de eixo dos z.) PodcrÍamos, cntretanto, chama¡ o cixo prefcrencial t¿nto de eixo dos x quanto eixo

dos y.

5, Mcsnro sc nío cxisti¡ uma direçâo prcfcrencial. ¡rorque ncnhum campo externo eslá aplicado sobre

o ilonro, prccivrmos escollrcr a/gunr dûcça:o arbitrária no cspaço co¡no elto dos z para nosso sistenra de

ræo¡dcnadas. Mas nessc cåso, o eixo dos : na--o ó fisica¡nentc único: trala*e mcramente dc um construto nìa'

lenr:ítico, !l ¡rrtanto sua cscolha naio devc ler nenhuma conseqüência mensurável'

,: É importantc notar que um carnpo ap1icado uni[orme so pode servir para definir para o átomo uma

,,' ¿ni* ,lirrção privilegüuta, Como indicamos, um lal campo rcmoverá geralmentc partc da degenercscência

i ,das autofunçõcs c poderão sc¡ medidas dcnsidadcs dc probabilidade quc dcpcndem do ángulo d ' Mas ¿s 9en-
li;tsidades de probabilidade mantêm-sc independcntes do ángulo 9, ji quc !/'1, d ahlþ)omr(v) = e-tmlc

i.\,'eimtç = I para todas as autofunçõcs. lsto é,as dcnsidadcs de probabilidade mantôm sua simet¡ia axial dc

i: rotaÇâo em torno da direçalo do campo aplicado, como deve scf o cåso.

,,:i Um campo aplicaào ru-o uni¡orm" pode servir para definir direses prcfcrenciais ad¡cio¡ø¿s' Nalo é

', su¡pr€endcnte que tais campos possam destruir å simctria de rotação axial da densidade de probabilidadc de
' 

um átomo sob sua influência. Embora não tenhamos levado cm conta cssa possibilidade cm nosso descnvol'

vimento, porque não preCiúvamos, é fácil fa¿€-lo se for nccessí¡io, lon¡ando'se soluçõcs particulaJes d€

(?-15)dalormao.,(ø)=cosmrgou ø,,,þr=*.'.mlgtcmvezdaformaquculilizamos'Semcampoaplicå-

do, ou com campo afilicado uniforme, a au'tofunção associ¡da a cos m¡9 é dcgcnerada com a autofunção asso-

cia¡laascn m,gdeîor¡¡aqucamedidadadcnsida{edcprobabilidadcdaráumacombinaçãoindcpcndente
de g c çs52 mr,p + scn¡ mi,¡9= l,como as autofunçõcs usrtlas üntcr¡ormcnte ' Num campo aplicado na:o uni'
forme, a degeriercscência podcrá, contudo, sc¡ levan¡ada e podcrão ser obscrvadas densidadcs de probabili'

rlade quc n¡ã tcnham sin¡et¡ia ,lc rotaç¿:o axial, As soluçõcs Q 
m t(gl 

= èos mlg e o n Iþ) 
= sen ¿Ír P são frc'

{fientementc usa¡las em químicA pofque um átomo nunra molécula ó aluado por um campo altamentc

¡à-o unilo¡mc produzido pelos oul¡os á1omos.
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Na próxima seção mostraremos que os nrimeros quánticos I e rn¡ estão relacionados co¡
o módulo Z do momento angular orbital do elétron e com sua componente z, L,pelase¡.
pressões

¡ ='/t1t + ¡n
L, = m¡h

Mencionamos isto aqui porque é um dado importante para a interpretação da dependéncia de

úìm,tnt^rcom I e m¡. Considere o caso mt = l. Então L, = Il\ que é quase igual a {, =':::J__::',r - \r'l
\ÆOfDË Nesse caso o vetor momento angular deve apontar aproximadamente na direçlq r¡,ft

do eixo dos e. Para um átomo de Bohr, isso significaria que a órbita do elétron estaria aproxi. .if
madamente no plano perpen!¡cuþLao eixo dos z, como na fìgura 7.1 l. À medida que f cresæ, ír;
o valor lh se aproxima ae y'?(t TT) tr e l, se aproxima de .L. Isto signifìca que o ângulo entre ,rl
o vetor momento angular e o eixo dos z diminui. Em termos da descrição de Boh¡, iso exige

que a órbita do elétron se aproxime cada vez mais do plano perpendicular ao eixo dos z. Uma 
.

inspefo dos diagramæ polares da figura 7-9 demonstrará a correspondência entre esse aspecto

d" úìt^rúnt^te a descrição de uma órbita de Bohr. Pararflr=0 teremos Lr=0e o vetormo- ,

rnento aågular heverá ser perpendicular ao eixo dos e. Num átomo de Bofu isso significa Que 0 :

ptano da órbita contém o eixo dos z. Alguma indicaçâ'o dese comportamento pode ser vista .

no diagrama polar para I = 3,m¡= 0 da fìgura 7€,
Embora haja muitos pontos onde a teoria da mecánica quântica para um átomo de um

elétron conesponda de muito perto ao modelo de Boh¡, existem algumas diferenças notdræis.

Em ambos os tratamentos o estado fundamental corresponde ao número quântico n = I e têm

mesmo valor de energia total. Mas no modelo de Bohr, o momento angular orbital para esse

estado é L = nh = tr, enquanto que na mecánica quânticaele vale L=\/l(l + l)h=0,pois
l= 0, quando n = l. Existe uma série de evidéncias, a partirdemedidasdeespectrosatômicos

para o estado fundamental é a correta. Essa previsão está também de acordo com o que se

obtém usando as técnicas que desenvolvemos anteriormente para o cálculo de valores espe.

rados da energia cinética total do elétron no seu estado fundamental e da energia cinética æ-

sociada com seu movimento radial. Os dois válores são idênticos, implicando que nesse estado o

movimento é puramente radial. Se o modelo de Boh¡ fosse modificadò para permitir a exis'

FIGURA 7-ll.Uma órbita de Bohr situada num plano quase pcrpcndicular ao cixo dos z.
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l-tencia ¿e estados dc momento angutar nulo. a ó¡bita parâ um tal cstado seria uma oscilaçlo

t 6dial onde o elétron passaria diretamente atravós do núcleo e a oscilação leria uma di¡eçfo

oualquer no espaço. lso corresponderia, de cerla forma, a uma densidade de probabilidade ou

disrrit,uiçen de carga esfcricamenle simétrica, scmelh¡nte â que é prcvista pela mecánica quân-

tica e observada ex¡rcrinrentalnrentc. É difícil, enlretanto, visualizar o movimento de um elótron

no estado fundamental do átomo da mecânica quántica. Isto é, é difrcil fazer uma analogia com

urna descrição clássica, como a descriçâo de Bohr. Mas essa situaçâo náo é úniø;d igualmente

diflcil visualizar o movimento de um elétron atravessando um aparelho de difraçã'o de duæ

fendæ.

7A MOMENTO ANGULAR ORBITAL

Vamos agora justifìcar as relaço-es

1., = nr¡lt

t. = Jut-i'\j¡
(7.33)

(7-34)

entre os números quánticos m¡e Ie a componcnte z, L,e o módulo 1, do momento angular

de um elétron em seu movimento "orbital" em torno do centro do átomo. Â justifìcaçãoexi-
girá um certo esforço mas ærá recompensadora. Acabamos dc ver que essas relações sÍo muito
úteis na interpretação da depcndência angular das funSes densidade de probabilidadc pâra um

átomo de um elétron. Continuando nosso esf udo de física quântica, veremos que as rela@es

de momento angular sÍo extremamente importantes no estudo de todos os átomos (e núcleos).

A razÃo básica diso é que na maioria das situações a componente e e o módulo do momento

angular dæ partículas em sistemas microscópicos permanece constante. De um ponto de vista

clássico, isso ocorrc porque na maioria dos sislemas as partrculas se movem em potenciais es-

fericamente sinrétricos que nâo podem exercer torques sobre as mesmas. Veremos que, de to'
das æ grandezas usadas para descrever átomos (e núcleos), momento angular e energia total slio

praticamente as únicas que permaneccm constantes. Uma conseqüência disso é que a maioria
dæ expe riências com tais sistemas envolve medidas de momento angular e energia total. Asim,
a mecånica quántica deve ser capaz de fazer previsões tanto sobre o momento angular quanto
sobre a energia total. Um outro paralelismo entre os dois é que ambos são quantizados. Em ou-

træ palavras, as relações (7-33) e (7-3a), impondo que l, e L tenham valores precisos m¡h e
y'(¡ + Dnn são relações de quantização exatamente como a relação de quantização Para a e-ner-

gia que impõe que a energia total Ede um átomo de um elétron tenha vatores precisos -ttZzeo I
(41teo)221f n2. A quantização do momento angular é certamente tão importante quanto a

quantização da energia. A única razlo para ela nå'o ter aparecido antes no nosso tratamento da

mecânica quântica de Schroedinger é que estdvamos restritos a s¡stemas unidimensionais. O
momento angular é obviamente a grandeza dinâmica que distingue os sistemas tridimensionais

reais das idealizaçöes unidimensionais onde ele não tem sentido.

O momenîo angular de uma partícula, em relação à origem de um dado sistema de coor-

denadas, é a grandeza vetorial L definida pela equação

L=rxp (7-35a)

onderéovetorposiçãodapartículaemrelaçãoàorigemepéovetormomentolinearda
partícula. Calculando as componentes do vcto¡ cm coordcnàdæ retangulares, é fácil mostrar
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que as três compo¡rentes retangula¡es de L são

Lr=lpr_zp,
Lr= zp, - xp"

Lz =xPy - lP*

onde x, y e z são as con¡ponontcs dc r,c px, pv e p, são as componentes de P'

A lìm de estudar a grantleza dùuitnica nronrcnto angular em mecánica quántica,

mos os opemdores associados. Isto é feito substituindo'se P* Py e Pz pelos seus equ¡valenb

quiânticos -ihòlôx, -ihðlð¡t e -ihðlòz segundo unra cxtcnsão tridimensional óbvia de (5.32).

Assim os operadores para ¡ts três conìPoncntes do ¡nontento angular sâ'o

I,oo = -ih (r+ -'å\
\ -. Ay/

Lror=-itt('å -':J\ -^ ^ I'J (7-36)

, .. |a Ð\
L'or=-itr 

l. t -';/

Co¡no temos de usar coorder¡adas esfdricis, cssas expressões devem ser transformadas para esse

sistema de coordenadas. O Apcndicc I nrostra co¡no isto pode scr [eito. Os resultados sã'o

L,op = -t] 
[ * * (,,", Ð 

.# #,]

L*oo = ih

Lror= ih

ð
Lzoo=-ih-

Btaremos também interessados no quadrado do módulo do vetor momento angular L, defrni-

do como

L,=L,r+Lry+L?

Como aparece no Apendice I, o operador associado em coordenadas esféricæ escreve-se

(rr,'r# * cotg o .", olJ

f.*rfi*cotgd 
senel)

O primeiro passo na dedução das equações de quantizaç5o do momento angular.consiste

em us¡rr os operadores para calcular os valores esperados da componente z de L e o quadrado de

æu módulo, para um elétron no estado quántico n, l, m¡ de um átomo de um elétron. Segundo

a extensão tridimensional da receita (5-34), o valor esperado pua L, é
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7 nr2x

,, =J 
J J ú, L,oov. r, sen6 dr do d e

0.0 0
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ffiL*orrrrgo 12 sen 0 dr d0 dç é o elemento de volume em coordenadas esféric¿s e a integraSo
,i 

iirr;"sobre todo o intervalo das t¡ês variáveis. Para simplificar a notação, sem que sejacausa

de confuão' escreveremos

ft, =J * L'orÚ dr

Aoui,dr significa o elemento de volume tridimensional 12 sen 0 ù d0 dg,eJsigrificaastrés

inr.gruir definidas Iî [t Il". Essa nojlção simplificada será usada no resto desse capítulo e nos

irlnrm. Continuando o cálcr¡to de t, , expressando a fr.nção de onda como um produto da

auiofunçao pelo fator exponencial do tempo, obtemos

I- --J eiE n' ln rlt ì r,n ¡L rore* 
iE n' ln 

ú n ¡^, d,

f
L, 1úìt,rlropÚ,tn,tdr

(?-39)

Da mesma maneira, o valor esperado de L2 é

f
1., =J rt,;,,,,top únt^td, (740)

pua calcula¡ as integrais næ dual equações nunleradas acima, temos primeiro de calcular

Lrogúu¡^, e Llpúnt^r

EXEMPLO 7.6

CalculeLrorgn¡m¡,ondc Lroo=-ihitlítpcgn¡^,é u¡naautofunçâlodeumátomodeumclétron.
Temos

i1ì

i:ii,
:ti¡
!!:,
:.¿J

'lii Como
:fp'
j;Jirl'ìiii
' r.i
'.ij Obtemos

Lropúnl^l= -'^Y

ú n¡,rr= R n¡îla h ¡@ 
)ø 

^rte¡

-,nu:!!! = R n¡e) o ¡,n,(o\ 
¡-,r 

";ït'']
(7:J8)

I

Segundo (7-l 9)

Ø^,þ¡ = ettnl9

ry 
- i^rri^lt = intf'mttçl

:.",
f\

Sl
f|È)

&

8\

fç'ì

i

,,:",.

/11.
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Portento

e oblemos a resPosta

"'# = Rn¡(r) €¡rr(o) | - tn tn ¡ 
rD 

^,(o)l
= m ¡tt R n¡ Ql e ¡¡nr(d ) orr(v)

LrogÚ n!^t= mÛÚ nlml

Embora não tenhamos urna expressão concisa pera as fun$es O¡mr(0)' 9w devem ser da

rivadas para calcular L\púnt^f sabmos que essas funções satisfa?em e equãção dife¡cncjal

(7-16). Usando esse fato, não é diffcil moshar que

L'opÚrmt= l( + l)h2Ûnh

lJtlizando(741) do exemplo 7'6em(7'39),que se escreve

I
L, J ,låh*zoptn¡^,d7

é trivial calctlar Ç Temos

rt, =m¡hJ tìtmttnrmrdf

Mas sabemos que essa integral tem valor um porque é igual à densidade de probabilidade sobrc

todo o espaço, isto é, a probabilidade de encont¡a¡ o elétron em algum luga¡. obtemos então

L, =m¡h

Da mesma maîeira, usamos (742) em (740), que se escreve

(743)

áì

'{/

:l

-Ðt

?\

-g

¡,

i

\hf

\ù/
\

\rn¡

CsJ

(742)

Dnt fúìm,tnh¡dî
l)h'

(74s)

(146)

F --f*;,^,t'optn 
^1,

pafa obtef

L2 =l(l *

F =Kt+ (744)

Comparemos os resultados dos nosos cálculos de vatoresprado,Qale(744),coms
relações de quantização que estamos tentando rærificu e que podem ser escritas

L, = m¡h

L2=Kt+l)tf

As primeiras são certamente consistentes com as últimas, mâs não são provas ou demonstraçõ€s
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t-'do tïtirrr. fu relações de quantização eslabcleæm imposiçõcs mais fortes sobte os valores de

'¡., e L2 . Essas relações dizenr que Sua4gg.Jr¡edida do.momqntoangular-.de-urneléûonio.etta'-lytt6 
-? 

n, ¿jL!:u *:W=,,frl:Jj;.1t¡1t" eois, nessc estado, cssas grandezas

(?-{t)

6 p*n¡A¡¿-r;1ilõfeïãdñã. l*,íàl-âi reìaçe,es ddúlõi-cs¡rcrado-dízem a¡rnaq qlç_-o! vìa!r-

rcs_lllic?4o_s_sg¡g -9!.19_ll-.1{li,a, ísto C, qttando se calcula a 
_mf 

dia dos resultados-de um

õã-_r=nt"*.6:aa;¡.¡if !:-r-*!:l:Lrr .år'ptiõt"r ã'æmoriif;¡eô'ðas relaçðes de quantizrção bæta continu¡ na rnesnul

ll¡nha ¿e cálculo. Por exemplo, calculando o valor es¡rrado de alguma poléncia de /,r,æja o

I quadrado, ll, encontra-se Ll = @¡f:.lf . tslo ¡rcrmitc concluir imediatãmcnte que não só L, é

[¡*rrt rm¡ltemmédia,isto é,L, =rny'r,maslambdm queLré sempreigual am¡h,istoêLr=
') 

ri7t trto porque, se l, flutuasse em torno de seu valor médio, m¡h não seria possível obter Ll

l=1nrn)2 porque quando sefaza média de uma potência de L, maior do qw um, dá-se mais
' pso às flutuações acima da média do que as flutuaçöes abaixo da média. Para podermos prosse-

guir com nossa interpretação do momento angular dos átomos de um elétron, transferimos os

detalhes dessa demonstração para a próxima seção. Lá obteremos também a interesante con-

clusão Que.Z* e l*, componentes x e y do monænto angular orbital, @.pÞ9.efm ¡ relações

de quantização'
"-'oÍato de tnlntt não descrever um estado Çom componcntesx e/ delìnidas do momento

angular orbital - por{ue essas grandczas não são quantizadas - C, do ponto de vista da mecâ-

niø clássic¿, bem misterioso. Segundo a lei de conservação do momento angular em mecânica

clássica, o vetor momento angular orbital de um clétron que se move sob a influência de um po-

tenøa1 V(r) esfericamente simétrico de um átomo de um elétron, num espaço liwe, estará to-

,talmente fixo, em direçâo e módulo, e todæ as componentcs do velor terifo valores definidos,

Não. há torques atuando no elétron. O fato dcsse resultado não ser válido na mecânica quântica

,¿ um. conseqüência da existência de um princfpio de inærteza que impõe não ser posslvel co-
'nhecer com precisão total, simultaneamente, duas componentes do momento angular. Como a.

valores

ãrUììA-'¿-e--fm'ãiEtOrr-qæ*se-nô-ve-iìïmft6ncial esfericamente simétrico pode ser inragi-

como va¡iando sempre, de forma que suas compoentes r e / flutuam em tomo de um

médio nuto, enqunto suå contponente e e seu módulo permanecem fìxos, Esse resultado

ser chamado de lei de conservaçîo do momento angilar orbital da mecânica qwântica-

Muitas das propriedades do momento angular orbital podem ser convenientemente repre'

por um tal modelo vetorial.Considere um Conjunto de estados tendo ummesmO valor

i$,pua o número quântico l. Para cada um desses estados, o comprimento do vetor momento an'

.¡Í:Fi¿r orbitat, em unidades de t¡ é Llh = .,/iC +lt Nas mesmæ unidades, a componente z des-
i,r.lrte vetor é L,lh = m/. A componente z pode ter qualquer valor inteiro de L, = -l ã, L, = 1¡'¿r'
i. .pendendo do valor de m¡. O caso I = 2 está ilustrado na figura 7-l 2. A fìgura descreve os vetores

1ít.nonrento angular para c¿da um dos cinco estados conespondentes aos cinco valores possfveis

', de m¡, para esse valor de /. Se, em cada um desscs estados, L, e I', flutuam em tomo de seu

..valor médio nulo, os vetores descrevendo os estados prccessarão ao acæo em superffcies cônicas

em torno do eixo dos z, satisfazendo a lei de consery?ção do momento angular da mecânic¿

,guaa-q-ga. A orientação espacial real do vãìãî rorn.trtà-ñguhÏ-ë-C*-tìêã-dã'com rireìlhoi'piéä'
'rão para os estados com rrl = 11. Mas mesmo para esses estados, pcrsiste uma incerteza, pois o

vetor pode se encontrar em qualquer lugar sobre um cone dä semi'ângulo cos-'ll/y'I(f + tI.
No fimite clássico I. * - e esse ângulo torna-se praticamente zèro. Portanto, no limite clásico,

le z do momento angula¡ orbital !9m-o-.valor-.preciso-mþ-a¿e!CÉg-ogt=95-::^ , ; -
; compiñõñlëSÌ-e y sejam indefinidos. Calculando-se Lre L, o,s l¡alorgs.mqdios d€s'

ñ.ñG\ìñõ"G-ìãi¡Éainuss-øo ?éñl Assim, a orientíçãoão vetor momento a¡gu-
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o vetor momento angular para os csuìdos m¡ = ll é obrigado a lical ao longo do eixo dos¡

conseqüentenrente fixo no cspaço. lsso cortcorda com o Comportamcnto previsto pcla teo¡¡i
clássica, isto é, com a lei dc conservação do ¡¡lonrcnto angular da nlecânica clássica'

O núnrcro quântico ,,1 detcr¡Lirra a oricntaçío espacial do vetor montento angular orbiq
do átomo dc unr elét¡on. Portallto, nun¡ oerto sentido, ele determina a of¡entação espacial do

próprio átomo, Conro o potcncial coulo¡¡¡biano csfericanrcntc simétrico implica que não existe

nenhu¡na direção privilegiada no espaço no qual cstá situado o átomo, podetnos entende¡

,JzQ + t)

L,= m¡h (747)

Além disso, medidæ de qualquer potência mais alta de L? pr exemplooquadradoLl,duão

sempre o mesmo valor i1 = t^¡r)' . Conseqüentemente, o valor esperado do quadrado dc l¡
será simplesnæ nte Ll = (m¡Í12. Observe então que, como L, = t¡'¡lf\ teremos

I;IGURÁ 7-l 2. Rcprcscntlçalo dos vctofes ntotncnto rngular (ntcdidos ent u¡tidadcs dc h) prfÛ os cstados pos'

sí""i, 
"om 

I = 2. E¡n cad:l cstado o vctor prcccssiona ao acaso col tofno do c¡xo dosz' man'

tcndo um módulo conslantc e uma conìponotrtc z constantc'

por que a teoria preve- que a ellergia total do átonro não dcpcnde de nl¡, que determina su¿

orienLçao, E asim podemos entender por que as autofunções são degeneradæ em relação ao

núnB¡o quântico m¡. A ener$a do átomo sinrplesmente não depende dc sua orientação no

esPaço Yazio.

7.9 EQUAçOES DE AUTOVALOR

Vamos completar aqui a dedução, iniciada na seção anteriof, dæ condições de guanti'

zação do mo¡nento angular orbital. Vamos generalizar ern seguida os resultados da dedução pua

uxiti.itu um ¿¡specto interessante da teoria da mecânica quântica de Schroedinger.

t2 - t't,z - t¿z

Isto é, o valor espcrado do quactrado de L, é, igual ao quadrado do valor cspcrado de I.r,ser

condiçalo de quantizrção (747) I'or v6lida,
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(748)

îl pôr ouEo lado, se ('1/47) não for váIida, as medidæ de L, duão valores diferentes, sujei'
I C - --

ros no en ranto â f es"'çao- t. :t lÍ:1,:iî,ï:::":"'î' *ll:i :i ååîiÏLîÏ iÍil,"- 
i3 "=';ì; .; ;;r;, ."ro. s. os valores medidos de L, flutuam em torno do valor médio

[¡ å "^r;.rp"r.io 
io quadrado de l, não será igual ao qudrado de m¡ tu Ã rczÁo disso pro'

vémdequequ¡lnoosecarculaanrédiadeumapotênciarnaisalgdeLr'1omoæuqrudrado
¿i,'¿l"r'.,¡i" mais pso aos casos em que l, é maior dgo1.¿t ': muilo Egnos peso aos

cÅos,igualnrentenumerosos,emque 
Lrim"io' doqueÇ'Nessasitr'ração'L2' *(m¡h)t e

enøofi +Tl'

AtabclâT.3mostraumexemploondese.aplicamasidéiasdiscutidasacimaparacalcularoqua&ado
.ôamódlaeamédiados.quadradosdssidadesdeumguporlecriançasdeidadcsrcspectivamcntel'2e3
¡nos. A obse¡vaqJo ou t"ott tã'-i" q"t' q"""a" as i¿aãeis¡o primeiramcntes quadradas e depois se procedc

so calculo da mcd¡a, se oþ¡em "'i*Jrt"ü 
t"t-t 

1Î^1-"^"-rqï^:io 
se eferua primeiramente o cilculc d¡ médi¿

e depois se cleva o rcsullaoo ao quadrado' lsso oco¡¡erá scmprc que se calcula¡ a média de urna potência

maio¡ do que uma oas roaoes, i-uaìão eiJ n"lïit:::"o€ntanto' todas as crianças no Srupô têm a mesma

:¡"¿¡ ipual à idade médlr, enta:o nâo importa a ordcm das opcraçõcs c a média dos quadrados é igual ao

ffäf"ï;;"té;;.t'-ui t*ttnpto dessa siiuaçalo aparece na tabela 74'

TABELA 7-3. o Quadrado da Média e a Média dos Quadradosde um conjunto dc Núme¡os

Flutuantes.

A = 1,2,3

1+2+3 6
Ã =-=-- z

JJ

A --4

= 1,4,9

l+4+9 14

=-=-= 4$'1
33

on =Jñ =$fi-e=Jll=o'tz
Ti{BELA 7.4. O Quad¡ado da Módia e a Módia dos Quad¡ados dc um Conjunto de Númc¡os

que não F'lutuam.

A =2,2,2

2+2+2 6
Ã =-=-=233

Ã" =4

A' = 4,4,4

4+4+4 12
A2 33
AA =JA'-¡l- =la-a=0

¡"
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Como out¡e ilustraçaìo dessas idéias, considc¡e â quantidedc 6* = 1[F-7. Como foi menciorËdo

no exemplo 5-10. essa Etandczâ é usada como uma medil¡ das fluluaçôes que seriam obse¡vadas nas

da coo¡denada x dc uma partícuta. Sc nilo exislissc ncnhuma flutuaçâo, entâo F =it . M., o f,r¡ncr'p;;|1,
inccrl€?å obrþa que haja f'luluaço-€s em IJque scra.-o lanto maioJes quanlo mcno¡cs forem as fluruaç6c¡
no momento linear p).,Bg!!lgqu" F > ît c a difcrcnça entre F cî¡ aumenta quando aumentâm¡snu.'
tuaçôes de x, f' J7= é uma mcdida dcssas fluruaçðes.

Fica fácil agora prova¡ a validadc da rclação exprese por (7481,Ti =Ç,e portanto tamhdm¡r¿l
lidade de condiçfo dc quantizaçar-o Lz= mtà de (7-4?). Para isso. usar€moi duas vczcs(741).Lz6púntn¡=

mlÁtnlmr para calcular Zj- . Segundo a cxtcnsão tridimensional.da reccila para o cálculo dos,,alorcsesp¡¡.
dos. leremos

4 =l*'ri.o* o,

()u simplesmenle

I
Ft -J *i,¡^,tiooú ntm¡dÌ

A grandeza dinâmica L'1ré o produto dc dois fato¡es da forma I

Lï= Lz' L'z

Segundo a receitâ do valor esperado, o opcrador lloo construrdo a pârtfu dessa grandeza dinámica d entaÌo o

produto dc dois opcradorcs da fo¡ma ¿roD. Portanto

Llopú nt^!= Lzoo' Lzooù nlm¡

Em out¡as palavras, Ltrorú n¡^, stgn:fica gue ZroO ope¡a duas vcze s sobre ú n¡.r, Mas segundo (74 I )

Lzopú nlrq= mthú rl^!

Assim, cadâ opcraçalo d. Lropøbre ltr¡^, dá a mesma |únção lrnlml,mult¡plicada por um fator constantc

tñrtl Conseqlienlemenle, o ¡èsultado de duas opeleções é simplesmente o de multiplicaJ. únlm,pot dois
fatores mrh. lsto é

Sabendo isso. obtém-se ¡mediatamente

Lïopù nt^t= (mû)' t ntm!

Ti = fi i,^,<^,ht.,þ n rm I 
dr

Jø,nrfvi,^,tn¡^¡dt

= (m¡h)¡

=L;

't.

),j/

.Ð

.d
.tà

å
g

': '|

,'A

lì;

ondc usamos o fato dc quc a integ¡al sobrc todo o cspaço dct]¡^,ún¡^,é igual a l, por caus¿ da condigîo
dc normalizaçâo. Como vcrificamos (748), completãmos cnrá'o noiså veiificaçaÌo da condição de quantiza'

ljÍoLr=m/h.Ademonstraçalodavalidadcdacondiçã'odequantizaçaloLz=!(l+l)htéfeitadcformato'
talmentc análoga.

Obsenc que cssas demonstraçõcs dcpcndcm dc (?-41) e (742),L2oOúnlm¡= m¡Átn¡^rc Lf,rúnlmt=
,(¡+ l)hrúr¡rr. lissascquaçôcsafirmamsurprecndcntcmcntcqucorcsúltadodescopcrarcomoopcradot
diferencial Zroo'sobreaautofunçaio'rnl^tdoátomodeumclét¡onésimplesmenteamultiplicaça:odcssa
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rr¡fofunçñ'o 
pclâ constante rÍrh, enquanto que o rcsultådo dc sc op€rar com o operador diferencial lf,O sobre

¿h é a multiplicaÉo pela constânte r(, + l)h1 Esses rcsultados nâos¡tocerleñentcostesultâdostípicôs

Itti¿o, qurnAo sc opcra com um operador difcrcncial sob¡e uma fun$o. Por cxemplo, se opetamos sobrc

I-, func¡o, dieamos /(¡) = ¡r. com um oftcr"dor difcrencial d/dx, oblemos uma funçâo muito diferente
-)iÇ¡= ix. Em outlo exemplo, não é difícil mosÛef que o ¡esuhado de sc operar sobfe {rrrrn¡comosope'

ndor., Iron oú Lyop é a produçllo de novas fun$cs dc ¡. 0, ø, ondc csers vär¡áveis entrâm de formâ

bcm diferentä do que na funt'o Ú n¡^r.lsto é,

L x çpú nlm¡ + (consl)', nrø,

L y 6pú nlm ¡ 
+ (conl) rln¡.,

(749)

(7-50)

Âs idéais que desenvolvemÕs, no piocesso dc vetifiaça-o das condiçôcs dc quantiraçäo do momento

angutã¡, pódem sc¡ estcndidas para fornecer uma vislio mais profunda da teo¡ia dc mccánica quántice de

Schroedinger. Elas também podem scr usadas para lclar r leorhs mais rcfislicadas, como a mecånict nalrí'

cl¿l dc Hcisemberg. Deixaremos esses assunlos para livros mais adhntados, Cabe dizer squi SomentG que âs

popriedades âssociâdas com (741) e (7-42) sáo totalmente Serais. ¡sto é,sempre que a gmndeza dìnåmica

i rcm o wlor emto F no estado quàntlco descr¡lo pela lunçoio ,t, a funçto vlísfoz a relação

fooú = F,l' (7-5 r )

onde foo é o operodor conespondente d f.
Vamos mostra¡ também que a equação de Schroedinger independente do tempo pode ser escrita sob

a forma (7-51). Para tal, consideremos a equâçâo de Scfuoedinger independentc do tempo em coo¡denadas

reta ngu lâres.

E wmos escrevêla como

+Vtþ=EÚ

I
v),þ = E,l'

'(#.#.#)
F+e.#.#)r

Comparando (7-3) com (?-4), vemos que o colchetc é simplesmente o operador eop pam a energia total.

Assim teremos

eoptþ = Etþ

Aqui¿. é um dos valo¡es exâtos pemitidos para a energh lotet do s¡stema descrito pelo polencial I/- O sis'

tcma pode ser também descito p€lo operâdo¡ de energie total ¿oD.

A relaçfo geral (?-5 t ) é chamada de equaúô de autovalòr, {t é à autolunçAo do opetodor foO e F é' o

autlvdlot correspondente. Essa terminologia é a mesma usada no caso particúlar da equaS'o de autoralor

para o operador cne¡¡ia totel - isto é, no caso d¡ equaçfo de Schroedinger independente do tempo. O

operador enetgh totâl ¿op é charnado às vezes de hdmìltonlano.

Essas conslJeraç6ós lemm à importante conclusalo de que, como (7a9) e (7'50) mostrern qveún,'l
tu-o é uma autofunçab dos opetadores f,x^- ou úy^., âS grandezas dinámicas corresPondentes, L, e L,
¡ão têm valor¿s exatos no átomo de um etétiõn. ¡stoélZ, e tr" naio obedecem a condiSes de quantizeçå:o.
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2.

3.

4.

l.

5.

QUESTÕES

Se um âtomo de hidrogênio não cstivcr e¡n rcpot¡so, ntas movi¡r¡entando-sc livrenrente ¡q
espaço, conlo seri modifìc¡¡da a dcscríção quântica do nlesmo?

Tendo o potencial coulonlbia¡to unla fonni¡ nruito r¡uis sinrplcs cnr coo¡denadas cslóricas

polares, por quc co¡rìcçånros nosso trat¡nrer¡to do átonlo de unr elétron enr coordenad¿5

rc tangulares?

Em que inrportante equåção da físic¿ clássica aparece o operador laplaciano?

O resultado dos cálculos teria sido afetado se tivéssenros escolhido formas dilerentes para

as constantes que aparecem na separaçâo da equação de Scluocdinger indepcndcnte do

tempo, ðe unr átonto de um elétron, enr trôs cquações diferenciais ordinárias?

Por que q{g) deve ser unfvoca? Por que isso leva à restriç5o de qw rn¡ deve ser um

inteiro?

O qw ocorreria se escolhesselnos c-"ule como solução particular da equação de A(ç)? E

se escolhéssemos cos mftt ou sen rn¡g?

Por que apareccm t¡ês núnlcros quânticos no tralår¡Énto do átonro dc unr elétron (senr

spin)?

Vocé pode prever corno serianr O(0) e .¡,(ç) æ I/ fosæ uma frurçã'o de r, mas não propor-

cionat a -l/r? (Esse é o c¿so do elétron de valência de um átomo alcalino.)

O que é realmente degenerescência?

Qu¿l é a relação entre o tamanho do átomo de Boh¡ e o tamanho do átomo de Scluoe-

dinger?

Qual é a razão principal para que o ta¡nanho do átomo de hidrogênio no est¿do funda'

Í¡ental tenha o valor que tem?

Para um átomo de um elétron no espaço livre, qual seria a conseqüência matemática de

¡nuda¡ a escolha da direção do eixo dos z? E a conseqüéncia flsica? E no caso do átomo

estar sujeito a um cåmpo externo, elétrico ou rnagnético?

Por que um campo unifornrc, rnagnético ou clétrico, dclìne somente uma únicå direção

no espaço?

Como as prcvisões dos tratllnc¡rtos dc lhhr e Schrocdinger para o átomo de hidrogénio
(rlcsprcrarrdo spin c outros cfcitos rclativ¡.sticos) sc comparat¡ìr conr relação à localizaçlo
do elétron, sua energia lotal, c scu nìonren to angular orbital?

6.

7.

8.

9.

t0.

I t.

12.

13.

14.

JJO
J5 I

i" ,5' Encont¡e uma explicação para a relação óbvia ent¡e os ultimos dois termos do oprador
laplaciano, em coordenadas esféricæ polares, e o operador píua o quadrado do módulo do

momento angular orbital.

Usando a relação ent¡e I e /,expliqtæ lìsicanBnte por que ry''ry' é muito pqueno pr6
ximo de / = 0, exceto quando I = 0.

Por que dizemos que para um átomo de hidrógênio no espaço livre o vetor momento an-

gular orbital preæssiona ao aqrso em tomo do eixo dos z (desprezando o spin)?

O que é a lei de conservação do morn€nto angular orbital na rnecânica quântica?

Toda autofunção do módr¡lo do monrnto angular é também, necesariamente, auto
função da energia totål? A reclproca é verdadeira?

Existem exemplos de equações de autovalores na flsica cliássica? Se existem, quais são eles

e o que sigrificam?

16.

18.

19.

20.
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PROBLEMAS

Usando a técnica de separação de variáveis, mostfe que existem soluções da equação de

Schroedinger tridimensional, para um potrncial indepndente do tempo, do tipo

*(x,y,z,t) = þ(x,y,z) e' iE t I h

onde þ(x,y,z)é uma solução da equação de Schroedinger independente do tempo'

Verifique que O(ø) -- eimP é solução da equação para A(9), (7'15)'

Hidrogênio, deutério e hélio mono-ionizado são exemptos de átomos de um elélron' 0

núcleo do deutério tem a Íiesma carga do núcleo de hidrogênio e massa quase exatâmen'

te duås vezes maior. O núcleo de hélio tem carga duas vezes maior do que o nticleo dc

hidrogênio e m¿rssa quase exatamente quatlo vezes maior. Faça uma Previsão-exâta da

razeo ent¡e æ energias dos estados fundamentais desses átomos. (Sugestão: Lembre a

variação na fiassa reduzida.)

(a) Deærmine, em eléhons.volt, æ energiæ dos t¡ês nfveis do átomo de hidrogênio' ncn

estadosdefinidosporn =1,2e 3.(b)Calculeentãoasfreqüências,emhertz,eoscom'
primentos de onda, em angstrons, dos fótons que podem sef emitidos pelo átomo em

Lansições entfe esses nfveis. (c) Em que região do especto eletromagnéticq estão esses

fótons?

verifique por substituição que a autofunção úroo do estado fundamental e o autovalof

f¡ desæ estado satisfazem a equação de schroedinger independente do tempo' Pafa

o átomo de hidrogênio.

(a) Bænda o exemplo 74 prlja obtef a previsão da energia total do estado fundamental

ùo átomo de hidrogênio, a partir do princlpio de incerteza. (b) Compare com a energia

prevista por (7-22).

(a) Calcule a posição em que a densidade radial de probabilidade é m¡íxima, para o estado

n'= 2, I = I ão átomo de hidrogênio. (b) Calcule em seguida o valor esperado da coor'

denada radial nesse estado. (c) lnterprete o signifìcado físico da diferença das respostas

de (a) e (b). (Sugestäo: Veja a fìgura 7'5.)

(a) Calcule o valor esperâdo I da energia potencial no estado fund¿mental do átomo de

ruãrogCnio.(b)Mostreque,noestadofundamental,f = 7t2,o¡d16éaenergiatotal'
(c) Uie a reiaçao E = k + Iz para_calcular o valor esperado K da energia cinética n0

estado fundamental e mostre que ,( = -V12.Essas relações são obtidæ para qualquer

estado de movimento de qualquer sistema quântico (ou clássico) com um potencial da

îorna V(r'¡t -llr.Essas relações são àsveiæs denominadæ Teorema do virial'

4.

).

6.

1

8.

t0.

12.

(a)Calculeovalores¡æradoPdaenergiapotencial,noestadon=2,1=l'doátomode
iiárogenio. (b) Repita o cálculo para o estado n = 2, t = 0. (c) Discut¡ os resuhâdos de

ã) e ib), com relag.o ao rcorema do virial do problema I e como eles explicam a origem

da degeneresc€ncia em I.

Mosue por substituição que a forma R(r) c ¡l é uma solução da equação para R(r)'

li-iil, q*"¿o ¡ * ô. (Sugestão: Dcsprcæ os rermos que se tomârn pequenos diante

dos dem¿is quando r * 0.)

Mostre que, analogamente à soma do exemplo 7'5, a soma das densidades de probabili'

dade do ätomo de hidrogônio para os estados quânticos n = 3 é esfe¡icamente simétrica'

MostrequeÔ(ç)= cosmtqeÕ(p)=senmlgsãosoluçõesparticularesdaequaçlfopata
ö(ç), (7-l s).

Usando as técnicæ do Apendice I. mosl¡e Oue Lxon tem a forma descrita em('l-37)'

Prove que L'opÚrt^l= I(l + l)htún''t,' (Sugestío: Use a equação diferencialsatisfeita

por o¡r,(0), (7-16).)

Sabcmos que ú = 
"iÄ't 

é urn. autofunção do oprador energia total para o Problema uni'

dimensional de potencial nulo. (a) MosÙc que também é uma autofunção do operador

rã*n,o linear pno e determine o autovalor do momento associado' (b) Repita para

þ = ,-ikx. (c) Iniårpr.tc o signifìcado dos resultados (a) e (b) com relação ù medidas

åo ronænto'linea¡. (à) Sabcmãs também que Ú = cos kx e ú = sen Lt são autofunçöes

do operador energia con parâ o potencial nuio. São elas tambem autofunções de pop?

(e) Interprete os resultaúos de (d).

Todæ æ quatro funções ,ím¡9, ,-imrc, cos mlp e 
-sen 

mtç são soluções Particulares da

õ;* påra ,l(q), (Z't S¡ 1ve¡a o problema l2)' (a) Determine quais são também åutG

f*ço"r ão operrdor com¡ronente z do momento angular ¿r.ro' (b) lntcrprete seus

resul tados.

16.

UmapartlculademassapestáPresanumaextrcmidadcdeumabarrarfgidademassades.
prezlvel e comprimentoÂ. A outra extremidade da barra gira no plano'r')'emtornode

um suporte localizado na origem' e cujo eixo lem'direção 2' Esse "rotor 
19'1":-::,:

mensional está representado na figura (?-13)' G) Escreva uma expressão para a energla

total do sistema em termos de sJu momento angular L. (Sugestão: Tome o valor zeto

para a energia potencial constante e expresse a energia cinética em termos de ¿.) (b)

Introduzindo operadores apropriados na equação da energia' converta-a na equação

de Schroedinger

2l òç2 ar

onde / = ttR2 é 
^inércia 

de rotação, ou mornento de inércia' e 'V(ç't) é a funSo de onda

escfitå em termos da coordenadå angular I e 
(o tempo f. (Sugestão: Como o momento

angular so tem direção z' I- = L, e o operador correspondente é Lzop -ihðlðç')'

339



FIGURA 7-13. O rotor rígido movendo¡e no plano x'y conside¡ado no problema I 7.

18. Aplicando a técnica de separação de variáveis, desdobre a equaÉo de Schroedinger do

rotor rlgido do problema l? e obænha: (a) a equação de Sduoedinger independente do

tempo

ht d'(ç)
-u d,'=Eq\v)

e (b) a equação para a depentléncia temporal da fun$o de onda

dr(t) _ _ Lr(,)
dth

Nessæ eqruções E = a constante de sepuação e O(,p)f(l) = V(gt ), a função de onda'

(a) Resolva a eqt¡ação para a depndência temporal da função de onda obtida no pro

blenr¿ 18. (b) Mostre então que a const¿nte de separação E é a energia total.

Mostre qræ uma solução particulu da equação de schroedinger independente do temp

psra o rotor rlgido do problerna tB é o(,p) = ei^e onde m=lflIEln-

21. (a) Apliq¡æ t cød¡ç¿o de u¡rivocjdade à solução particular do problema 20. (b) Mostre

então- que os valores permitidos para a energia total ¿' do rotor rlgido quântico bidi'

npruional são

tf m2
E =-

2I
lml= 0, 1,2,3,"'

(c) Compare c resultados da næcânica quântica com os obtidos pela antiga teoria quân'

tica no problema 34 do Capltulo 4. (d) Discuta por que o rotor rlgido quântico bidi¡rpn'

sional não tem energia de ponto æro. Expliqæ por que ete não é um modÊlo totalrPntc

realfstioo para um sistema microscópico.

r9.

20.

340
34t

22.

23'

Normalizp as funções {¡g)= e'^c determinadas no problema 21.

(a) Calcule o valor esperado para o mo¡nentro angular Z, do rotor rlgido bidimensional

Àum estado quûltico tfpico, uurdo as autofunções encont¡adæ no problema 22' (b)

Calcule em seguida t' eT" , e interpfete o que implicam seus resultados sobre os valores

de ú que seriam obtidos numa série de medidæ sobre o sistema.
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Momentos de DiPolo

Magnético,
Spin e Taxas de TransiÇão

nrrnoouçÂo 34s

relap'o entre momento de dipolo magnótico e momento angular; justifìcação do uso de

tratamcn tos parcialmen te cl ássicos

MoMENTos DE DIpoLo uncruÉrlco oRBmAL 345

moÍìe nto dc dipolo magnético e momento angular de um elélron em órbita;magndton de

Bohr; fator g orbital; preccssão de L:rmor; dipolo magnético num campo magnético

uniforme; efeitos de um campo magrrético não unifornrc

I E¡<pEruÊ¡ICIA DE STERN{ERLACH E O SPIN OO TIÉTNO¡¡ 35I

o disposítivo experimental; quantizåção espacial; acordo qualitativo e desacordo quantita-

tivo, com as previsões de Schroedinger; experiência de Phippn-Taylor; spin; números

quânticos s e msi mofnento angular de spin, mornento de dipolo magnético e fatorg;
efeito Zeeman; ipin e eshutura lìna; c¿ráter não clássico do spin; teoria relativfstica de

Dirac

A INTER{çÃO SPINóRBnA 3s7

campo magnédco ínterno num átomo dc um elétron; momento de dipolo magrético de

spin e sua energia orientacional; preccssão de Thomas; energia de interação spin-órbita

MOMENTOANGULARTOTAL 36I

acoplamento enhe momento angular orbital e de spin; comportamento do momentoan-
gular total; condições satisfeitas pelos números quânticosl e m¡

8-l

8-2

8.3

84

8-5
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8ó ENERcIA DE INTER-AçÃo spu'¡óRBrre g os t'¡Ívpts oB

ENERcIA no HtoRocÉt'tto 365

expressõ€s adequadas para a energia de interação spinórbita; aplicação ao átomo de

hidro8énio; outros efeitos relativfsticos; constånte de estrutura fi¡¿; compara$o do5

resultadosdeDirac,sommerfetdeBotu;desloc¿rrrentodeLamb;estruturahiperfìna

8.7 TAX.AS DE TRANSIçÃo E REGRAS DE SELEçÃO 369

regrædeseleçãoparaoátomodeumelét¡on;frac¿sodaantigateoriaquânticaPafaeX.
plicar æ taxas de ,*^tø"t t*ção entre t11 ae transiçãoe t"91i^O-t.:*fo; momento

de dipolo elét¡ico *.liåæ'nurn ,srådo quânrico mistojradiação Por uT dipoloelékico

oocilurte;cálculodata,radetransição;elementodematrizdodipoloelétrico;descrição
da emisâo est¡mula¿" rìrpo"ran.å segurdo a elet¡odinâ¡nica guântica; relação entre æ
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I
Momentos de DiPolo

Magnético,
Spin e Tâxas de Tiansicão

8-l INTRODUçÃO

Neste capltulo continuaremos nosso estudo do átomo de umelétron' Prinæiramenæ dis'

cutiremos experiências q* ,J.rn o momento angular orbital L de umelétron atömico' Essas

expriênciæ, na verdade, 
"ã" 

;;;. L diretamente. Medem unra grndeza a ele relacionada,¡¡,

o morpnto de dipolo *.gnéd." oiuital, através da interação cQm um campo magnético apli'

cado ao átomo. Vamos desenvolver a relação entre ¡'r¡ e Lque corrstit"tiO,î^*"^ medidæ'

Vamos também recorda¡ ;i*'., dæ proþriedades dä inæração entre um dipolo magnético e

um camPo magrrético *"iänt"t tipo'de medidæ e em outros efetuados com freqüéncia em

ffsica atômica, do estado sólido e nuclear'

Aoconsideraro,,.,.,¡..do,dærrBdidædosmonpntosdedipolomagnéticoatômicos
vamos descobrif um [ato ,"¡," ì.p.t,-te: os elét¡ons têm um mon¡ento angular intrfnseco

cl¡a¡nado spin, e um 
^o-.n,o 

de åipolo magnético de spin a ele associad.o. o,efeito do spin

rlo elétron nos nlveis ¿. .nrig. do ïtomo de um elét¡on será então explorado' Finalmente'

vamos desenvolver um pro..tío p"tt o cálculo da 
.t¿ra 

com a qual os átomos de um elét¡on

t¡ansicionam p.r. .r,.d*-dr-nråis energeticos mais baixos, emitindo fótons que dão otigem

Ig sr¡s [nhu especùais.
l,:JËffi ln *ro u, o * n to vai u tili zar YT' :oT 

b1 nu!t" 
-o:]::":, :,: :::i?f i,i

,¡*pr,,,'Ë"i.f 
' ;ä ffi;;' ;t*J ; :";: o mo der o i: . lîÏ. i:"':i: ::i:ï; yå :'fr

ä'HÏt ;"ffi"äï.,ä.",* quântica não será apresenrado porque.e*ic..ll :::.1i:ï:::

,èF
.!:r'lyi

mais adiantado de teoria -f.ir"r"lg,¿o.a do que fãi suposto neste liwo.' Esse tratamento se

Justifìca pelo fato dos resr¡ltado cóncordarem com os obtidos Pof uma abordagem pufamenrc

¡re ¡rpctuiica quântica. E d;;;; di.porno, da justirìcação poìque alguém se deu o trabalho

de destrinchar comple tanrc n te o tra tani€ nto Pur ame n te quân ti co'

E.2 MOMENTOS DE DIPOLO MAGNÉTICO ORBMAL

Considere um çlétron de massa m e catpa -e' movendo'se com velocidade de módr¡lo u

numa órbita circular de Boh¡ de raio r' como mostra a figura 8'l ' (Como é-convencional o uso

d, ¡, p.ru fepfesentåf o moñnto de dipolo magnético, não o utilizaremos aqui para fepresenur

a nussa reduzida do elétron' Nã'o haverá confwão posslvel' já que a acuidade inerenle tanto às

f"
¡Ñþ

14È

F
í:^

f

-t

f
)
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experiências quanto aos cálculos não permite, om 8eral, fazer distinçâo ente a mâssâ redudde
do eléton e a massa do elél¡on m.) A carya que circula numâ órUtå constitui urrn conenb
de intensidade

onde I é o perfodo orbit¿l do elétron cuja cârga Ie e em módulo. Mostra-æ, na teoria ele.

tromagnética elementar, que urn tal conente produz um campo magnético equivalente, a gan.
des distânciæ da órbita, a um c¡¡mpo produzido por um dipolo magrrético localizado em scu

centIo e orientado perpendicularrnente a sou plano. Para uma corrente í numa órbita &
â¡ea A o módulo do momento de dipolo magnëtico orbital y¡ do dipolo equiva.lente é dado por

tt¡ = iA (8-2)

e a direção do monpnto de dipolo magrrético é perpndicular ao plano da órbita, no sentido

indicado pela figura 8-1. A fìgu¡a mo6tra o campo maglétjco produzido pe lo anel de correnle.

FTGURAg-I. Omomentoangulalorb¡talLeomomentodcdipolomagnéticoorbitalp¡dcumelót¡on-c
que se move numa á¡bita de Bofu. O campo rn"gnéri.o B produzido pela cårgâ que círcula

aparece indicado pelas linhas curvas. O dipolo magnético fiaício que produziliâ um ømpo

idêntico, longe da órbita, aparece indicado por seus pólos y'i/ e S.

Ela mostra também os dois póloc fìctlcios de um dipolo que produdria um c¡rmpo mâ8nético

idêntico ao real longe da órbita. Agrandezag¡ espe;fìca aintensitlade do dipolo magléticoeé

igual ao produto da intensittade dos pólc pcla distância que os separa. Como o elélron tem Ufi¡'

carga negativa, seu momento de dipolo magrético Ir¡ é antiparalelo a seu momento angular Órbl'

tal L. cujo módulo é dado Por

L=mvr

e cuja direSo está indicada na figura 8-1.

2,¿.4

,J

)

*l

\àú/

\-'

calculando f de (8'l) e I de uma órbita circr.rra¡ de Bohr, (g-2) escreve-se

eu . euf
!¡= ra =; or' =T

Dvidindo por (8-3), obtém-se

2mur 2m (8-5)

Vemos que a rÃ7Ão enÚe o módulo lJ¡ do momento de dipolo magnético orbital e o módulo L
do momento angular orbital do eléron é uma combinação de constantes universais. Usa-se
cscfever esa razão como

llt
T

ltt 
= 

Etlt b

Lh

eh
trb =r; 0,927 x l0-23amp-m2

lot u/

(84)

(8-6)

(8-7)

(8-e)

gr= |

Ãgrmdeza !¡, chamada magnéîort de ßohr, constitui uma unidade natu¡al de nrcdida do mo-
rrnto de di¡nlo magrético atômico, A, grandeu g¡ é denominad a falor g orbital. Essa gandeza,
lnhoduzida aqui de forma aparentemenie redundante, é importante para preservar a simetria
com equações que serão desenvolvidæ mais tardc ao se tratar casoc envolvendo fatores g dife.
æntes de um. A equação (8-5) pode ser reescrita, em tcrmos das grandezas acima, como uma

;ir* 
vetorial que especifica não só o módulo de ,¡t como também sua orientação em relaç¿fo

(8-8)

ut=-ffv
Arazã,o entre gI e L não depende do tamanho da órbta nem da freqüência do movirpnto

tal. Fazendo um cálculo semelha¡ûe ao feito acima mas para unu órbita elfptica pode-se

In ptlL é independente da forma da órbita. O fato desa razão ser totalmente inde-
pendente dos detalhes da órbita sugere, como realrnente ocorre, que seu valor ntfo depende dos
detalhes da teoria rnecânica usada para detcrminá-lo. Dererminan<to-se ¡r¡ a partir da mecânica
quântica (o quc nã'o podc ser feilo aqui fÐrque a teoria cletroñagnética necessária é muito
iraborada) e dividindose pela exprcssão quântica L = \/t(t-+-ih,obtém-se o mesmo valor
obtído acima pÃÍa.a r^zão entre ¡/ e 1.,4, partir daf, o estudante aæíl¡rá que as expressões
tluùtticas conetas para a intensidrd'e r 

"ornpon.nte 
z do morìento de dipolo magnético orbi-

tal são

(8r)
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u t =8# L =8+.-r4[T r) n = s ¡u6,fl(Í-r)

tr,r= -T L, = -ry m¡h= - s¡F6m¡

O sinal nBnos na ultima eguåção reflete o fato do vetor ¡¡¡ ser antipafalelo ao vetor L.

Vamos recorda¡ agora o comportaû¡ento de um mon¡ento de dipolo magnético ¡r¡ gr.rands

este está sujeito a um cåmPo magrrético aplicado B, Na teoria eleüomagnética elementar, msg

tra-se qw o dipolo ficará subnBtido a um torque'

f=J.t¡xB

qræ tenderá a alinhu o dipolo com o cafnPo e qtre assodado ao torgue há uma energia poten'

cial de orientação

ag=-Ít.B (8-13)

EXEMPLO &I

Suponha que um dipolo nragnérico, de intcnsidade de momento l¡, está alinhado paralelamenle com

um c¿mPo magnéti.o cxlerno de ¡ntcnsidadc 8' Considere que ¡¡, = I magnéton de Boh¡ (valor típico pur

o momcnlo de dipolo magnético de um átomo) e que I = I tesla (campo comumente Pfoduzido por um elo'

uoín¡í ¡a¿o¡vclmentÈ potcntc). Calculc a cncr3ia neccssiria para girar o dipolo magnético de modo a colo'

cã-lo antiparalclo åo cårnPo.

Sr.jundo (8-t3), a cncrgia lntcncial o¡icntacional talc -y¡8, quando o dipolo é paralelo ao cafnPo

I or¡.¡lo o dimlo é antioa¡alclo ao ümpo. A cncfßia ncCeSs¡í¡ia pa¡a gi¡a¡ O dipolo Scrá entãOc +r¡r8 quândo o dipolo é antiparalclo ao ümpo. A cncrgia para girar o dipolo scrá então

2u ¡B = 2 x 0,927 x t0-¡ ¡anrP*n¡ x I joule/amprn¡

= I .85 x l0-¡ ¡joule = I ,16 x l0-' eV i

Embo¡a ess¿ energia seja muito pcqucna, mesno para a escala alômica, o dipolo ó podecí girü ce tal ìsloÚ

de energia lhe for cedido. lnversåmente, se o dipolo estiver origirulmentc ali¡¡l¡ado antiparalelarnentc ro'

c"rnpo, ãt" ó poderá girar pa¡a s€ torr¡a¡ paralelo ao campo se ele puder ccd€r Êste mesmo valor de energi|. l-

A energia pot€ncial orientacional À.8 deverá pefnranecer constante se, Pafa uÍ¡ sistÉt¡8

cons¡stindo de u¡n mornento de dipolo mågr¡ético !¡ nurn ca¡nPo magnético B, nffo cxi¡ür

nenhum nrio de dissipação dc energia. Nesæ caso, p ¡ îÁo poderá se orientaf na direção dc B'

Em vez disso, ¡r¡ vai precessionar em tomo de B de forma qw o ângu¡o entre esses dois vetorcl

p€rÍuneça consiante,bem como o módulo de ambos os vetofes. O movinpnÛo de preæstoó

cons,eqüênc¡a do fato que, segundo (8-9) e (8-12), o torque quc age soble o dipolo é sernptg

p€rpend¡Cular a seu morrÉnto af¡gular, em total analogia com o câsg do pião, A precesão C stU

r*pì*çfo estão ¡lustradas na fìgura 8.2. É fácil mostfaf qw a freqü€ncia angular ùe tltcrr,
torno de B é dada por (veja a legenda da figrua)

-=TB

' O cstudantc ¡cc¡¡ldari quu ó nu¡ a ¡csultantc dus forçðs que atuan¡ ern um dipolo magnétioo coJoør{

cm um car¡rpo nugnérico unifoin¡c. O torque ¡xrr.:rn é dif"rcntc i, ,.ro .o,no (8-l 2) molra. (N. do T.)
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¡

(8-l 2)

do valor de a,r esta equação indica que o sentido de precessão é o sentido de B. Este fe'

nômeno é conhecido como precesúo de Larmor e ø é a freqüênci¿ de Larmor.

A equaÉo (8-14) foi obtida através de um tratamento clássico, Mas um t¡atamento quántico leva ao

mesmo rcsultador isto é, os wlores esperados das componentes perpendiculares ao campo magnético de um

morn.n,o de dipolo magnético quántico vuiam de fo¡ma cíclica no tempo, de fo¡ma análoga às componen'

tes perpendicula¡es ao ciunpo de um momcnto de dipolo magnético clássico. Nas seções subseqilentes, para

8-2. Umtorqucr =t4xB=-(g¡y6!n)LxBapareccquandoomomcntodedipolomagnético
de um átomo ¡¡ I interagc com o caJnpo aplicado 8. Lsse lorquc oii origcnr a uma variaçaìo'

dL do momento ar¡gular durante o tempo dt, segundo a lcide Newton esc¡ita rcb a fo¡m¡

dLldt=t Avaria$o dLfazømqueLpreccssio4edeumángulo udt,ondc q,éavclocida-

de angular de prectssalo. Vemosdodiagrama que dL =L sen0 u dt' oulo scnd =dLldl=
t = (CFblh) LB sen 0. Logo u=Sp¡B/h. como em (8-14).

a discussã-o, r"¿mos fala¡ da preccssão do momento de dipolo magnético quântico num camPo

embo¡a dcvêssenro¡ falar mais corrctamente de variaça:o cíclic¿ dos valores esperados das com-

Poncntes perpcndiculares.
t Se o campo magnético fo¡ uniforme espacial¡ncntc, na--o havení força resultante de tonslaçaio agindo

o d¡polo magnótico (cmbo¡a haja certåmentc um torque), Se o campo na--o fo¡ unifo¡me, Po¡ém, have¡í,
ttrm forp de translagr--o (alóm do to¡que). O quc ocorre ncsse caso aparcce ilustrado na figura 8-3. Essa frgura
noskû que um elót¡on descrevendo uma ó¡bila çi¡cular com velocidadc v, numa rcgiã-o do espaço onde o
c¡¡npo I é convergenle. sof¡c a ¡çaio de uma força proporcional I -v x B, força esta que tem sempre uma

I
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(8-l 5)

onde z é o eixo de coo¡dcnadas na dùeç¡lo do aumento da intensidade de campo e ðBrlð, é a rapidcz com e

qual cle cre'sce. Em resumo, um dipolo magnótico cm um câmpo magnético nío uniformc sofie um torquc,

que produz uma precessâo. e sof¡c uma força que produz um deslocamento'

FIGURA 8-3. Numa região onde o campo aplicedo B convcrge' um elétron 3e move numa órbita de Botu

com vclocidade y. e o campo exerce uma força F sobre o elétfon. como a carga do elót¡on é

negativa, F c -v.x B. lndcpendcnte da posiçá'o do elét¡on na órbita, essa força tem umr

componcnte radial, dirigida fara fora, e uma componcnte na di¡eç¿i ondè B ¿ mais inlens.

Numa média fe ita sobrc úr. órUitr, â componcnte radial sc canccla e a força média tcm css

dircça:o (Para cima)'

componentc na difeça:o ondc o campo tofna-se mais intenso. Esse efeito podc lembcm se¡ visualizado ¡tr¿vå

da analogia com um dipolo magnético ficrício em um campo magnélico nalo unifo¡me ou um diflolo eldlricû

em um clampo eléttico na-o uniiorme, como esd ilust¡ado na figura 8{. Usando esta analogia, é fácil mostnr

que a força média que age sobrc o dipolo magnético é
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FIGUR^ 84. As forças F¡ e Fg aBem nos pólos do dipolo magnético ficrício, cquivalcnle ao elétron cn

ó¡bita circula¡ da figur¿ 8-3, situado numa legia:o onde o campo aplicado I é convcr8eile

Como F¡ é mais intensa do que F5, a forçâ resultante atuanào soU'e o dipolo tem a dird
ondc B torna*e mais intenso. Essa"situaçi'o talvez seja familiar pan o estudantc no øso ctn

?sn

que o campo e o momenlo de dipolo salo elét¡icos c nío magnélicos
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A E)(PERIÊNCIA DE STERN{ERLACH E O SPIN DO ELÉTRON

Em 1922, Stem e Ge¡lach mediram os vâlores posslveis do momento.de dipolo magnético
lile átomos de prata enviândo um feixe deses átomos através de um campo magnéticonãouni-

,.: ¡6¡¡yp. A figura 8-5 mostra um desenho do aparelho utilizado para tal fìm,Forma-seumfe¡xe

de átomos neutros pela evaporação de prate num forno, O feixe é colimado por um diafragma e

cntra num ímã. A seção rcta do ímã mostra que ele produz um campo que auíænta de intensi.
dade na direção z, defìnida na figura, que também é a direção do campo magnético no feixe.

Como os átomos são neutros, a única força resultant€ que age sobre elès é a forp f, prevista

cm (8-l 5), e que é proporcional a ¡rtr. A força sendo proporcional a ¡t¡,,caða átomo será defle-

tido de uma quantidade proporcionaì a !/2, qundo passæ através do'campo. O feixe éentão

1tulisdo em componentes, segundo os vâlores dilerentes de ¡r¡,. Os átomos defletidos colidem

contra uma placa metálica, sobrc a qual se condensam deixand'oima marca visíwl.
Se o vetor momcnto magnético orbital do átomo vale, em módulo F ¡,eîtlo classica.

mente a componente zdcssagrandeza,F¡r,pode terqualquervalordesde -F¡alé*¡t¡,Anzão
é que classicamente o átomo pode ter qualquer orientação em relação ao eixo dos z e iso tam-
bém será verdade para seu momento angular orbital e seu moriento de dipolo magnético. A
previsão da mecânicå quântica, resumida em (8-l t), é que ¡t¡, só poderá ter os valoresdisueros
quontizados

Ofidc t't1¡ è Um Oos In lClrOS

lJIr= -!¡lt6trr¡

mt= -1, -/ + 1,...,0,...,+¡ - l, +/

i{ssim, a prcvisão clássica é que o feixc defletido irá se espalhar numa banda conlnqa, corres.
;þndente a uma distribuição contfnua de valores ¿s tttz--A previsão da mecfrrica quântica é

o fcixe defletido irá se separar em váriæ componentés discretas. Além dis'so, a previsão da
ecånica quântica é que isso deverá ocorrer para todas as orientações do fmã annlisador. Isto
o fmã vai atuar esencialmente como um dispositivo de medida que lnvestigará â quantizâção

.componente do momento de dipolo magnético na direção do eixô dos z, direção estadefì.

8-5. rtrparelhodcstcrn{cllâch.Ocampocntrcosdoispólosdoíma-aparcceindicadopelælinhas
de campo dcscnhadas cm t¡ma das cxtremidadcs do ímí- A intensidade do campo âumenfa
na direçâo z positiva (para cima).

(8-l6a)

(8.r 6b)
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FIGURAS-6. Conliguração da deflexão registrada na placa dctcctora de unra cxperiôncia de Sterncerlach

de mã¿i¿a da componentc z do monìsnto dc rJipolo nragnótico dc áto¡n<¡s de prlta. A de.

flexglo máxima ocof¡e no ccntro do fcixe porque os áto¡t¡os aí situados pass:tm Pcla regia-o

de g¡adiente de campo ò8rlòz máximo. A configuraçalo observada consiste dc duas contpo.

ncntes discretas dcvidas à quantizaçalo cspachl. Scgundo a previsrio clissica dcvc¡ia scr obse¡.

tzda uma band¿ contínua'

nida pelo campo criado pelo fmã. Mas corno, seguf¡do a nìecâfúca quâ¡ìtica,prz deve ser quanti.

zado para quålqu€r escolha da direção z, pois L, é quantizado para gL¡alquer escolha dessa dire-

ção, dever-se-á obþr o næsmo resultado para todûs as Pos¡ções do lmã analisador.

Stern e Cerlach descobriram que o fe¡xe de áto¡nos de prata era separado em duas com.

ponentÊs disøetas, uma sendo desviada na direção de z positivoe a outra na direçã'o de z nega-

tivo. A fìgura 8.6 mostra unu¡ configuraçfo tlpica observada na placa de detecção. Eles oher-

varam tåmbém que esses rcsultados eram obtidos inde¡xndentenrcnte da escollìa da direção z.

Repetiu*e a expcriéncia com vi¡ios outros tipos diferentes de átomos, e ern cada caso investi-

gado obervou-se que o feixe defletido se d¡vidiae¡n dois ou nrílis comPonentes discretos. Esses

¡esultados são,qwlítalivar¡er¡f€, dct¡onstraçÒes exprirnentais diretas da quantização da com.

ponent€ z dos Í¡ìõ¡rEntos de dipolo magnético dos áto¡nos c, portanto, de seus tnomentos angu.

lares. Em.outræ prlavræ, as expcriências ¡rìostrarûrìt quc a olientação espacial dos átomos é

quantizåda- O fenônæno é denonrinado quantizaçõo espacíal.

Mas os resultados da experiência de Stern-Cerlach não esLã,o qua,ttitativanrctúe de aco¡do

com (8-l6a) e (8.16b), equâções que resurnianr æ previsõcs da teoria que desenvolvemos, Se-

gurdoesæequaçõ€s,onúnÉrodevaloresposslveis ¿aFtréigualaonúrncfodevaloresposf'

veis de m¡, isto é, 2l * l. Como I é um inteiro, esse é sentpre um número lmpar. Além disso,

para qu¿lquer valor de l, um dos valores possfveis de rn¡ é ovalor zuro.Ofato do feixe de áto

mos de pratåse dividir enr somente duas cor¡rponentes, a¡¡tbas sendo desviadæ, indica, portanto,

qw ou há algo errado com a teoria de Schr<xdinger do áton¡o ou então a teoria está incorn'

ple ta.

A teoria não estáerrada (vercuros nrais tarde que os átornos têrn monrcnto angular olbital

e monæntos de dipolo nugnético cont as propriedades previstæ); nus, tal como ela foi apresen'

tada, a teoria de Schroedinger eto átonlo esli incon4tlel¿. lsto ficou ainda m¡ris claranlente de-

monstrado pla ex¡æriência rcalizrda en 1927 ¡rcr Phip¡x e Taylor, que usaranì a técnica dc

Ste¡n.Gerlach com unt feixe de átonros de lúrJrogêrúo. Essa expcriência é particularrrcnte signi'

ficativa porqræ os å(onlos contém u¡n só elét¡on e nessc caso a tcoria que dcsenvolvenlos faz

previsões sem anrbigtiidade posslvel. Conro os átonros tlo feixe estîo no estado funtlanænt¡!,

devido à ternperatura relativanrente l¡aixa do fonro, a teoria prevê que o núnrero quânt¡co I

tem valor I = 0, Há, portånto, u¡n único valclr poss(vel pura lr1, explicit¡rrænte ,ttl = 0, g esFla'

mos qw o feixe não será afctado pêlo canrlÐ rrugnético, já que ¡r¡, será nulo. Phipprs e Taylor,

no entanto, obervaram que o feixe se separa crn duls cornponentes, defìetidu s¡¡nctf¡cxlß,nE

em relagão à direção inicial do feixe. Exisæ, portilìto, certar¡ìcnte algurn monrcnto de dipolo

magf¡ético no átomo que n{o foi levado ent cortsideraçfo.

Uma possibilidadc scria o nro¡nento dc <lipokl rnagrrético associado ao nrovi¡tpnto d€

carga¡¡ no núcleo, U¡n ld nrot¡x,nlo de dipol<l scria da order¡r de ehlLM,onde lí é a mæsado
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,ffìrO,on, Mas o mon¡ento de dipolo magnético ncdido exprimentalnente, a partir do grau de

;l i¿paraçao dos feixes, é_da ordem de pb= ehl2n, onde n¡ é a mæsa do elétron, isto é, cerca

li ZWO vezes nuior. O núcleo, portånto, não podc ser responsávcl pÊlo momento de dipolo

pgnéaco observado. Sua origem dcve estar ligada ao elétron,

Soulos então levados a fazer algurnæ h.ipótcses razoáveis, corrobo¡adas por outras ev!

dénciæ a serem discutidas brevemente. Vamos supor que o elétron tem um mon¡enlo de dipo-

lo magnético ¡rs intrrnseco (inerenæ), conseqüôncia da existência de um momento angular

intr¡nseco S, denorninado spr)r. De um ponto de vista clássico, podemos imaginu, sem muito

¡igor, o elétron produzindo o campo magnético de um dipolo magnético por causa da corren'

æ associada à sua carga girando em um movirnento de rotaçã'o em torno de si mesmo. Suporemos

tambénr que a intensidade S e a componente S, do montenlo angular de spin estão associadæ

a dois núnreros quânticos, s e rzr' através de relações de quantização idênticæ æ do momento

angular orbi tal' Isto é,

s=y'STr)-tr

S, = mrh

(Observe que S, e ,S, nã'o são quantizadas, corno ocorre com Lt.e lr.) Vamos também ad'

nutir que a relaçÍo ènU€ o momento de dipolo magnëtico de spín e o mon¡ento angular de

spin tem a nìesÍì.a forma do que no c¿tso orbital.lsto é,

,r=-Tt
!s, = -8o!6mt

(8-r 7)

(8-l 8)

(8-re)

(8.20)

(8-2t)

(8-22)

, A grandeza g, é denominada/a tor g de spin
':. Da observação experimental que o feixe de átomos de túdrogênio se sePara em duas

contponentes dcfletidas simetricamente, é claro que 4, só pode admitir dois valores, iguais

eln valor abrsoluto e de sinais opostos. Fazendo a supo-siçao final de que os valores possfveis

de m, diferem de uma unidade e variam de -s a +s, como ocorre com os números quânticos

m¡e I do mon¡cnto angular orbital, poderemos concluir que os dois valores posslveis de ns são

I

0

e que s tern o valor único

ms= -112,+l12

s= l12

Pela medida da separação dos feixes dæ átomos de lúdrogénio, é posslvel determinar a

força resultante 4 exercida sobre os rnesmos ao atravessarem o c.ampo magnético' Por analo-

fi8,ia conr (8-15) e (8-20), teremos n, = -laarlòz)lt6l¡nr. Como ¡r¿ é conhecido e ðBrlòz

itì Þode ser n¡edido, a expcriência determina o valor da gtairrde:a gstt¡s. Dentro da prec¡são expe'

;i r¡rnentl¡l, encont¡ou-se gueBy'us = J L Como conclulmos que rnr = I l/2, teremos

(8-23)
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efeÍto Zeemnn, aplica*e um campo magnético extemo uniforme a uma asembléia dc átomose

medem-se æ eneigiæ potenciais devido às orienta$cs dos momentos de dipolo magnético dos

átomos no campo externo. Como será discutído detalhadamente no Capítulo l0' istoé feito pcr

la medida da saparação das linhas espectrais emitidas quando os átomos dccaem de algum nl¡¡
de energia excitado para o estado fundamental. O desdobramento da linha ocorre por que ¡¡i

próprios níveis æ desdobram em funçfo dos diferentes valo¡es asumidos pela energia potcncial

àrientacional dos átomos. Um exemplo simples é o efcito Tpeman para átomos dehidrogónio.ì

No estado fundamental, esses átomos nfÔ têm momento ¿ngutar orbital e, portanto,nâo Poss-

suem momento de dipolo magnético orbital. Mas as medidas mostram que o nível de energia do

estado fundamental desses átomos é desdobrado, pelo campo magnético aplicado, em duas co¡¡ì

ponentes, dispostæ simet¡icamente de um lado e de outro do nlvel de energia do estado fr¡r:

¿anæntal na ãusência de campo. Esse desdob'ramento reflete os dois valores possfveis parai

energia potencial orien taci onal

A,E=-ls. B =-ttszB

= gru6mrB

= lgr¡t6Bl2

ondc o cixo dæ z é tomado na dircção do campo aplicado' O fato do nfvcl scr desdobrado sirnc'

tricamente em duas componentes conlìrma a conctusão dc que n, =tl12e a mcdida dainten'

sidade do desdobramento conlìrma a conclusão de que g, = 2'

Medidas espectrccópicas recentes de Lamb, usando téoica extremâmcntc prccisa, mø'

trou que na verdade gs= 2,00232' Em quase todæ as sihraçõcs é contudo bastantc corretodi'

zer siåplesmente que ä fator g de spin do eléhon é duas vczcs maior do quc scu fatorS orbital;

isto é, å monBnto de dipolo magrrético de spin em relação ao momcnto angular de spin é durs

vezes maior do quc o mofnento de dipolo magnético orbtal em relação ao momento angUlat

orbital. Por outro lado, ¡¡r.e S são antiparalelæ, exatemente como p, e L, porque a orientaçÍo

relativa de cada par de vetóres depende somente do fato do elétron ter carga negativa. l

Essas conclusões foram confir¡nadas por muitas experíências diferentes' Porexcmplo,

EXEMPI¡ 8.2

ponlo onde o feixe sai do ímlÍ.

I

'i l)
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. Um fcixc de átomos de hidrogônio, cmirido por um forno funcionando à tcmpcratura 1= 400 K' ó cr

úado através de um ímã dc Slern{e¡lach dc comprimcnto X = I m- Os átomos cst¡io sujcitos e um cålllto

magnético com um gfadiente de l0 tcsla/m. Calcule a dcflcxa-o transvcrsa de um átomo tipico cm cada umr

àriau., 
"orrtpon"nt., 

do fcixe, dcvido â força cxercida sob¡c scu momcnto dc dipolo magnético de spin' no

ñcssa tcmpcratura, os átomos estão no cstado fundamcntal e não lôm momcnto angular orbilal oü

momento dc dipãb magnético orbitâ1. Elcs tôm, tipicamcntc, cncrgia cinéticâ (3/2)¡t¡, onde t ó a

tante dc Boltzmann. Elcs salo submclidos ã uma força lfansvcfsa dada por (8'15) c (8'20)

t,i
.1^

tr..t

q../

ò8,
n"= -;j t¡s{ns

ò8"
Fr=t:rb

Como g¡r = t l, tcrcmos
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iA vclocidaac longìtu<tinal trpica u, dc um átomn dc massa M atravcssando o íma- pode scr dcterminadâ cs-

¿¡evçndo

-lçlu'- =-kT2^2

O lempo t durantc o qual o átomo está sujcito â força transvcrsa ao âlr¿vess¿rr o íma- de comprimento X será

XX1=-=-=x
ux /3kTt-

JTI

t"
J 3k,

Em conseqüôncia da força elis a<Jqrrircm uma accleração transvcrsa ar= FrlM, e sofrem portanto uma de'

flcxão

I t F,xlltí
Z =-a,t' =- -= 

-
2' 2Ií3kr

ó tt,
-_1 ¡t6X1

?tz

=t+
6kT

l0 tcsla/m x0,927 x lO-tt amp'mr x I ml

6 x 1,38 x l0-'r joulc/K x 400 K

=t2.8x10-tm

rlistáncia quc scpara as duas componcntcs ó maío¡ do quc mcio ccntímetro c muito fácil, portanto. de set

tava-se na verdade mais dc uma cs¡rcculaçâ'o do quc uma conclusão e Compton, aParenfîmente,

rnunca lcvou-a adiantc.

A idéia do spin do elétron foi infroduzida algum tcmpo antcs do trabalho de Phipps e

r, Na frasc lìnal de um artigo cientffìco sobre o cspalhamento de raio X. por átomos, pu'

6li.rdo er 1921, Compton cscrcvcu: '?osso concluir cntão quc o próprio cldtron, girando em

torno de si como um pcqucno giroscópio, é provavclmcnte a última pnrtlcula magnética'. Tra-

; O mérito da introduçfo dospin do elétroñ C gcralmcntc atribufdo a Coudsmit e Uhlenbcck.

Þm 1925, como estudantós dc pós-graduação, cstavam lcntandocntcndcr ¡nr que ccrt¿s linhæ

do es¡rcctro ótico do hidrogônio e dc átomos alcalinos são compostås de pares dc linhæ muito

próximas. Isto constitui a cstruftta find, tratada por Sommcrfcld em tcrmos do modclo de Boh¡

ð interprctada como scndo devida ao ricsdotramento dos nfveis dc cncrgia atômicos causada

þor uma contribuiçã'o pcqucna (ærca de urnâ partc cm l0a) à cnergin total, davariaçifo relati'

ifstic¿ {a massa do el¿bon com a velocidade (veja scção,4-10). Os resultados de Sommerf¿ld

em bom acordo numérico com a estrutura fina obscrvada para o hidrogênío. A sifua'

Ção, porém, não era tão satisfatória no câso dos átomos alcaiinos. Ncsscs átomos, o elétron

3kT

M



L e que tamMm o vetor carnpo magnético tem a nwsma direção do vetor toT^nlo-.ongu¡

o¡bil¿1. Com esse resultado poderemos expressaÍ a energia de interação spin-órbiU (8'25) con¡O

LE= Ssua- l¿ll(r)5.L
Zemc'lt r dr

Substituindo-se 8s e tlà Por seus valores, obténl'se

t t dv?)
AÉ-=-* -----i-S'L2m'c' r . dr

Esta equação foi dedudda pela prin*ira vcz Por Thomas em 1926, que usou como nó¡

u*. combinaçaó do mo&lo de Bohr, næcânic¿ quântiø de Schroedinger e cinemátiø reþ:

tivfstjca. Contudo. ela está tot¿lnBnæ de acordo com oô resu.ltados da mecânica qu

relativfstica & Dirac. Ela é importante tanto na leoria dos átomos de muitos elétrons

to næ átomos de um elét¡on. Além d:sso, uma equação senælhanæ é bÁsica paraa

são da teo¡ia da estrutura dos núcleos, como veremos mais ta¡de'

Dctermincovalofdacncfgiapotcncialof¡cntacìonâlaÉ'paraoeslûdox=2,t=ldoátomodehid¡g:
gênio c verifique se é da mesma õrdenr de grandeza da cstrutu'aJina. 

:.t:::::1".,:Ï:l::::.tX:::,":::Í

EXEMPLO 8.3

-pondcnres. (ñío existe encrgia spinórbita no estado ¡ = I. Pois ncstú c¡¡so o único valor possível paral

I = 0, o que sþnifica tr = 0.)
O potencial vale

e'
V(r)=--¡-'

4Íe o

dV (r) ez

- 

=- f-2
dt. 4Íeo

aE=---s.L'
4teo2mz c1 tt

i:l

ijì

l(

O valo¡ de S . L é aproximadamente h¡ pois cada u¡n desscs vetores monìcnto angular tcm intensidade

ximadamente Eual a tL O valor esperado dì I lf gatí- o cstado n = 2 vale aproximadamcnte I / ( 340 )t ' E

e. I mt e" me,
t¿:Et-- ¡: =-

4reo2m2ct 3t (4reo)rh" 54 x (4reo)'c'¡h'

(9 x 10, N-nr¡/C¡). x 9 x lO-t, kg x (1,6 x l0-'" C)6

54 x (3 x t0' m/s)¡ x (l.l x l0-r J-s)o

- l0-,¡ J - l0- cv

Con¡o S . L'podc scr tanto pos¡tivo quanto ncgal¡vo, tlc¡rctrdcndo di¡ orientaçìIo rclativa dos dois

sepuaglo cnr encrglr valc grosx.r rnodo 2 x l0-' eV.' -Comparan<to 
com a enet8ia do nível a=2, I= t dohidrogr3nio, E1 =-J,4 cV,vemosquelw¡.rPs¡rrEv . 

^a
entfe a ¡cpa¡açe'o etn energia pfevisla e a cncrgi;r do nívcl, laâ/fl, v;rlc cgrc¡ de urna pafle cm re '

360

8€.

36r

e¡n ¿cordo ¡azoável com a separaçã'o necesEá¡ia para explicar a est¡utura fina das linhas do espectro do

il,'ir[og¿nio associadas a esse nível, como foi discutido nt seçat 4-t0, e fornecc alguma confirma$o da teoria

i'iu, ait.ntott.mos. Urna comparação rnais detalhada da teo¡ia com a experi€ncia será feita em bteve, a

DcMr¡-o 84
r,: C¿lcul€ a intensidade do campo magnético B que age sobre o mo¡nento de dipolo magnélico de spin

¡o eléuon do exemPlo 8'3'
De uma equação aftíloga a (8't 3), temos aE = -15 'B. Entã'o

l6El - ,rsB

o¡Ac

Its - ,tb - l0-¡r amP'm:

Pofl¿nto

, - 
lo-"joule 

- lresla
l0-¡¡ amP*n¡

' Isto equivale aproximadamente ao campo magnético de um elet¡oímã openndo no l¡mite onde se sâtu'

nm os polos de fer¡o do mesmo. O momento de dþlo magnético de spin do elétron está assim sujeito a um

campo magnético intcnso porque move{e cm ¡lt¡ velocidade at¡avés do campo elétrico intenso que cercå o

núcleo.

. 8.5 MOMENTO AI{GULARTOTAL

; s€ não existisse interagão spinóftita, os momentos angulares orbital e de spin, L e s de

u¡n eléûon atôm¡co seriam independentes um do outro e ent¡fo obedecerian independente-

;¡ þnte a lei de conservação dc mornento angulu da rnecân¡cå qufuticå discutida na seção 7{'
.ìÍ bto é, quado um Átomo sem interação spin-órtÍta está no espaço livre, nÍo existirlo torques
'.',ií ' s- ,- L-^ t ^-- õ ^ ---:- --L^- ^^-^- --ia- at¡¡fariøÉñta eñ lnmn ¿ln

ägindo sobre L ou S e ass¡m ambos esses vetores preoessariam aleatoriarrrnte em tomo do

dos z mantendo constantes suas inlÊns¡dad€s e componentes, L, Lz, $ Sr. Esses valores

rntes são os especificados Polos núnÉrc quânticos l, m,, s, mt.
No entanto s¡sre ur¡¡a inæraçlo spinó¡b¡lå. Isto é, úm camPo magfiét¡co intemo fort€,

orientaçÍo é dada por L, atua sobre o elétq¡ atômico e Produz um torque sobre sçu mo'

o & dipolo magnético de spin, cuja orientåção é dada por S. Como no caso da precessão

2

+l12 zN

os vetotes momento argub,r L, s e J pua um caso tíPico de um estôdo com I = 2'i = 512'

W = 312. Os velores L e S ptcCessam uniformemente cnl tofno de sua soma J, enquanto J

píecersa rlertoriamente ern torno do eixo dos z'

l:\)

.0,

c\
És

.f-¡

¡'ar

ô
fþ
,Õ

:}

4r.

sì

f

dtl'

É:

i*l
l!, 

1

4-ì

c.\
riì
'^ì
''ì



de larmor, da seção 8.2, o torque não muda a intensida& de S, Tampouco a reeção ao torqË
agindosobre Lmuda sua intensidâde,Mas o torque forF um acoplanrentoenbe L¿ S faæn.'

do a orientação de um depender da orientação do outfo. Em cmseqäência, esses vetore¡

nentoo angulares descrevem um movimento diferente do que realizariam se não houves*

uria interação spínórbita. Eles precessionam em tomo & sua soma em vez de prcccssion¡¡ç¡

em torno do eixo dos z. Po¡ nãO precesionarem em to¡no do eixo dos z, as componen tcs z, ¿, t!

e.il desæs tætores, não tém valores cdlstantes. 'I
Essa situação está ilustrada na fìgura 8'8, on& L e S aparecem precessionando devidc ¡o

acoplamento spin-órbita. O movinrento deses vetores é complexo, mas não muito complexo,

pois eles se movem de fOrma que sru soma, O moment7 anguldr total l, satisfap a lci de Con.

servação do mo¡rænto angular em mecânica quântica. Isto é, se o átomo estiver no espaço liwe,

sem que haja torques agindo sobre ele, seu monænto angular total

J=L+s (8-28)

mantém uma intensidade constante J e uma componente J" também constant€,enquantosual

.J

J
.)

*J
ü
\J
,)

il

a,

i.

I

\r/

1",¡/

\s/

\"d

\.J

ü
\e/

\rt?

componentes J, e .I, flutuam em tomo de zero. Os vetores L e.S precessam em torno de su
soma e suas comporientes na direção de J permaneæm constantcs de forma que.lseja constan.

te. Simultanea¡nente , J precessa em torno do eixo dos e, mantendo uma comPonente

tc Jr. Ao continuarmos no6so estudo sobre os átomos, veremos que o momento angular tohl '

é muito útil pelo fato de sua ¡ntensidade e componente z tcrem um comportamento simples.

Isto é partio.rlarriente rcrdådeiro para o caso d6 átomos multieletrônicos onde os váric mo

mentos angulares, orbitais e de spin, que comP6em o momento angular total, têm comporla.

mentos muito complicadc.
Usendo técíicas seÍrelhantes b utilizadæ na seçifo 7{ para estuda¡ as propriedades do

momento angular orbital, mostra-se que a intensidade e a componente z do mornento angulu

total J são especifìcådas por dois números qufuticc i em¡,de acordo com as condi$esusuals

de quantização

¡ =,/¡(iT\h

e

J, = m¡h

Os ralorcs posfveis para o nlrnæro quântico rn¡ são, como seria esperado

ml=-i, -i + l, ...,+i - l,+Ì

Podemæ determina¡ c valores posslveis para o nrlmero quânticol utiliz¿¡do a comPo'

nente z de (8-28) que defìne J. fusim teremos

isto é

r,=Lr1S,

m,h =m¡h* mrh

362

i=t12

'b'u

lì'

tni= ñl+ ms

posswcl dc n¡ é / c o m¡ior valor possível

(8.32)

dc rrr, c s = ll2,o nrrior valorCono o ntaior valor

posslvel de tn¡ será

I
(r!)n,¡*=l+ll2

:i."

(8.2Ð

(8.31)

, :il'.'.il,*,û..N .iï-'ll 'V 'V'."'l/..'11... 
r,'-Ãs,¡

FIGIJRA 8.9, Diag¡amas vclori¡is quc nrostram ql¡c pflra quaisqrrcr dois vctórcs L c S, a intensidade lL + Sl
' de stla soma é scmpre pclo mcnos ta-o grandc quanto o valor da difcrcnça de suas inlcnsidadcs.

llLl- lsl I O c¡tso ondc lLl > lSl aprrccc ilustratlo aqui, O lcitor podcrá mostrar cm outro
diagrama quc a conclusio é a ¡ncsnra sc ll-l < tS l.

Segundo (8-31), este é tamtim o maior valor posswcl dc i. Como os dcmais números quânticos

äe momento angular, os valores possweis dc,¡ difcrenr por números inteiros. Esses valores deyem

ser portan to membros da sCrie decrcsæn tc

i=t+tl2,t -t12,r -312,, -t|r,...
Pua determina¡ onde termina a séric, podemos usar a desigualdade vetorial

tL+st>ilLt-lstl

validade poderá ser comprovada pelo leitor por simples ohervação da figura 8-9. Escre-

L * S como J, teremos da desigualdade

tJt>ilLl-lsll

', '/iû+T)h>t,.Æ¡+Ðrr-.,/i(iTr)n¡
partir dal, podemos mosbar sem dificuldade que como s = 112, existem geralmente dois

da série que satisfazem a desigualdade. Eles são

i=t+112,t-t12 (8-33a)

ainda mais óbvio que se / = 0, existe um único valor possível para7, explicitamente

se /= 0 (8-33b)

'2 É,1



'= '/'r*unoo (8-33a), os dois varores possi:"t * i1o s!?^e 
?t2' 

Dj 
":::1:^-:",:S'31,)' 

pa¡a / = 5/2'o¡

vatorespossíveis demt cio-5t2,-3t2:-u2,ll2,3t2e5l2.emesmaequaçãoimpõequepaxal=312'ot
;iä ö;"Jf, i"^is'--tti"-tl';.'t]:?!,'',?ï.^ï))!)vcroriais p¡rt essc cåso apiueccm ru rigura 8'I0'

o resultado dæ equações qræ fornecem æ valo¡es posslveis para os númcræ quânticos ¡

e / pod¿ ser representado .- ætt* dæ regræ de adição vetorial' t*:ii1*l::::TiT
v t ÈNw 'w¡ ¡vr'Y'Y"--v - 

'¡¿lores dos núnæro quânticos'l' s e¡'g
de veto¡es cujc comprinrntos são Proporoonals aos

exemplo a seguir ilusha esa idéia'

Ð(EMPLO E-5

Enumere os valo¡es possíveis dos números quánticosl è mi' pzr} estados ondc J = 2 e' obviamente'

Uma simples inqpe6daa frgu'ra torna óbvia sua interpretaça:o' i

Diagranus vetoriais do tipo apresen t¿do na fìgura 8'l 0 fepfesentåfi sofrEnte as fe8fas d0

adiçeo dõ númqos quûnticos i . t-put. se obter os valores posslveis dos números quânticoc/c

mt Se trelação entre a interuidade de um vetor mornento mgula¡, como ¿, e seu número quâ¡.

;i";;;ã; r** ¿ = lf\ em vez &, L = Vi(fTl)¡, então eses diasamas representaril¡

ñbé;;;d¡ção desæs tipmentos angulares L e S para se obþr o monÉnto angglar J e sua

*,npon'n" ,, J,. co^o esa relação é aproxinudanænte válida, tais diagramas são às veæl

,lli
ll{

\g
I

^¡
312

FtGURAs.l0.Diagarrtasvctoriaisfcpfcsenrandoasfesräsdeadiça:odosnúmerosquán.::j':.,.:::11
æ o"utei os valorcs poìsíveis dos núme¡os quánlicos, e m¡' Equerda: 

". Tti:1,:tt:
de / é obtlJo quåndo urn Yotor dc intensidade I é somado a'um vetor panlclo deì

äio:i:T.-ilT i'iiii'slt. ò ;;i" varor possíver da comPoicnte,z,i':'^':::.d"
."¡ot t"fot posível para o número quântico m¡ e o menor valor possivel da

dá o meno¡ valor posível pur" t¡. O, valores iltermediiios de zr¡ diferem ryt *t:]idá o meno¡ valor posível pa¡¡¡ m/. os valofes intermedlÂ¡ios de n¡i ouercl¡¡ lp¡ rres¡w'-

teiros. Assim, os valorcs porrí""í so m¡ = -s12, -312, -!t.2'!?' .3ti.:tl?:!iii^i,
veto¡ de intcnsida ôe I = 2 éadícionado a'um "cto¡ 

antiParalelo de intcnsidade s = l/2

um vetor de intensidade/=l - s= 2-l12= 3/2'quercpresentaomenorvalor
. -t)-)^:-111

o núnre¡o quintkro i. As oomponentçs u possíveis do vetor dc intcnsidade i 
-l/?:tT:

entre si Po¡ inteiros, corcsponJ.t 
"o, 

valores possívcis de m¡= -312'-l12'I12e,
existem outros valorcs inte¡t¡lcxliirios de .l ent¡e S12 c 312 por{ue scus valorcs dcvem
çüÙ19¡¡¡ usuvù Ya¡u¡çr ¡¡¡re¡r¡¡we i:3^

difsfif por intci¡os. Obscrve quc essos diagamæ n4? rcprcsentam corrstan)cnte a aqlFv

momentos 8rìgulücs lssoci¡ttos aos números quânlicos'

uti[z¡dos næ discrssõcs sobre esüutura atÔmica cpmo uma descrição simptifìcada da

3&

^¡
slz

ill' t 11

-u2

-312

- st2

r12

_r12

- tlL

próprios vetores morpntos angulares. Essa descrição é uma oul¡a forma do modelo vetoríal.

E¡nbora ela seja út¡I, é apnas aproxinlada. Uma descrição correta do comportarnento dos mo-

r¡Éßþs angulares teria um asPecto semelhante ao apresentado na fìgura 8-8, onde ap¿rrecem os

yetores ¡tror¡rcnto angular Para o caso I = 2,i = 512 e m, = 3¡2.

gt ENERCLA DE INTERAçÃO SpU!ónSnA E OS NÍVEIS DE

ENERGIA DO HIDROGENIO

Na primeira parte &sta seção, obteremos urna expressão para a energia de interação spin-

órbiu enr termos da função poæncial V(r) e dos números quânticos { s e i. Na segwda parte

nosuarcmos como essa expressão é usada paÍa preveÍ a estrutufa det¿lhada dos nfveis de

energ¡a dos átontos de hidrogênio. A expressão para a energia de interação spin-órbita entrará

ambém, váriæ vezes, na nossa futura discrssão sobre os átomos multieletrônicos e tam$m na

discussão sobre os núcleos,já que cstes possuem fortcs interaçÕcs spin-órbita.

De acordo com (8-27), a energia de interação sp¡n-órb¡ ta é

AE=-l ^-lo'(')r.,2m'c' r dr

Pua expressála em termos de I s e i, começaremos por escrever

J=L*S

Multiplicando escala¡nBn te

, S' L, teremos

.:'':ì

Entalo

esta igualdade por ela mesma e empregando o fato que L . S =

J.J=L.L+S.S+25.L

s .L=(J .J _L.L _S .Sy2

s .r=(J2 - L2 - s2)12 (8-34)

estado quântico æsociado ac números quânticø l, s e j,cada termo da direita tem um
fixo e em conseqü€ncia tarnbém o produto S . L

h2t .t=; [i(l + l) -/(/ + l) -sG + l)]

^E 
=#ti(i + 

') 
-/(/ + r) - s(s + nl\d!9

da interação spinórbita para um ta.l estado se reduz ao valor esperado dessa grandeza.

é, a energia proveniente da interação spin-órbi ta vale

h2 t dv(r)
A¿' =-;-î \i(i + t) -(/ + t) -s(s + l)l- --4m'c' r ar

(8.3s)
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onde o valor espr^do(iffi, é calculado,usando*e a função potencial- Z(r) para o ¡

tema e a densidide de probabùáa<b (no caso a densidade de probabitidade radid r2R;rRnr¡

estado em questão. Como foi dito anteriormente, (8'35) fomece uma expressão adequada

um resul tado importante.
consideremos agofa 06 nfveis de energia do átomo de hidrogênio. Na seção 7'5 o

æ previsões da nBcânica quântica para os nfveis de energia do átomo de hidrogênio, onde aiài

teraç[o spinórbita não era terrada em conta, e vimos que eram simplesmelæ * p,*:t9:: do]

.o&lo ¿. Bohr. No exemplo 8-3, es timamos a mudança ne ener8ia de um desses n lveis

devido â presenF da interação spinórbita. Encontramos que a energiacra acrcscida de

t*¿.t*"æ umi paræ.tn íd ti L forr" aproximadanænteparaleloaS(se7=f + l/2)e din

nulda aproximadanpnte da mesma quantidade se L fosse aproximadamente antipara'lelo

S (æ ¡ = ¡ - l/2). Vimo também que não exhte obviamente nenhum desvio na energia devld
iàinteraçãospinórbitase L=0(sei = l/2). :

para obterem+e previs(þs quântitativas dos desvios dos nlveis de energia do átomorl'

hidrogênio &vido å interação spin-órbita a partir da expressãQ gpral (8'35)' u:Ï- e o polendd

codJmbirno V(r) = -e2 l4n€s/ como função potencial e o vatoresperado (llr)dV(r)ldré6!
culado usando-æ æ autofunções do átomo de hidrogênio. Antes, porém, que essâs previsõC

possam Ser comparadæ com resultados experimentais, o\¡træ efeitos, de importfucia com¡q'

iável, rlevem sei levados em consideraçao. Ao discutirmos Íts modifìcações relativrtticæ dð

Somrnertet{ no modelo de Bohr (seção 4'10), estimamos que o deslocanænto de um nfvct

de energia tlpico do átomo de hidrogênio, devido à depe-ndência relativfstica da massa_com l
vetocirtide, eìa de cerca de uma parte em 101. Esse efeito relativfstico produz, entlÍo,un

rleslocamento na energia do átomo de hidrogênio comparável ao produzido ¡æla intcração spirii

órbita, que também é um efeito relativfstico, mæ de natureza diferente. Um batarncntoconÈ

pleto de todc os efeitos de relatividade nos nlveis de energia do átomo de hidrogônio só ¡rcù

ier efetuado em termos da teoria dc Dirac. Pode'se, no entanto, obter resultados quase conc'

tos (exæto para os estados / = 0) a partir da teoria de Schroedinger adicionando*e à fó¡mul¡

simptes para c nfveis de energia do hidrogênio o valor esperado da correção devido à inter.açfo

splntrtita e o valor esperado da correção devido à dependência da mæsa com a velocidailc,

Ñão frr.ro, isso por duas razões: (l) serfamos tevados a cálculos muito longc; (2) osefcltc

relativfsticc, além da interação spinórbita, só são significativos para o hidrogênio e para

poucos outos átomos de muito pqueno núnæro atômico Z. Para átomos tlpicos comratora

de Z médios ou grandes e para os nlveis envolvid6 em seus esp€ctros óticos, a energia as

a esses efeitos relativlsticos perrnÂnece da ordem de l0-1 ræzes a energia do nfvel. No

to, rærcmos mais tarde que a energia de intenção spinórbita aumenta rapidamente com

fes cfesæntes e Z. A interação spinórbitaé o unicoefeito que consideramos e quc é

ncnÞ, importante num átomo tliico, tendo sido dito já bastant¿ sobre ele aqui' Darerrc

enüfo os resulta<tos do t¡atarnento relativlstico completo de Drac para os nfveis de energiadq

átomo de hidrogênio que prevê para a energia
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Nesta equação ¡r representa a massÍt reduzida do elé ton, g = mU l@ * fuf),e a é a const¿

estnttura fírn, a= e2 l4¡eohc = I ll37,
Se o leitor comparâr esses rcsultados da teoria de Dirac com os resultados do

de Sommerfeld expresso por (427a) e (4-27b), verá que são essencialmente 06 mesmos,

to j + lll quånto na são inteìros que vão de I a n) Como o modelo de Sommerfeld é b¿

3()7

no rñodelo & Bohr, trata'se de somente uma aproximação grmseira da realidade ffsica, A teoria

de Dirac, pclo conEário, representa uma expressão extremarircnte refinada danossa compreen-
.q;,566 dcsa realidade. O fato dessæ duas teoriæ levarenr essencialmenle aos mesmos resultados

;j'. pt u o átonro de hidrogênio é uma coinciddncia que provocou enornp confusão na década de

20, quando as teoriæ quândcæ modcrnæ se dcsenvolve¡am. A coincidéncia oconeu porque c
erros inhoduzidos com o nlodclo de Sonrmerfcld, ao ignorar a interação spinórbita e ao usar a

næcânica clássica para o cálculo da variação da energia devido à depcndência relativlstica da

massa com a velocidade, se cancelarrr no c:lso clo átomo de hidrogônio.

Sonrnrcrfcld

,r=J- 'o = f i=slz,t=2
n0=2:i=312,1=1,2
''0 -' l=t12,t=o.l

no=2-i=312,t=t
,r0 = I 

- 

i= l12,t =0.1

n=r- 
T

I

l,8l x l0-" cV

no=l-J-¡=ll2,l=0

8-ll.Nívcis dc cncrgia do álomo dc hidrogônio para n = l,2 c 3, scgundo llohr, Sommc¡fcld e

Dirac. Os dcslocamcnlos dos nívcis dc Sommcrfcld c dc Dirac cm rclaçr--o aos dc Bohr fo¡am
aumcntados de um fator (l/c)'? = (137)t = I,88 x I0'.

Os níveis de energia do átomo de hidrogênio, previstos por Bohr, Sommerfeld e por Dirac,
m na figura 8-l l. Para tornar visfveis os desdobramenlos dos nlveis de energia, denomi.

estnttura lina, os deslocanrentos dos nlveis dc encrgia de Sommerfeld e de Dirac em rela.
aos dc Bohr foram ampliados por urn fator (l 37)2 = 1,88 x I 04. Ässim a figura cstaria em

se o valor da constånle de estrutura fina lossc I c n:lo l/137. No diagrama de nfveis de

a de Dirac não apareccm os valores do núnrro quântico rÍ¡, QUC cs¡rcifìca a orientaçâo
do átomo, pois sua energia nÍo dcpcndc dcssa orientação na atsência de campos exter-

'Existe um número quântico dc oricntaçã-o cspacial similar no mo&lo de Sommerfeld e

valores não apareccn na figura ¡rcla nrcsnra razão. TamMm não aparcæm os nlveis dc

lloh¡
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energia do átomo de hidrogênio deternrinad_os pelas rnedidas de espcctroscopia ótica' Eles estão

em excelente acordo com æ nlveis tanto de Sommerfeld quan to de Dirac'

t /- llstado mct¡slável
I Y /=0

n=z,i= '/tt4ñT-*,= ,
I

I

I
I

10,2 eV

n=l,i--ll2 \--- li,"¿o funrlamcntul

FICURA I'12.O apurctho dc Lan¡b c lìuthc¡lbrcl' llidrogi'nio molccular (ll, ) pcnctra no forno O e ó disso-

ci¡do em gfandc paJtc crn lrirlrogi'nio alöllìico quc s¡indo do forno pas:ia através das fsndass.

S' o dispositivo K, á é csscnciabne ntg un¡ rliot'lo a v:icuo, onrlc elútrons s¡]o cn¡itidos do ca.

todo aquccido K c accle¡arlos para o anodo ,4 ' Quan<lo o hirJrogi'nio passa Por csg ¡cgiio, al.

guns átärno, col¡dsm com ot .lút,on, c s¿Îo cxcitildos plra o cstado n = 2' I = 0' dcscrito no.

texto. Essc cstado ó chamado dc cstado mctÍlstávcl puiqu" o dccainrcnto para o cstado fun''

d¿menral (n = l, I = 0) é fo¡tcmcntc init¡ido pcla rcgß dc sclcção tlc Al c tarnbúm porque to'

dos os demais estados se cncontra¡n âC¡ma dclc, cori cxccçaìo do cstado n = 2,1 = l,i =ll2'
que scBundo a tcofia de l)i¡ac tcn¡ cxatämcntc r nìcSrn:r cncrgia do cstado nìutastávcl. No en.

ttnto, a exPcriôncia ll¡ostrou quc o cslltlo I = I sc situa cr:ria dc 4'4lcV a,rixo do estado

mctastável' Esses nívcis apärtccm sob a dcscriçiÎo do aparclho'

os átorños nrctaslávcis ¡lravcs:iäm a rc8blo dc colis¡l-o (, / c a-o dctcctados pclo dctcctof

D. Quulqucr mccanisnìo quc pfovoquù unra rransiça-o pafa o cstado , = I ncsscs iíton¡os (lfct¡'

siçr5cs prra o cstado fund¡¡ntcntâl sio proibirlas) þroåuzirá uma dinrinuiç;'o rlo si¡ral deO,

scnsívcl somcnfc aos ¡itor¡¡os ntutastávcis.'l-ais transiçõcs podcrn scr induzidas pas:iando'scos

átonlos at¡avés dc unra rcgüo onrlc cxistc u¡n c¡¡rnpo clót¡ico altcrnarlo cuju frcqüúnc¡¡¡ v1, t¡l

querrv = 4,4ycV,ouv =l060Mllz. lrstccarnpoóprortuzitloporulnguhdcondätyly''cu'
jas parcdes EIo atravcssadas pclo fcixc.

Pa¡a ¡nedi¡ Coln cxltidíq a difcrcnça tlc cncrgia (rJcsloca¡ncnto dc Lan¡l¡) cntfc os cst¿dol

mctaslivcis (t = 0) c l = l (rnìbos c.l,¡i ¿ = 2 È ¡ = ll2r, ¡xrtlutíanros cnr princípb v¡Úhfsfl'

plcsmente a frcqüûncia r, iì ¡rrucura dc un¡ valor quc maxilnizasrc a ttansiçio do-prirneÛo paJl

o scgundo cstado c quc. portanlo, tlliohnizä\\c o ril¡al ¡lc D. Na prática, a frcAüúncia srttdoror

ficil¡ncntc ajurtávcl. va¡is.rc dr' un¡ v¡lor conhccitlo os própri0s nívcis us¿ndo*c unt lll¡l&'{r
jÍ quc cssc dcsloc¡nlcnto ú dcvido ro cfcitr¡ Zccnlan.
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A u¡rica diferença ent¡e os resultadoo desses dois Uatanpntos é que, conüuianrnte a

il,lSo¡nmerfetd, o modelo de Di¡ac prevé a exbtênsia de uma degenerescéncia pa¡a aÍlaioriados
' 

nfue¡s (a.lém da degenerescência trivial devido à orientação espacial já nencionada) porque a

eûergz depnde dos núnBros quântico n e 7 mas não do núnpro quântico l. Como, em geral,

existem dois valores de I para o ¡ræsmo valor de7, a teoria de Dirac prevê que a maioria dos nf-

veis são duplos. F,sta preyisão foi verifìcada experinrntalmente em 1947 por Lamb que mos-

trou que paIan=2e j= l/2 existpm dois nlveis, que não coinci&m exatar¡Ente.Oruvel

I = 0 se encontra acima do nivel I = I , separado de cerca de um décimo da separação entre ese

nlveleonlveln=2,j=3l2el=l.AexperiênciaconsistÊnamed¡dadafreqüénciadosfótons
absorvidos na transigão sntre os dois nfveís, uando o aparelho mosüado na fìgura 8.1 2. A sepa-

r^ção em ene¡gia dessçs dois nlveis é tão pqwna qw a freqüência se encontra na faixa de mi-

croondas. Como a medida das freqüências de microonda pode ser feita com grandg precisão, é

posslvel obter-se 8 energia de separação com até cinco algarismæ sþifìcativos. Bsas npdidæ
de gfandp precisão do denominado deslocamento de Lamb podem ser explicadas perfeitrurpnte

em termos da þoria de elefiodintâmiw qwîntica, da nresma forma que o afaslarÉnto do valor 2

previsto para o fator & spin g, Írencionado na seção 8-3. Não podemos discutir aqui esta sofu-

tiøda teoria, porém retorna¡emos a ela na próxirna seção a propftito da radiação emitida por

átomos excitadc, e no Capltulo I 7 a propósito das propriedades dæ partfculas eleÍpntares.
Mesmo com a escala exagerada, a f¡gura 8-l I não pode explicitar o deüobramento hiper-

lit¡o dos nlveis de energ¡a, devido, no átomo de hidrogênio, à interagão entre o campo magnéti-

co intemo produ"jdo polo mov¡rrnto do elé8on e o monÉnto de dipolo magrético do spin do

nítcleo, Como os mofrpntos de dipolo nagr¡éticos nucleares são fÌpnores do que os mornentoo

de dipolo magnét¡cos eletrônicos por um fator = I O*3, o desdobranpnto hiperfìno é menor do

que o desdobranBnto spin.órtita p€lo rpsmo fator. Contudo, como veremos mais tarde, ese

..., efeito pode ser explicado quantitativarpnæ em terrnos da mecûrica guântica & Sctuoedinger
:" e pode ser utilizado para ¡rpdir ø spins e momentos ¡nagrréticc nudeares. Na verdade, todos æ

;i' æpectos do comportanrnto do átomo de hidrogênio podem ser explicadoc em detalhe pelæ
t teoriæ da ffsica quântica!

8-7 TAXAS DE TRANSTçÃO E R"ECRAS DE SELEçÃo

' Se átomos de hidrogênio forem excjtados para seus nfveis de energia mais altos, por exenr
plo, at¡avés de colisõcs com eléEoris energéticos num tubo de descarga dè gás,elesespontanea-

farão tursises para os nlve¡s sucessivos de energia mais baixa. Em cada transição entr€
dois nlveis, será emitido um fóton de freqüência iglul à diferença de suas eneigias dividida pla
,èonst¿nte & Plurck, As freqüências discret¿s emitid¿s por todas as transições que ocorr€m

twm æ 'linhas" do espectro. Medidas experinæntais mosham na rærda& que nem todrs
u posslieis transiçõ€s se dão, Obsery¿-se a emissão de fótons un¡canrnte com freqriénciæ cor-
respon&ntes a Eansições enùe nlveís de energia cujos núnreros qufurticc satisfazem b rqrøs
de seleçãot
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Al= tl
ai-0,t1

(8-3Ð

(8.38)

:i bto ¿, só exist¿m tru¡sigões ent¡e nlveis cujo6 nrurpros quânticos I dife¡em de uma r¡¡ridade e

,;i' culoc núrrproû guântics ¡ diferem de ze¡o ou uma r¡ridade. Medidæ dos espÉctos de outcil --Js ¡¡ur¡E¡uti gua¡tuç(Ë, (¡¡¡ËIcm try 7tt9 ov uüt¡t t¡¡t¡gauE. ¡v¡çuuo uvù sùlÆvsw us gsqs
"l' áto¡nss monoatôm¡cos mstrarn guÊ çssas rçgras d€ seleção se aplicam b transises & qualgrær
:i t¡¡n deles.
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como foi discutido na seção 4-l l, algumæ dessæ regræ de seleção podem ser justifìød6

peta velha teoria quântica, *rnl*" o princíp¡o da,conespondência Pa:.a invocar ceftas festri'

ções que se aplicam no rinÏã .i¿$ico. Às previsæs dessa técnica não são, porém, bastânte seßu'

fas. Além do mais, . u.tt'. ir;, quânticå nada tem â diæf quanto às f¿x¿s de tra,tsição alõntt'

c¿s. A taxa de transição ¿ 
' 

pr"l.äri¿rde. por segundo de que um átomo num certo nrvel ener'

gético fuá uma tfansição pri, ouuo nwel energético. É fácil medif uma taxa de transição pela

determinação da probabilidlde por segundo de se detectar um fóton da freqüência cofrespon'

dente, já que esta probabiliãade'é proporcional à intensidaale da linha espectfal correspondenle'

por ouEo lado, é ærtamenL po*iu.t'catcular uma taxa de transição a putir da teoria atómica'

|JmaperþrmanceimpressionantedamecânicaquântìcadeSchroedingeréjustamenteapossi.
bilidade de se efetuar "rr. 

.À.oto, sem dificuldades, usando-se as autofunções atômicas"Assim,

todas as regras de seleça-o podem ser obridas a partir do qílculo das taxas de transiçâo' pois una

regm de seleça-o especifica' ,¡^ptrnnrurc quaii transições têm taxas lio pequc'as que não po'

dem ser obsemodas normalntenle'

Já utilizamos mecânica quântica elementa¡, no exemplo 5-13,e na discussão que se se'

guiu, para desenvolver "rr-Lì f.rn da descrição física que a teoria fomece para a emissão de

fótons por átomos excitados. seiundo aquele exemplo, se a funçao de'onda que descreve um

átomo é função de on¿a associadã . u. ,¡ni.o.rtrdoquântico, a densidade de probabilidade se'

ráconstantenotempo.r',r'','..r""câodeondaé,umamisturadefunçõesdeondaassociadas
a dois estados quânticos, .oi*rponaå*s a dois nlveis de energia É'2 e E¡ , a densidade de pro'

babilidade conterá então æ** qu. oscilam no tempo com freqüência ¡' = (82 - f r)/h' Dcstlc

queoeléEonatômicopod.,.,encontradoemqualquerluguondeadensidadedeprobabili.
dade for apreciâvel, , ..ræ *rrgrã, por.l. não lìcâ restrita a um sftio particular. com efeito,

o átomo tem uma distriuulçao a," 
"ug 

que é proporcional à sru densidade de probabilidade'

Assim,portanto,quandooátomoestivernumestadomisturadedoisautoestadosquânticos,

suadisüibuiçãodecargaoscilaexatamentenafreqüônciadofótonemitidonatransiçãoentre
eses estados. Isto é verdade, pois o fóton leva consigo o excesso de energia Ez - E' e portanto

tem freqü€ncia Y=([7 - E1)lh'
it::ää ; i' ; ilfl ; ;. um a di stri bui ç ão 

" 
*'g 

iu:- 1',: T: ::'"n:.':'î':,'å' î1:
n. ui"ïiiå:)ü"-ii'äiï,i-,;;;;i;:.-i;","u..,...o^ãop'od:ll_d1-.13i^i:".1.",:ii::
;'î"'i'Ë'ä'å.å 

":i 

ï,; ;";;; ; ;;'; ; a¡ ti r do 
i i,'I :5Ì:: J1i::i : :"i:"i i i;:

H:li'Ë'å'i:':".ili';';'";; äiä;;'-ñ;l'.; ;",r-î:".11ï,î::î:,1"":::ïiåÍ:"'Ï:
HÏï";;ä"rirc" ã" u,"mo. Mesmo na mecânica cl&sica, uma distribuição de carga cons'

l:-.ihrr¡^t^ rLr Hfaì

lffi . äiäiJ Ïä * # ;;'* ção'i' o "" e" é 1* r ! 1111.îl l ï:- :ii *:i:î:iry#'"i:ff"i üåiïï'i*i" ilffi;;; ;;åñ;; äe rreqt¡enciì¡9ylij'^'i:::îa de oscira'

äl ti ffi ä, ;'-;"å; ;;" *. J *l "'l 9 
oi 

:-" -î:r i ".:'-: :.':*.*: î: :.'Ii lii,;'""åiä:';Ï;ä,'il;.;ffi;;ü; p;;; taxa de emissão 

'n; 

:::"-:"0:"'ii'.tro(Emosr uË ¡atu' Ddr c rv¡¡¡¡u¡q v'we¡- r--- 
i de transição

elétrico ocilante para obter os fatores importantes da fórmula que dá as taxas
i- ¡-^-^--;Ë^^ À r¡wc módia

:i:,i:i:fi'"H-rLi"iø"** B que o dipoto inadia energia eùtromasnética à taxa média

Ã, onde

- 4n3va
R =-----P"

3e6c"

epéaamplitudedomomentodedipoloelétricooscilanteèuafreqüênciadaoscilação'
como a energia é levada pelos fótons cujæ energias têm como valor lrv, a taxa dc emissão dos

fôtons, R, será

(8-3e)

R- 4n1P3
R =;=1uo¿ P'

Esta probabilidade por segundo de que um fóton seja emitido é exatanente igual à probabili'

rlade por segundo de que o átomo såfra uma tansição. fusim, R é também a taxø de transiçîo

atômic¿' 
relação a uma origem no núcleo praticamente fìxo, o momento de dipolo elétrico p

do átomo de um elétron define-se como

(840)

(841)

,"ri

,ìi p=-et

o¡de -e é a øtgt tto eléton e r é o vetor posição em relação ao núcleo tomado como origem'

Paraobterumaexpressãop.,,""*plit.'.ae.domomentodedipoloelétricooscilantedoátomo
ouando seu estaito é u*, Jr*.-¿. dois auto+stados, calculamgs o valor esperado de p, usan'

åîr'ärJ¿.u; de probabilidade do estado misto obtid¿ no exemplo 5'13

V.V = cîcrúi út + cìctúîÙz

+ cic ¡þi'lt i(E 1-E tltlr^ + cic2þi{2e- i(É'' -sr )r/h

NãohánomomentocomodefcrnúnarquaisævaloresdosparâmetrosajrstáveisC¡€f1Qlle
especilicamaproporçãoco,,.t"do,doisestadosnamistura,Mas,comoveremosembreve'æ
resultados que procufamos'rã" t";;;d"ntcs dos valores que eles assumem e então,parasim-

f in.rt, tupàt.tos ambos iguais a I ' Teremos cn tão

*'v =ú jú¡+ Úit¡+ ,þitþ/(ErEÍttt¡ + 
'!tÏÚ¡e-i(E¡-E¡)rls

ontlesuhtitufmosælndices2e|,potíe[,deinicialefinal.Co'moessadensidadedeproba.
bilidade não cstá normariåå" ,"'"'oitu-"'iara o cárculo do valor esperado dc p, obteremos

;;;uma propcrcionalidade, o que é suficienæ' lsto é' tercmos

¡ -f 
'1, ¡ 

r, V ¡ at +f'! i eltt, dr

, ri e i- r t) Un_f'¡t. e r rþ ¡ dr

4 r- t (E ¡- E ¡ttthJ,l, i e r{,, a,

I
i{tt :

itt
,'i{l ou

'ÈÌ1 ,

'ñ!
tï1
''i.s,

.ir."

¡ìl;
. !.'

o *f*-ç^lv ar {v'erv dr

onde fìzemos um sandulche com o t4rmo ¿r enhe 06 outfos tcrmos dos integrandosseguindo

umanotaçãojáconvencionadaeondeasintegraissãohidimensionais'Asduasprimeiræinæ.
graís da dircita não estao asfidas com umþ oscilante e na verdade são nulas' fu duas tllti'

mas estifo cada uma multiplicada por exponenciais complexas 1om 
uf.q O.:lïjêlttt temporal

que oscira na frcqüôncia , :-"o"ò;;@, : uilo-.. (E¡ 
.-'Et)rh- 

Bæs dois termos descrevem os'

cilaçóes do vator esperado do momento de-dipoto eléuicá'cula amplitude é dada pelo valor da

integral em cada termo. fusim, encontamos que a amplitudá do momento de dipolo elétrico

é proporional à quantidadc P¡ì,onde
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(8.42)

Esta grandeza é denominada elenrcnfo de ntatriz do montento tle dipolo elëtrico eìúre os es1a-

dos Ínicial e firu\. Obsewe que seu valor depende do conrportanænto do átonro tantonoesh.
do inicial, aúavés de ú¡ guanto do estado fìnal, através de úf , Isto é razoivel, pois o átomo
que irradia está numa mistu¡a dos dois estados. Fazendop enr (840) proporcional ap¡¡, ob
teremos

R o" P'l¡=

eshcr

onde.R é a taxa de transição.
Obtivemos os fatores ,t e p|¡,como tantbem as constantes eshcr naexpressão da taxa è

transiçâ-c por um argumento parciaÌnente clássico. Um argurnento bem mais 5ofisticado, onde i
usada a mecâ¡ica quântica de Sckoedinger somente, leva ao nresmo resultado, exceção feita
para a constante numérica de proporcionalidade que fica detcr¡ninada. Tal resultado é

n¡t=l f úie"t',arl

I 6tt3 v3 p2r,

R = ':''
3e6hc'

(843)

A næsnu equ¡¡ção podc scr deduzida dc fornu mais rigorosa a partir da teoria daelet¡o.
dinû¡nica qwintica quc lornece unr tratarnentoexato das propriedades de quantização dos cam.

pos eletromagnético. Embora os resullados não sejun diferentcs, a eletrodinfurúca quântica dá

uma descrição mÁis completa da emissão de fótons pclos átomos excitados. Em particular ela

expl.ica como o átonìo.que irradia aparece noestado nristo. Isto ocorre em conseqüincia de uma

espécie de interação resson:nte enûc as vibrações de freqüência apropriada, do canrpo de radia.

ção eleüomagnética que envolve o átomo e o átomo em seu estado inicial. A interação induz os-

cilações de carga dessa freqüência, caracterfstica do estado misto, e então o átomo emite ra.

diação eletromagnética dc mes¡na freqüencia, O proæsso aparece indicado esquematicamente
na figura 8-l 3.

A emissão de fótons por átomos, sob a infìuência dos fótons que compõern o canrpo ele.

tronugnético aplicado ao átorno, constitui un¡ fenônreno deno¡ninado enússa-o estimuluda.Qs
átomos emitem tambc¡n fótons quando na-o existe um campo elctromâgnético aplicado por
næio de urn mecanismo dcnonúnado enússa-o espontânea. A elctrodjnâmica quântica ntostra
que a emissâ'o cspontânea se dá porquc existc ærnpre alguln carnpo elctronragnético prcsctìte na

vizinhança de unr átonro, nrcsrno quando não existe um campo aplicado! A rl¡zÃo é que ô
campo eleEomagnético tenr encrgia quantizada dìscretunrcnte, pois a eneryia, enr qualquer

freqü€ncia particular, é dada pclo tuimero dc fótons dcsa freqüincia. E como enr qualquet

outro sistema de energia discreta¡ìlenlß quant¡zåda, o campo eletrornagnético tc.nwaeneryit
de ponto zero. Assim, a elet¡odinânrica quânticå rnostra que lraverá sempre alguma vibração

eletromagnética presente, qualquer quc sej:r a freqtirlncia necessária, para indulr oscilaçöes &
cårga quc levanr o áto¡no a iuadiu "espottlaneanrcnle". Vemos então que ernissãoespontâneae
estimulada são qualitativamente semelhantes. Na enússão espontânea, o campo eletromag¡ético
que envolve o átomo se encontra enr seu estado de encrgia de ponto zero. Na enrissão estinrula'

da, um canrpo adicional é aplicado dc for¡na quc o carnpo cleuomag¡ìét¡co no quÍ¡l o átotlto

cstá ri¡ergulhado se encontra nunr estado encrgét¡co nrais alto. Portanto, existirá u¡na vibração

rna¡s intensa no campo, com a freqüência apropriada e conseqúentemente haverá maior chanæ

de quc o átomo seja estinrulado para irradiar,
Dcste argunrenlo. fìca claro quc a t&xa de transiçao para ernissão cstimulada scrá propot'

372

'fi:i:,4"rúl à inærsidade do campo eletronragrético aplicado. Em campos intersos, essa emissão é

:';ffi;;;; o ¿to*o ¡".¿¡..o* sruild..tfioõncia' lsto temt:rylTi:-"1t^'-nj:i::T1:
'i.l^no totrr, um dispositivo que produz feixes ext¡emanrnte intensos de luz coerente e que

.'"ø Jir*t¡¿á no Capituto I l. Naquele capltulo nos aprofundaremos mais na relação existente

li6rloú"t".stimulìda e esPontânea' ma¡¡ aqui c'rnsideraremos soriente a emissão espontânea'

Fóton
indutor

Átomo
Fóton

ô

Antes

/-\emitido\r*
Depois

FTGURA g-13. Uma ilusrraÉo esquemática da emissalo de um fóton por um átomo. A radiação eletromagné-

tica ao at¡ngir o áiomo induz oscilações de dipolo de carga no mesmo' Em conseqüência, o

átomo emite radiaçé:o eletrornatnética'

A taxa de tfansição por emissão espontfuiea, deærminada em (843), é independente da

existência ou não de um cafnPo extemo aplicadq. Ela depende exclt¡sivaÍþnþ dæ propriedades

àu autotu'pes atômicas. Cõmo essæ autofunÉes são conhecidas, os eleÍtentos de matriz do

mofr'n to de dipolo eléúico ente vários pares de nlveis pode ser obtido calculando'se os valores

rtæ integrais conespondenÛes (8a2). E æsim as tÐ(as de transiçãO entre esses nfveis poderão ser

calculadas a partir de (843).
Observa-se que o acordo entre as Previsões e as n¡edid¿s é bætante bom, nnsmO qrundo

as taxas de transição variam apreciavelmenæ de um c¡uio a out¡O. Para a transição do átomo de

hidrogênio, de seu prinrciro eitado excitado ao estado fundanpntal, a taxa de t¡ans¡ção tem

."rní".f"i A = ld s-r. lsto significa que em ærca de l0-8 s a probabiLidade de gue tenha

..ãi¡AÀ a transiçao é de aproxirnadanpnte igrul a um. Diz+c gue o primeiro estado excitado

tem um tempo ie vidq t = llr = 10-8 s. Este valof é lpico da ordem de g?'f¡dezz encontrada

n-., Ã d.'tiursiçao a6micås - exceûo para certos pares d€ níve¡s para 6 quåis essa ta¡ra de

;; transiçeo é praticanrnte zêfo. Existem transigões Pafa as qua¡s æ linhæ espectais coftespon'

.i, dentes não são ob,sefvadas experi¡rpnt¿lmente, ou são extremafipnte fracas' As tÐ(as de transi'

¿1. ção são previstas serem zero nçsses casos Porque as integrais nos elenrentæ de mat¡iz dO dipolo

i åf¿Ui.o sao n,rlæ. Portanto, øî regraE de ieleção úo um coniunto de cottdições sobre os ruime'

i) ros qwânticos das aurofunções dos estqdos dà energia inicial e firul, de fortru que os elementos

tI ¿r rti¡, io dipolo ttitrøo úo nulos qrundo ulcalados com parc$ de autolunções cuios núme'

'j. ros quônticos v¡olam esv,s condições,

.,' U<frrrflO a-e

; Quando um átomo de hidrogênio é sujeito a um ca¡nPo magnético externo muito forle, s intelação

spinórbita que produz o acoplamenlo entre scu momento angular oibitat L e seu momento angular de spin S

torna-se desprciível c ambos os vetores prCcessiOnam independcntemente em torno da dire4a:o dO campo

exterrìo com .orpon.nr., , .onr,.n,., iz= ñûe S, = ¿l¡. tsto é, m¡ e ra, são bons núme¡osquânticos

ncstas condiçõcs. Os espect¡os obtidos experirncntalrnente cóm tais átomos cvidenciam a existência de uma

regra de seleçaio Mt = O, rl. Obtenha "ro 
,.gru de seleção calculando o elemento de matriz ¿propriado

do dipolo elétrico.
O elcmento dc matriz egc¡cve-se como

,r=li 
{irie,o'Qet't'.,'o'e)r' 

*n0 ar ao a'cl
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A integral tripla se fatoriza no produto de três integrais sirnples. A integral que interessa calcular.ps¡6

que fornece a re¡rd de æle6o, ê 
zn
f

t= | ol(.g.tø¡(((.tdc
to

Trata*e de uma grandeze vetoÌial, cujas comPonentes go

ç=2f øi<,e>xø¡,otav
Jo

2T

rr= | oilcttø/vl)dv
uo

2¡

tr= | øi@)z o¡(,a) dr
Jo

¡=¡sen0cosg

/=tsenoscng
z =r cos0

7T

Ix = ¡ sene f .o, e"t(tti-^lì' a,
to

fr.
I, = r sen o l r"n eri(^ti-mt¡)v u,

uo

t, =, *re'joJ@¡,-m¡¡lv ¿n

l,

o¡(v) c o/(,a), outém*e

J

\#
\*/

w
t-- "

Usando as ¡clacões

quc podem ser ve¡ificadas por simples inspcçâr-o da figura ?-2, c utilizãndo'se também (7'19) para exprimh

Qualqucr tab€la de integra is definidas dirá que a integral em I" é zeto, a menos quc

m¡._ m¡r=0

A inte¿ral em /, pode ser reescrita dando

,'i
t, =;, sen o I tet(m¡í-m¡¡-l\v * 

"ilm¡t-m¡¡+ 
ll'e'ton

2Jo
Essa integrâl definida será nula â menos que

mI. - ,nll= ,l ou Arn¡= ¡1

obtém*comesmorcsultadocomsinteS¡alem/v'Portento'amenosqucan¡=66¡tl'nãohaverácon00''
nentes de I diferentes u" r"to. à.o'irio i;;;Jr ; 

".rara. 
pr.. o etcmento dc matrizdo aipolo cldtrki

(a integrâl triplå), obteve'se e 1e81â dc seleça'o desejada.

ou Ãm¡= Q

,:.

.l

I\úl I
çd

\eàl

w
\l
\1ç*¡t

t"d

Q.-¡'

Fisicancnb, as fegas & seleção apafeæm por causa das propriedadcs de simctria ds dq

tibuição de carga Gcilante do átomo. d áto.o só pode lnadiar como um dipoto elétfico sc q

mome;to de dipolo elét¡ico de sua disribuição de carga elefrônica estiver oscilando. Obtérn'6t

um análogo cl8sico com uma pequena antena biPotâf i¡npntada por uma fqrtc de conenf d'i

äiläil;;;*;öfio-;;; ir;";ãã'* ng*' 8'r4. se os braçoo da anten¡ sro

alimentados fora de fæe, de forma iue haja um fluxo ¿e årga Para uma extremidade ao mcsffio

374
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ú(-x, -y, -z)= +t@lt)

sfo ditas serem de paridade pare as autofunções que Satisfazem a relação

icfnpo que a cãga flui da outa, a anÞna irradiuá efìcientemenþ. Mæ se os braços forem

,ti*n,r¿* em fase, & maneira qr¡e a carga se diriJa ou venha em unlssono de ambos os fìos,

r enþne dilìcilmente inadiæá.
' Matematicårnenb, são as propriedades de simebía das autofunções nos elenËntos de ma'

úiz que são rcsponsáræis petæ regras de seleção.Pode*c obter uma visão clara disso facilmenþ

ønsiderando t paridade dæ autofunções. Na seção 6-8, defìnimos palidade de uma autofunçÍo

uridimensional como a qualidade que descreve seu comportanænto quando osinal da coordena.

ata é trocado. A defìnição pode ser estendida imediatamente para três dirnensões. Isto é, es au'

tofunções que satisfazem a relação

þ(-x, -y, -z) = -þ(x,Y,z)

(844)

(845)

são denonúnadæ de paridtde ímpar. Toda autofunção que seja um estado ligado solução da

equação de Schroedinger indepntbnte do tempo Pafa um potencial queseescreva como f(r),
como o potencial coulombiano, tem paridade defìnida, par ou fmpar. Arazão diso é que, æsim

sendo. a densidade de probabilidade 'y''ry' 
terá o mesmo r¡¿lor no ponto (-x, -y, -z) qnno

Pa¡a Tcr¡a

lbra Tcrra
î
+

+
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¡
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FIGUR^ 8-l4.Diagramas su¡terbres: Ântcnas bipolarcs alimcntartas fora dc fase. Diagramas lnleilorcsi Ali-

. mcntadas em fasc. Diagramas da etquerda: As dislribuiçôcs de catga aparccem num instante

, qualquer iniciat, Díagramas da drierT¿: Num scmipcríodo mais ta¡dc. A antcna alimentada

cm fasc emilirá muito ¡rcuca ratlíaçlio se scu comprimcnto fot pequcno comparado com o

comprimenlo de onda c sc a dislância ao rclo for grandc comparada com o comprimento dc
. onda.



pntø (x¿,2), condição qw é necessária para que o potencial tenha o nBsmo valor neses i

POntos.
Enconûa-se um exemplo diso na ta&h 7-2 de autofiurçÕes atômicas de átomos monG

eleûônicos. Para explicitar este fato, verifìqw na figura 8-15 que quando o sinal da-s coorde-

nadæ retangulues é trocado, o comPortar¡rento dæ coordenadæ edéricæ polares é

r+f, 0-tt-0, g+¡t+g

Fazendo esæ mudanças em váriæ autofunpes, é fácil mosbu que

ú n¡^ ,(r,n - o ,¡ * ç) = (-l)tú n¡n ,Q,o ,,0)

(846)

(847)

A pariùde é cletermi¡ada por (-l)l 1 seni par se o twmero qwíntíco I do momento øngu.

lar orbital lor par e señ lmpar se t for impar.Isto será verdade pua toda autofunção, de estado

ligado ou não de qualguer potencial lz(r) esfericanrnte simétrico, já que a unica hipótese uada

para obænção de (847) foi de que I/ possa ser escrito como I(r).

FIGUR.A 8'l5.llustraça--o da operação dc piuidade'

Considere agora o elenrnto de matriz do nlonpnto de dipolo eléEico

A puidade & er é lmpu, pois o vetor r é multiplicado por -l quando o sinal. das coo¡denadas

rctlgulues é trocado. Cor;qi¡enteûEnt€, se as autofungões inicial e final, f¡ e tlt¡,loremdc

næsrna parida&, ambas par ou ambæ fmpar, o inægrando será de paridade lmpar. Neste caso a

intcgal duá zÊro potque a contribuição de qualqrær elenpnto de volume será canælada pela

a-,t iUuiçeo do elenBnto de volume diametralmente oposto. E a taxa de tfânsição será então

tsmbém nula. Vemos então que para que haja uma transição de dipolo eléhico, a paridade da

¡utofiurção final deverá ser diferenrc da pari-dade da autoiunção inicial. Como æ paridadessão'

da¿u por (-l)I, præbe-se facilrrrnæ por que as tfansiçõcs onde A/ =_0 ou t2 são Proibidð'

cm acordo portanto com a regra de seleçeo Al = tl dada por (8'3Ð. Para aquelas transiçóes'

þoibidu) æ paridades dæ autofunçöes inicial e fìnal são i@nticæ.

A clct¡odinâmica quântica mostfa, e a expÉfiência verifìca, que um fóton possui ummet

rrnto angulu alé¡n do mornenfo linear. Mais ainda, a teoria mostfA qW o momcnto -Cdd
dc u¡n fótsr emi tido numa transição de dipolo elétrico valc, ent wrida& dc lr, I ' Dcsse P"nto-f i
vista. a Êf|is d,E seleção qræ envolve o ntlnæ¡o quântico æsociado ao momento angulaf tola'

o¡,=lf v¡,,,t,,u,

376

1 de hidrogênio e por todos ot¡tr6 átomos mono e multiele trÔn¡cos"
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Ai = 0 ou tl, dada por (8-38), rePresenùa a condição de conservação do monrnto angular

liundanpntatmente uma propriedade de simetia) ao resbingir as transições de dipolo elétrico a

pares de estado para o quais a variação do momento angular total do átomo po$sa ser compen'

iada peto momento angr.rlar do fóton emitido na tlansição. (Qua¡do Ai = 0, a conservação do

moÍpnto angular é satisfeita pela mudança da orientação espacial do vetor angular total do áÛo'

¡no quando o fóton é emitido.) Por este prisma, frca claro por que na-o ocorrem transi$es de

dipolo elétrico quando Al = *3, já gw provocariam uma,mucimga do monBnto angulu total

não compensada pela emissão do fóton, embora tais transições não violem a regra de paridade

acima ¡eferida.
E importante lembra¡ que as regr¡rs de seleção não profbem totah¡ente as ùansições que

aS violam mas simplesmente tomam tais tansições muito pouco prováveis. Se uma transição

não pode oconer pelo npcanismo normal de emissão de radiação por um monrento de dipolo

elétrico oscilurte, existe, no entanto, uma probabilidade muito pequena(tipicannnte fedr¡zida

por um fator lO-a) para que ocorra a trursição por emissão de radiação a partir de um mo'

rnento de dipolo nragnético oscilante. Isto pode aconteær at¡avés de oscilações na orientação

do monpnto angular de spin ou do monpnto de dipolo magrético doelétron.Podem tambe¡n

oc,oûer trar¡sições com probatrúlidades ext¡emàrnente reduzidæ (tipicaÍ¡ente por um fator

l0-ó) por emisão de radiação a partir de oscilaçöes do monBnto de quadrupoloelét¡ico. Isto

envolve oscilações na dist¡ibuição de carga eletônica do átomo entre uÍra forma de elipsóide

¿longado para um elipsóide adratado.
Se um átomo for excitado para um estado do qtul ele só possa retornar aoestado furida'

r¡rntal at¡avés de uma desæ transições altan¡ente initÉdæ, ele poderá permanecer nese estado

excitado du¡ante uma fração considerável do segrurdo, em vez do tempo de vida da ordem de

l0-8 s correspondente à taxa de transição tlpica de l0E s-t. O estado excitado é dito então

metastóvel e a emissão reta¡dada de um fóton é uma forn¡a de fosþrescêncr'a' Na prática, ob
serva.se raraÍEnte a losforescência de átomos porgue o estado met¿stável é desexcjtado, sem

a enússão de um fóton, quando o átomo colide com as paredes do recipiente que o contém e

transfere djretanpnt¿ sua energia para o átomos dæ paredes. Contudo, um processo totalmen'

te análogo à fosforescencia é ohervado fieqüentemente em núcleos.

8{ COMPARAçÃO ENTßE AS TEORIAS QUANTTCAS MODERNA E ANTIGA

Vamos resumi¡ rapidannnte os r¡ltimæ capltulos atravds de uma comparagão enEe as teo-

riæ qu&rticas mode¡næ (Sctuoedinger, Dirac e a eleùodinâmica quântica) e æ velhæ teoriæ

quânticas (Botu e Somrnerfeld),
Um dg6' aspectos mais esptacula¡es dæ teorias quånticas modemas foi a rnaneira pela

gual elæ forneceiam progresivänænte tratannntos cadavez mais precisos para o átomo de hi'
rtrogênio. A teoria de Schroedinger, sem o spin associado ao eléton, explica os nfveis de energia

do átomo ohervados næ npdidas especûccópicas de resolução moderada' Medidæ de maio¡

resolução revelam o desdobramento d€ estrutura fìna dos nlveis de energia' Tal observação pode

0utro grande iroso dæ modernæ t€orias quânticas é o tratanpnto satisfatório dado às taxas
' de trans¡ção e h regras & scleção ohervadæ nas nredidas dos espectrm emitidos pclos átomos

ser qr¡åse totalmente explicada ac¡esænturdo-se à teoria de Schroedinger correções que levam

em confa a interação spin-órbita do eléûon e a depe4dência relativlstica da massa com a veloci'

dade. Ela será completannnte explicada pela teoria de Dirac. Medidæ espctroscópicas de mais

rlta resolução evidenciam o deslocamnto de Lamb, qw Pode ser entendido em termos da ele'

!t: troOnamica quântica. Medidæ de altfssima resolução mostram a çxistência dos desdobramentos

-í;{ hipertìnos, expl.icados na teoria de Schrædinger pela interação do eléton-com ospiirnuclear'
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A pøformance da antiga teoria quântica é pouco consisÞnte. O modelo de Bohr prev¡

valores conetm para æ energiæ dos nfwis nÍo desdobrados do átomo de hidrogênio. A modifi.
cação rclativfstica do modelo feita por Somnrerfeld cmfere com c desdobrarrientos da estrir.

h¡¡a fìna do hidrogênio rnas o acordo é acidental. As modificações relativfsticas não explicam o

deslocanænto de I¿mb nem o desdobraÍìentæ hiprfìnos. Além do mais, elas eståo em desa.

cordq por ordens & gandeza, com 6 desdobranrentos de estn¡fu¡a fina ohen"ados em átomos

multieletsônicos tffcc. Na rærdade, o próprio mo&lo de Bohr falha completamente nâ ex.

plicaEo rb ¡nuiios dos æpectæ mais óbvios doc nlveis de energia dos åtomos de muitos elé.

tons; cncørha*e já em sériæ difìculdades com o átomo de héüo qlæ tem somente dois elé.

tons. A wlha t€oria quåntica não é confìável quando explica as regras de seleção e é incapaz de

explicu æ taxæ de transição.

Um æpcto prticularnrente agradável da teoria de Sduoedinger é que quase todo o tra.

balho realizado ao aplicâla aos átomoc monoeletônicæ se adapta diretamente aos átomos mut.

tielet&llcc. B a Þoria é certaÍpnte suJìcientenænte precisa para explicar todos os aspecto6

importanÞs doo átomos multieletônicæ. Além do mais, não é muito n¡ais diffcil aplicar a rne-

c&rica quåntica de Scluoedinger a tais átomos doqueaplicá.laa átomos de umsóeléton'.Co.
mo \ærem6 nos próximos dois capftulos, partc da explicação desse fato ræm da constatâção

de qræ a maioria dc eléhons de um átomo multieletrônico se agrupam junto com outroselé.

trons formando camadas simétricæ e inertes e não precisam ser tratados individualmente, So.

menb 66 poucos eléüons do átomo que não estl[o contidos nessas camadæ exigem um trata-

nænto detalhado.

* 
Con"é* frisr entfetânto quc o átomo dc hidrogênio, por conter apenas um cldt¡on, é o único quc

admite soluçío exatâ. (N. do T.)

aaa

*/
)

ttJ-/

':,
.Y

\"1

\-/
\t¡9

\"1
I

\,i'l
t"/
F,"i)

QUESTÕES

Por que, ao discutirmos as lìguræ 8-l e 8-4, falamos em pólos magnéticos fìctfcios?

Por que o torque que atuâ sobre um dipolo magnético num clmpo magnético faz o dipo-
lo precessionar em tomo do campo em vez de alinhá.lo ao campo?

Não é possfvel realizar uma experiência t'e stem-Gerlach num elét¡on liwe para medi¡ seu
momento de dipolo magnético de spin; isto só é posslvel se o etétron estiver num átomo
neutro. Explique por quê. (sugestão: Há uma resposte superficial que tem umâ refutação
também superfìcial. uma resposta mais completa envolve o princfpio de incerteza)

Exatamente por que conclulmoß que os númeræ quforticos de spin são semi-inteiros?

Éjusto criticar a mecânic¿ quântica de schroedinger por não prever o spin do elétron?

Existem dificuldades conceituais com a idéia de um eìét¡on ponhul?

Será o elétron a "derradeira partfcula magrética"?

Explique em termos simples por que um eléùon num átomo de hidrogênio está subme-
tido a um campo magnético. Este c¿mpo exíste em todo e qualquer estado quântico?

O que é exatåmente a interação spin-órbita? Como ela leva ao desdobr¿uîento de estru-
tura fina observado næ linhæ espectrais do átonlo de hidrogénio?

Quando se considera a interaÉo spin-órbita, diz.se às vcæs que n1¡ c nt, não são mais
"bons número quânticos". Explique por quc tal terminologia é apropriada. Quais são os
bons números quânticos para um átomo monoeletrônico quando a interação spin-órbita é
levada em conta?

Quais são os bons núrncroc quânticc para um átomo de um sóeléton num campo rnag-
nético externo que, comparado com o cam¡ro interno, é muito fraco? Extremamenk
forte?

Por que a interação spin-órbita é particularmentc sensrvel à forma do potencial V(r) para
pequenos valores de r? Como pode isto ser utilizado para oestudoexperimental dos po-
tenciais dos átomos mul tiele trônicos?

Qual é a justifìcação para se rcalizar somas vetoriais, como na figura 8-10, com vetores
cujos comprimentos são proporcionais aos números quânticos que es¡æcifìcam os mo-
rnentos angulares, em vez dos próprios vetores momentos angulares?

Descreva breverncnte todos os aspectos do diagrama de nfvcis de cnergia do átomo de hi-
drogênio da lìgura 8-ll e explique a origem dcsses æ¡rcctos. Quc aspcctos não são mos-
trados?
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17.

t5.

16.

18.

19.

20.

Pode ex¡rir radiação ele homagnética enitida por um monopolo elétrico oscilante (isto é,

emitida por urût carga de intensídade osdlantÊ fixa na orígem)?

Existe¡n senìe[t¿rnçås entrc a e¡¡ússão de radiação eleÚonugnética por umsistern de cu'
gas æcilantes e a inússão de radiação gravitacional por um sistema de mæsas oscilantes,

Ñão existe, porém, radiação gravitacional emitida por dipolo' Por quê?

Qual a evidência experir¡entå¡ de seu conhecinrento que esleja em cor.tradição com ¿

pi.*nç" das vibrações devidæ à energia de ponto zero do campo eleronugnético? Qual

á evidêncla qw, pclo conúário, confirma a sua existência?

Qual a relação existente enüe emissão espontânea e estimulada?

Expliqræ em termos flsicos a origem dæ regræ de seleção'

TOdO O átO¡nOs levam o nÉsmo tcnìPo Påla reaüz¿rem uma tfansição enÛe urn certo

par de nlveis?

380
381

PROBLEMAS

Calcule o campo magrético produzido por um anel circula¡ de co¡rente num ponto siûta-

do sob¡e o eixo de s¡rpûia do anel e lørge desæ. Calcule em seguida o e¡mpo Í¡agnético
produzido no npsmo ponto por um dipolo formado ¡ partir de dois monopolo rnagréti-

cs separados € s¡tudos no centro do anel e ao lonSo do eixo de sinpûia destp.Mostre
que os campoû são 6 trpsmos se a corenþ no anel c stu á¡ea estive¡em ¡elacionadas ao

morrrnto magnético do dipolo segundo (8-2). Vocé cøts€gt¡€ Y€r como estender o argu-

¡rpnto para mooEaf quÊ 6 cåmp6 sefão 6 ¡Iæsmos em todos oE Pontc, longe do urel
ou dipolo, e indepn&ntenpnte da forrna do anel?

(a) Calcule a razão enüe o monrnto de dipolo magnético orbitd e o monænto angular

orbital, u/L, pua um elétron que se move numa órtita ellptica do átomo de Botu-
Somrnerfeld discutido na seção 4-10, (Sqestão: A á¡ea varrida pelo raio vetor de co¡r¡
prinrnto r, qrundo a coordenada angulu aunrnt¿ de um inøenpnto dï,vale d./, =
12 d0 12. Use ú = mf a0 l* para calculu d0 em termc do increnpnûo temporal dt e îaça

então a integração trivial.) (b) Compare o resr¡ltado com o obtido em (8'5) P¡ua u¡na

órbila circula¡.

Um feixe de átomc de hidrogénio no estado fundanpntal é enviado at¡av6 de um lmã

de Stern4erlach que separao em duas componenÞs, segundo as duas orientaç@s de spin.

Uma componenle é interceptada por um diafragrna no fim do lmã e a out¡a continua seu

trajeto peneüando nurn segundo lmã de Stem'Gcrlach, coaxial ao feixe que sai do pri'
nBi¡o lmã, r¡as está girando de um ângulo c em relação aO prlnæiro lmÁ em torno de seus

eixos aproxirnad¿¡rpnte comuns. Há um segrndo diafragma ftxo no fìm do segrurdo lme
que também só perrnite pqssü uma só componente. Dæcreva qualitativarEnte como de.

pende de q a intensid¿de do feixe que atinge o segundo diafragma.

Dete¡mine o gladiente de campo de um lmã de Stern€erlacl¡ de 50 cm de comprinrnto
que produzirá uma separação & I mm na extremidade do ímã, entre æ dus componen'

tes d€ um feixe de átomos de prata emi tidos com ur¡ra energia cinética tíytø & um fomo

a 9óOo C. O momento de dipolo magnético da prata é devido a um único elétron / = 0, co'

mo no caso do hidrogénio.

Se um átomo de hidrogênio for colocado num c¡¡mpo magrrético muito fort¿ comparado

com seu campo inlemo, seus monæntos de dipolo magréticos de spin e orHtal precessie

narão independente¡rænte em torno do campo extemo e sru energia dependerá dc
números guânticos til¡ e m, qræ espcifìcam suas comPonentes ao lørgo da direção do

campo extemo. (a) Deærmine o desdobranrnto dos nlveis de energia segundo os valores

de m¡ e rnr. (b) Desenhe a conlìguração dos nlveis desdobrados provenientes do nlvel

n = 2, expliclttando o núnpræ quânticos de cada componente da confrguração. (c)

Calcule a intensida& do carnpo magnético externo qræ produdria uma diferença de

energia entre oc nfveis mais separados proYçnientps do nfvet n = 2 qæ seria igual à dife'

rença de energia entre os nfve¡s r¡ = | e n = 2 na ausência de campo.

A preæsão & Thomas tarnbém po& scr descritaem te¡mos dc uma dilatação do tempo
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.! ente o referencial no qual o núcleo está em rcPoulo e os réferenciais nos quais o elé'

t¡on estâ em rePouso' insEntaneafirntÊ' e que provoc¿ um desacordo entre umobseÌva'

tlorsituadononúcleo.out,o,itu"¿ono.iéto,.,.,nrelâçãoaotemponecessáiiopat¡
que cada um fap "tt "";;;;pleta 

em tomo do outo'Trabalhe com essa 
'lescrição

;;;;;.;como resultado do APéndice I'

Use o procedimento do exemplo 8-3 para :*Tt t energia de interafo spinórbita no

eitado n = 2 e I =1 de um ¿ìinio tuentito' definido no exemplo 4'9'

Prove que os únicos valores possfveis dos nrlmeræ 
.qu&rticos 

i defìnidos a partir da série

ì = I * | 12, I - | 12, I - 3t;'l' "' q* ottfazem à desigual ¿^æ JlîTT>l V I(¡ + l) -

.rs Tl)f coms= ttz''n'¡'=ia'112'l -ll2'se l*0' otti= ll2'se l= 0'

G)1Tr".::.:-:iî:äï""..åiå;J¿'åï:,;iillïöiüh'Ëiö1ii:
';y"' J%i,:',i:A 

" 
i:î;'i;;; ä ::::i.,:r:*.lT:;:',iilri 

os ve'Îores

moÍËnto de dipolo magrrético-orbit¿l e de spin e sJsoma' o vetor momen'to de dipolo

macnéticotoul.(e)ou.to,'*ntodedi|otomagnéticototaléantiparaleloaoveto¡
mo-nBnto an gular total?

lO. Enume¡e osr¡¿lores posslveis deiem'para s estados onde l= 3e s=l12'

1l'odeslocanpntorelativlsticodonfveisdeenergiadeumátomo'dehidrogênio,devidoà
<tepehdência "lt*r'iio 

lï**' torn t 
"elotlái¿e' 

pode ser deænninado rsando*e æ

autofunções atômicas no cárcuto do r.lor rsper.doã-E'r"¡ da grandeza aEr"1 =8,"¡ - Eç¡,'

a diferença entre as ;;;r-."0", clássicæ e relativlsticä para a energia total' Moste que

Para P não muito grande
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de forma que

Fr,",= # @#r*[ vi,,¡^¡]únli"'idr

#lrï,i^,|ú^,¡^,0'

(a) Desenhe o diagrama 9:'. l*:o 3..::ïf i':: :liil';"tïtïîäï'iÍiååi(a) Desenhe o diagrana dos nfvers oe enefË¡a "" '" ;;i;;;"ão t".u¿. os desdob¡

n = 2, como aparece a $reita da fìgura 8'l l' *l 
1^;^ -i-aic indiouc todas as transi'

Ìï."1 i.",îluÏïö å"*'ii,.l,:ili!1{f ;i;:lå'iä;' 
'nali"' 'oo.' 

as transi'

õ;il säo prmitidæ plæ regræ de seleção'

verifrque que æ paridattes dæ autofunções {366 ' ú¡¡o ' ú¡zo e þ377 ðe um átomo monl

13.
.r.iuìi* to" deærminadæ Por ( -l)'' 383

16.

(a) use considerações dc paridade pâra pfovaf que æ duas prirnciræ integrats que apa'

recem na equação que precede (842) são ambas nulas. (b) Interprete osignilìcado disso

sobre a exisiôncia de morncntos de dipoloclébico6 atÔmico6 que sãoestáticos no temPo'

Através dc uma estimativa direta dos clernentos dr matriz dipolo elétrico para as auto-

i*ç*, da tabcla ?-2, mostre que a regra de seleção A/ = tl de (8-3Ð é válida para as

traniiçoes tt=2*n = I do átomo dehidrogênio'

Considere os elenpntos de matriz do momento de dipoloelético de um occilador harmô'

nicosimplesunidimensionalquerealizaastransiçóesn¡=3'n¡=O;n¡=.2'nl=0;ni=l'
,. = 0- Úse as autofunções da tabcla 6-l para mostil quc os elementos de matriz que nã'o

,ïo nut* obedeccm à regra de scleçlo An = tl, discutida nâ seção 4'l l. (Sugestlfo: Use

considerações de paridade sempre que pudcr')

(a)Calculeataxadetransiçãoespontâneaentreosestados,l=len=0deumoscilador
ha¡mônicosimplesquepo,*iu'.cargae.Tonrcomomassadooscilador,amæsadeum
áto.o d. alguma molécula iônica tlpica e como constante da força restauradora onlor

ä: iôt ¡ouies/mt, que é um valor tlpico para uma molécula desse lipo' (Sugestlio: Devem

serusadæautofirnçõesnormalizadas.)(b)Apartirdataxadetransição,deduzaotempo
médio necessá¡io para completar a transição' Este será o tempo de vida do estado vibra-

cional ¡r = I da molécula.

Considere os elementos de maûiz do monBnto de dipolo elérico de uma partlcula carre'

ÀJ, sinr¿. num poço de potencial quadrado infìniro, usando as autofunções da seção

ã-g. Utilir. um núnæro suficienæ de elenrentos de matriz para verifiør se existe uma re'

ga de seleção para o sistema e em crso afìrmativo determine essa regla'
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Átomos Multieletrônicos -
Estados Fundamentais

e ExcitaçÕes por Raios X

9.1 INTRoDUçÃo 387

proæsso a ser utilizado na a¡rálise de um sistema complicado atavés de urna sucesão de

etåpas não muito complicadæ

p¿RricurnstDÊInIcAs 388

rclação com oc átomos multíeleûônicos; distinguibilidade de partfculæ idênticæ em flsica

cl¡ássica; indistinguibilidade na ffsic¿ quântica; equação de Sduoedingerindepen&nte do

tempo para duas partlculæ idênticæ que não interagem; necesidade e difìculdade em dis.

tinguir as partlculæ; autofunções cujæ densidades & probablidade não mudam q'.rando

se permutam æ partlôulæ; autofru¡Fes simétricæ e anti+imétricas para duas parloúæ
idênticæ e independentes numa caixa; ortogonalidade

o pRrNcÞ¡o DE ExcLUsÃo 39s

alirmação fraca e forte do princfpio; determinantes de Slater; férmions e bósons;relação

entre spin e sinpt¡ia

FORçAS DE TROCA E O ÃTOMO pe UÉ¡,lO 398

separação das autofunções espaciais e de spin para dois eléhons que não interagem;

forma geral das autofrurções espaciais simétrica e anti-simétrica; formæ espcfhcæ de

autofunção singlete anti-simétic¿ de spin e autofunç(Cs triplete simétrica de spin; spin

total; números quânticoa s' e rnj; ¡nterpretåções geométricas de estados de spinsinglete e

triplete; correlação ent¡e coordenadas de spin e de espaço; forças de troca; estados exci-

tados baixos do hétio; estado fundamental do hélio e descoberta de Pauli do princþio
de exclusão
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9.5 TEORIA DE HARTREE 406

necessidade de se tratar os eléÛons atômicos cOmO mowndo-se indefrendcntemcnle ¡u¡
potencial resultante; detcrminação autoconsistente do potencial resultantc atômico; p¡6.

cesso de Hartee; cálculo de Fock

RESTJLTADOSDATEORIADEHARTREE 4IO

depenctência angular da autofunção do átomo multielet¡ônico; densidades de probabilida.

rte'radial e tota] radial; resultâdos do átomo de argônio; camadas; Z efelivoi blindagens;

raios dæ camadæ e energias descritas usando Z efetivo em equações de átomo monoele'

iiOni.o; ¿rpn¿ência d¿s energias eletônicæ com l; suas origens ffsicås; subcamadæ

ESTADOS FT.'MAMENTAIS DE ÁTOMOS MULTIELETRôNICOS E A

TABELA PERIóDICA 4I8

signifìcado da tabela priódica; ordenação em energia dæ subcamadæ cheias extemæ;

iãt ça" espectræcópica; configuração eletônica; consüução da tabela periódica pelo

princfpio de exclusão; confìgurações exæpcionais; origem das propriedades dos gæes no

ir.r, ,l.rtin*, halogênios, elementos de transição, lanønldeos e actinfdeos; energia de

iørização; afìnidade eletrônica

ESPECTROS DTSCRETOS DERAIO X 427

tubc de raic X; produção de espctos discretos; buracos; nfveis de energia de raio X:

notação de raio X; regfas de seleção; estimativas dos comprimentos de onda de raio x

ploi Z efetivos e sua relação com as expriênciæ e interpretação de Moseley; determina'

iao do número atômico; absorção de raio X e bordas de atsorção

QIJESTÕES

PROBLEMAS 436
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Átomos Multieletrôrricos-

Estados Fundamentais
e Excitaçoes Por Raios X

s-t TNTRODUçÃO

Neste capftulo usaremos a mecânica quântica de Schroedinger para estudar átomos multi'

eletrônicos desde hélio até urânio. Primeiro discutiremos dc modo geral as propriedadcs interes-

santes de sisteÍus quãnticos constituldos dc várias partícrrlas idênticas, tal como elótrons' Isso

nos conduzirá ao chamado princlpio dc exclusÍo, crrja im¡rortância é fundamental para a de'

terminação da cstJutura dc áiomos multielckônicos. Consideraremos, a seguir, átomos multiele'

trônicos em seus estados fundamentais, e a descriçío sistemática desses átomos fornecida pla

tahla periódica dos etementos. Veremos que a mccânica quântica explica completaÍÊnte a

tabela pcriódica, que é a base da qulmica inorgânica e de grande parte da qufmica orgãnica e da

flsica ão esrado sólido. Finalnænte, consideratemos os estados excit¡dos de alta energia, dos

átomos multielebônicos, que participam na emissão de raios X por eses átomos.

Um átomo multieletrônico de número atbnútco Z contém um núcleo de carga |Ze envol'

to por Z elétrons, cada um com carga -e.Cadaeléton se move soba influência de uma intera'

ção coulombiana atrativa exercida pelo núcleo e de inærações coulombianæ 
-repulsivas 

exerci'

åæ por todos os outro. Z - I elétions, bcm como de certas interações mais fracas envolvendo

momentos angulares. o tratarnento quântico dese sistena complicado é mais fácil do que se

poderia supor. Uma das râzões para isso se relaciona.com o fato de que as váriæ interações en-

volvendo o elét¡on atômico têm diferentes intensidades, de modo que é possfvel considerá'læ

uma ou duas de cada vez, numa ordem de intensidade decrescente. Na primeira etapa' que tra-

taremos neste capltulo, desenvolve-se uma descrição aproximada na qual somente as interações

fiìais fortes são consideradæ. Em e tapas subseqüentes, tratadas no capítulo seguin te' torna-se a

desCrição c¿da veZ mais exata levando-se em Conta suæssivamente as interações mais fraCas'

Veremoa que, com esæ procedimento, não é diffcil obter uma compreensão qualitâtiva do com'

portamento de átomos multieletrônicos.
Esæproædimentoapfoximadopodefornecerinformaçãoquantitativasobreátomosmul-

tieletrônicos, porém os cáiculos necesários devem ser efetuadc por computadores' Evidente-

mente, não seremos capaz'js de reprodudr tais cálculos. Entretanto, neste capítulo e no próxi'

mo descreveremos os cálculos e seus resullados. Compararcmos também os resultados com pro-

priedades de átomos multieletrônicos observadas experimentalmente. Nossa descriçlo se basea'



rá, em sua nìaior parte, na teoria do átonlo nronæletrônico desenvolvida nos capitulos

dentcs.

9.2 PARTICULASIDÊNT¡CAS

Antcs de estuda¡ átonros n¡ultieletrônicos dcvenìos <Iiscutir um tópico inlportartte rle næ.'

cârrica gufurtica, que não entfa na tcoria de átonros nronoclctrônicos. Trata-se da questão dç

como fornecer uma descrição quântica precisa de unr s¡stgma constituÍdo de d¡.¡.ls ou mais pu.

tlculas itlênticas tais como elétrons. A discrssão dessa questão nos conduzirá a fenôrnenos

quânticos que não tênt absolutanìcnte quaisquer análogos clássicos. De fato, essa discussão aprs.

sentará algunus dæ ntais notáveis difercnças entle as nrecânicæ clássica e quântica'

A natureza da questão pode ser rnelhor ilustrada por um exemplo especffìco. Considere

uma c¿ixa contendo dois elétrons. Estæ duas partículas idênticæ se movem na caixa, colidindo

com as paredes e ocæion¡lmente urìu conr a ouua. Numa descrição clássica desse sistelna, ss

eléùons têm trajetóriæ nitidanrcnte definidas de nlodo que a obnervação conlínua do siste¡ru

nos ¡rrnúæ distinguir os dois elétrorìs, ¡rìcsrììo elu se t¡atando dc partlculas iriênticas. P9¡

exc'iplo, na flsica clássica podenros acor¡rpanllar o desettvolvinrento do sistenla, senl pertur-

bálo, f¡lnrando.o. Se, em um dado quadro do fil¡Dc, rotula¡¡ros conl o nú¡ltero I a imagcnt&

um dos elétrons, e com o número 2 a imagern do outroelét¡on, podemos aconrpanhar o nloú'

n¡ento dos eléUons através dos quådros subseqüentes e serernos sempre cåPazÈs de idenülìca¡

qual éoelétron lequaléo2.Oprocedinrentoestáindicadonafìgura9'l .Éevidentequenão

Dodemos fotular os elétrons, assim como é irnpossível pintálos, urn de vermelho e o outlode

verde, Héuons são partfculæ idênticas - um dado elétron é exatarrænte o rnesmo que qual.

qr4r outro, No entanto, na física cldssíca partículas idêntícas podem ser distinguidas unasdas

òunøs øf rqvës de procedimentos que não aletarn seu cotttportønrcrÚo, e, desw forna, é possível

identificar cada part ícula separadamente.

Na ¡npcânica quâr¡tica, isso não pode ser feito porque o princfpio de incerteza impeclea

obervação contfnuå do movinpnto dos elét¡ons senr a.lterar seu conlPortaûEnto. Como vimos

F¡GURA 9.I.

EtrNNN
trtrtrtrtr
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Em cinu: Uma scqüôncia dc <tcz quadros dc unl filme dc dois elót¡ons sc movcndo cm uma

crixa, scgundo a física clissica. Sc rölulísscntos suas ùnagcns no primcLo quadro, na;o haverB

ambigilidarlc nl atritruição dos mÉsmos ¡ótul¡¡s às intagcns ctn qualqucr quadro subseqüent€'

enrbora scja ncccs:ji¡¡o ustr grande arr¡pli¡ç¿:o c "cjn¡cra lanta",Entfuixo: Uma supsrpostFo

anrpliarJa dc l,odos or dg¿ quadros, rtlostr¡¡rdo r:r lri¡jctóri¡s r¡os clétrons.
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ßa seção 3-3, os fótons necessários à iluminação da cen¿ para a fìlmagem interagem com os elé'

l.i ¡ons rb modo signi.lìcativo e impreviswel. O comportannnto dos elétrons é serianBnte afet¿do
lpor qualquer tentativa de distinguiJos.
' Um enunciado equ¡valenle, porém mais fornral, é que na nrcânica quântica a extensão

finita das funções de onda associadas aos elétons pode ocasionar uma superposiÉo entre elæ

de modo a tornar-se dif¡til diær grul função de onda está æsociada a que elétron. Um bom

cxemplo é fornecido pelo átomo de hélio. As funções de onda dos doiselét¡onssesu¡Ërpoem

cnofn¡emente em tod6 G estados quânticos e Por estå razão os eléions não podem ser distin-

guidos, Há também uma superpos¡ção entre æ frurgõ,es de onda associadas ao eléEon e ao

próton oe um áto¡no de hidrogénio. Mæ isto não conduz a nenhun¡a dilìculdade para distinguir

una partlcula da outra porgue u¡n elét¡on e um próton não são idênticos - eles podem ser dis-

finguidæ por diferenças em su¡¡s massas, cargas, etc.
Vemos que existe uma distinção fuidanBntal entre as descrições clássica e quântica de

um sistema constituldo de partfculæ idênticas. Um trataÍiento guâ¡rt¡co precíso desses siste-

nus deve ser formulado de modo que a indistinguibilidade de partlculæidénticæseja çonside.

rada explicitamentc. Isto é, resultados mensuniveis obtitlo¡ por cdlculos de mecônica qlanticd

ndo devem depender da possibilidade de identificaça-o de partículas idênticas. Bta propriedade

conduz a efeitos inrportantes que não têm analogiæ clássicas posto que a própria indistinguibi-
lidade é cuac tert's tica essencialnrcn te qufu tica,

Como são æ autofunções as responsáveis pla descrição de sistemæ quânticoc, devemos

procr¡r¿u um modo de escrevê-las de forma que elas contenham un¡a expressão matemátjca das

idéias qualitativas rJesenvolvidas acinra. Continu¡nos a considerar duas partfculas idénticas (p.
ex,, dois elét¡ons, ou dois prótons, ou duas partículæ c, ou dois átomos de hélio) em uma cai.

xa. Para simplifìcar o raciocfnio, suporemos desprczlveis as interações entre as partlculas. Então

elu colidirão com æ paredes da caixa, mas não uma com a outra. Apesar dessa simplificação, os

resultados da discussão subseqüente têm validade bastarìte geral.

. A equação de Schroedinger independentc do tempo para nosso sisþma de duas partfculæ
qæ não interagem em trés dimensões pode ser escrita como
-

':_+ (u:!t -t* *+.\ _,!gy -a+* -l¿)* v7ú7=87ú7(e-t)::; 2m\òx! ayl At1 / 2n \ðxl ayi ðzâ /
'.onde

r.1'
l¿...iql ,

r&,
g,'

if,:
4i.

;Essa equação pode ser obtidå ¡npd¡ataû¡ente escrevendo-se a expressão clássica para a energia

,total do sisteria, subtituindo-se as quantidades dinâmicas por seus operadores quâr¡ticos asso-

'ciados 
de modo a obter-se a equção de Sctuoedinger, e, então, desca¡tando'se da depndência

temporal. Como o procÊdiû¡ento é uma extensão simples daguele utiüzado na obtenção da

equação de Schrædinger indepndenæ do tempo para urnâ partJcula em três dimensões,(7:10),
e como a vaüdade de (9-l) é basfante óbvia, não incluiremos oo detalhes aqui. E mais impor-
turæ indicar que (9-l) usa lndices que especifìcam a identidade das drus partfculas como sendo

I e 2. A lingr.ragem matemátiCa nq obriga a utilizar tais lndiæs porqræ, de outro modo, haveria
ll¡na enornp confusâo ente 6 sfmbolos; desalìamos g estudarite a descobrir um modo de

s$qrever sem ambigüidade uma equação, aná¡oga a (9-l),sem emPregar lndices' Usando (9'l),

m = måssa de qrulquer dæ partlculæ

xt, lt, zt = coordenadæ da parutula I

xz, lz, zz = coordenadæ da paitlcula 2

I

rt)

l,

fr!-

få
fll
,:

,*\

#q

rr,SS-

':'

4fÙl

6.tr

ed

,{5.

d$

Éq"

@

:l
,:'

,ñ:.

ÁFà



;

1

j

lr

h
\jY

.J

.J

\"r'

'r¡
\-
qhii

i...,

obviamenb coffemos um risco de viotu o requisito quântico de lndistinguibilidade' Veremot

posterioÍfpntE que isto ocorre de fato, mæ que é posslvel trataf a questão de modo â fclllowr

a difìculdade. Faremos isto procurando certas combinações lineares & autofunFes - quc

conduzem a prediçæs mensü¡veis independentes da atribuição dos fndices.

Na equ"çroãe Schroedlnger independenæ do tempo, (9'l)

I

ÙrQr, .. ' , z2) = autofunção para o sistema totål

Yy(xr. . . , zz)= energia potencial para osísæma total

ET = energia total para o sistema total

V7(xr,.' . , z)= V(xr, Yr,z) + V(x2,Y1,22)

É fácil mostrar, aplicando a técnica de separação de variáveis, que pafa a energia potencial de

(9-2) existem soluç6es para (9'l ) da forma

ú r(x t, . . ., zz) = Ù(x r, Y t, z 1)'þ(x 2, Y 7, z2) (e¡)

ú"(l)

onde ry'(rr, /t, z) e Ú(x¡, lz, zz) satisfazem equações de Schroedinger idênticas independen'

æs aotàmpo ã. u,n. prrtf.Ur. Nït t que aautofunção totalestáescrita cornovmprodutode

duas autofunpes descrivendo o movimento independente dæ partfculæ'

cadauma itas autofunções que desøeve uma dæ partlculas requcr três números quânticos

para especificar a forma maiem¿tica de sua dependência em relação às três coordenadas espa'

ciais. Ainda, cada uma requer mais um número quântico para especifìcu a orientação do spin da

pardcula. iondensa¡emos a notação usando um único slmbolo, tal como a, ou B' ou ?' etc"

para desigrar um conjunto particùar dos quaho nrlmeros quãlticos necesários para especifìcrr

ã .rt"ao-çartico, espacial e de spin, de uma das partfculas. Então uma autofunção particular

para a parfcula I seria escrita

Úo(xt,lt,zt)

Condensa¡emos ainda mais â notação escrevendo isto como

Como suprsemG não exbtirem inbrações enhe as duas partfculas' essas se movem independen'

tr àir,'¡ energie potencial do sisþma total é entifo simplesmente a soma dæ energias polcn'

ciais & cada p.rtf.ulr, fEPfesentando sua intcração com as paredes da caixa' cada encr$a po'

æncial dependerá sonpnte dæ coordenadæ de uma partlcula e, como æ partfculassãoidênti'

cas, æm-sô funções idénticas para representar estas energiæ' Assim

(e-2)

Esta autofunFo informa que a partfcula I está no estado qufottico, espacial e de spin-, descrito ¡

por c. Numericat næ, t.ta'r. ã. f*Cno cuja forma é especifìcada ,Ti -út; -t111:il ]låi ii:,ä.itr'ö[1,;';i:ñ;#üäil*não quå a partrcuia 2 esiá no estairo qu&rti'

co, espacial e de spin., p seria escrita

'þ ß(2)

I autofunçâo total ú¡(xr, .

tfcula 2 está no estado P, é

. . , zz) para o cåso cm que a partfcula

t 7(x r,. . ., zz)= úo(l)úo(2)

I está no estado c,e a par-

(e4)

!¡¡a autofunção indicando que a partlcula I está noestadop,e a putlcuta 2estánoestadoc,
tem os slmbolos de números quânticos permutados

ùy?t,...,zz)=,þs(t)'lr"(2) (9-s)

Agora verilìquemos se grandczas mcnsu¡áveis, calculadæ com estas autofunções totais, de-

pndem da atribuição dos fndices dæ partfculæ. A grandeu mensurável mais simples é a função

densidadc de probabilidade. Para a autofunçao (94), ela é

ú ï ú r =,þ : (t)í) ;Q),, "( 
I ),rp(2)

e para a autofunção (9-5), ela é

t i ú r = ú ; (t),þ : Q),1' e( | ),r" (2)

(e-6)

(e-7)

(e-8)

(e-e)

?ot

Como as duas partlculas idôntic¿s são indistinguwcis, deverfamos po&r ¡rrmutarsus coorde-

nadæ scm modifìcar uma quantidade mensurável como a densidade de probabilidade. Como

cxemplo, efetuemos essa opcração en (9-6), o que fornece

ú : (t)ú ; (2)ú 
"(t) 

ú p(2),Ë ú; (2)'þ ; (t )tþ ap)lr p(t )

2+l
'ad. rr ser¿s indicam que a expressão da esquerda se translorma na expressão da direita quando

','l muda para 2 e 2 muda para l. Mas é evidente que a nova função densidade de probabilidade

i. obtida nro é igual à função densidade de prohbilidade original. Por exemplo, o primeiro termo

i,¡anova função (expressão da direita) é ry'j calculadanæ coordcnadæ xz,lz,zt enquanto que
.iró primeiro lÊrmo na função original (expressão da csqucrda) C ry'j calculada nas coordenadæ

,jij,\, yt, z¡ . fusim uma nova rotulagem das partfculas modifica rcalmenle a função dcnsidade &
'lPtobabilidade calculada a partir da autofunção de (9a). O nrsmo ocorre para a autofunção &
:6(9-5). Portanto, devemos concluir que essas autofunções não são aceitáveis para uma descriçÍo

fil.oneta de um sistema constitufdo dc duas partlculæ idônticas. A stspcita expressa após escre-

ì lirt,er a equa ção de Schrocdinger i ndepe nden te do tempo, (9- l ), foi jus tilìca da.

ói E, entretanto, possfvel const¡uir uma autofunção que satisfaça a equação de Schroedinger
+J;fndependente do tempo, e que tambem apresente a propriedade requerida de que sua função
',1.{ensidade de probabilidade não se modifìque por unn permutação dæ coordenadas dæ partf-
y-çulæ, De fato, há duas maneiras deîazer isso.Considere asseguintes duas combínações linea¡es
*'ilæ autofunções de (94) e (9-5)

.,1

''r¡,

..c

iJ.

I
*s= 

,/T['þ"(t){]ßQ) 
+ tþp(t)údQ)l

t
ú n = hW "fD,þ tr?) - ú p(t)ú 

"(2)l



A prineira,é d¡amada autofunção tota! simétrica, e a segundq autofunção total
(por razões græ se tornarÍo evidentes brevenrenæ). Agora, a energia totål de um sistcma
tendo uma putfcula num estado guântico c e outra partlcula num estado quântico p não
penderá de qrral parúcula está enr qnal estado, se æ parllculas são idênticæ. Assirn, ta¡f;,
úr = t"Q)úp(2) qrunto ú¡ = úp(l)ú¿(21são soluçóes para a equ¿ção de Sctuoedinger i¡q.;

-pendente do ûempo, (9-l), conespondcndo ae ,nesno rr¿lor da energia total .€'¡. por qw eq,
equção é linea¡ em ú1, segue-se inpdiatanrnte que as duas conrbinações linea¡es ús e ú¿ , dt
dr¡as fo¡m¿s de f ¡, são também soluções. como elæ corespondem ao npsmo valor de fi,s6
solu$es degeneradas - isto é, Ús e t¿ são autolunções diferentes correspondendo precisams¡.
te ao nøsnto autovalor. O fenônpno é chamado degenerescência de trocs pois a diferença en¡¡
as autofiurgões degeneradæ se ¡elaciona com a ûoca das çoordenadæ das partfculas. o faq
Ulãassegu¡¡ c¡ue ús eþ¿estuãonormalizad-s5e út= t,(Ðùee)eþr=úp(t)ú"(2).ri.
verem norm¿lizadas.

E fácjl calcular æ funções densidade de probabilidade pa{a ús e ú ¿,, e mostrar em a¡nbq
os casos que seus valores não se alteram pela troc¿ dæ pardculas. Obteremos esæ resultado ¡p
lisando o efeito da t¡oca dæ parúculæ sobre as próprias autofunções

v, = # W,e)ú Fe)+ úp( I)úr(2)l

e

ù n = à,f v 
"(r)ú 

p(z) - ú p(Ð,tt 
"Q)l

I

g lú 
"(z¡g ,,Q) + 

'þ 
p(2){) a( I ) I = ús

I
g îú 

"(z¡,¡ u1t) - ,l' pQ)'\, "(t)l = -ú a

l+2
2+l

l+2
2+l

vemæ que a autofunção total simética ú5 não se alte¡a co¡n a permutação, e que a autofunção

total anti-simétrrca þ¿ fica multipticada por nænos um. (Estas propriedades dão origemao
seu noræs) Temos então para æ demidades de probabilidades

új ús ú.i ús

ùÀú¿ (-r)" ú; út = ùÀ ú e

Então, para æ dus autofu¡r$es totais, simétrica e antisimébica, as funções densidade.deplo
babilid¿de não se alte¡am por un¡a permutaçlo das partfculæ. A mudança de sinal da autofr¡¡.

ç5o anti+imébica nto é, evidente¡¡Bnte, criticável porquanto uma.autofunção não é qrunti.

dade ¡rp¡sruável.

Pode+e most¡a¡ qrn quaþuer qruntidade nrensu¡ável que pode ser obtida a partir dl

autofiurFes tokis simétricas ou anti-siméticas não é aletzda por r¡ma t¡oca das parlculas.
Assim, essas duas autofiurgões fo¡neæm uma descrição correta & um sisteß¡a constin¡/do dc

dras partlculas idênticas..6må ors os índìces I e 2apareçam røs ø,presões de þg e ú ¡, estelt
to ¡tfu viola os rquisítos de írutistinguibilídade porque o valor de qwlquer qtunlfutade nenstrt
vel obtíù a partt das autolunfies é indeperulente da arríbuífio de índices.

392

l+2
2+l

l+2
2+l

¡itrtPl,o c't
Duas partículas idênticas se movem indePendentemenre em urna caixa unidimensional de comprÍmen-

to r, uma estando no estado fundamental do potencial de poço quadrado infinito que descreve a caixa e a
ouga-€stando no primeiro estado excitado do mesmo potencial. Para simplitìcar. suponha que as partículas
¡¡o tÉm spin' de-modo que. as,autofunçôes totair pa¡a o sistema scjam apenas autofunçõei eipaciais, 1a¡ Cat-
culG ss eulofunções totais simét¡ica e ¿ntiri¡nét¡ica (9-8) e (9-9), e verifique que o faior l/JTnessas oqua-
dþt nofn¡¡¡l¡za correlamenle as aulofunções,

Us¡ndo as fornus gerais de (6'79) e (6-80) pa¡a as autofunFes de uma partícula em um potencial de
poço quadrado infinito-. e usando também a constante de normalizaçá'o calculada no exemplo 5-10, encon-
tr¿mos tlue a autofunçaìo espacial notmalizada da partícula no estado fundamental é /ãþ'cos (u/¿) e ¿ au-
rofunção esPac¡al normalizads para a partícula no primeiro eslado excirado é ,fliã ien (2rx/a). Asim, es-
c¡cvendo as autofunções espaciab si¡nétrica e antirimét¡ica para o sistema de drus partículas como ú+ e
9_, de (9'8) e (9'9) obtemos

r -=+!["or:1r"" 
tn', 

* *n 
to*, 

*, ï:l
{¿a L ¿ ¿ o o J

. ú-=*i [..",+*n'o1 - *n'n'' .", al
'/2oL a a o o 

_J

onde tanto i(¡ quanto .r¡ se cncontram no intcrvalo dc -ø12 zté¿12, Quando x, ou.x¡ cstalo fo¡a dessa faixa
t¿nlo Ú + quanlo 

', - sâo zero pois as autofunções de uma part ícula sifo nulÂs. A integlal de norm¿lização de
9+e

(e.l t)

(e-lÐ

(e.13)

li-r'ú.+d*' 
d*'

= j "i,+(J 
[*,,+ ""'

a12
f rr.
lcoszldx,J. 4

- 012

,f "'ì, -nxt 
o'ì, zrx, o?,

=:l | -cosz---dx, / -*n, --1 ¿¡, + / -sg¡¡'L-{,ro ø 
-Jolzo o 

-{no

* t' 1"o,",,.n 4 r,, "f \,^?n', ,o,". u,,
-lno 4 a 

-{,ro 
a o

, 
o't' 

' nn11 .o' 
n'' ,r, ''f arrr-*n '"', rr,l

-{no a o -{tz o a o J

2rx, .2nx, . ,x,

- 
+S€n._ COs._

oa4

rxr 2tx, 2nx, ixz
+cos- scn_ cos_

2ra,

-ù,a

Qda um dos dois primeiros tefmos entrc colchctcs dd um, pois ambas as intcgrais sâjo justamente as tntegrais
cc.normali¿ação pa¡a as autofunçôes norm¡llzad¡s dc uma parrícula JTiã cos fuxlo) e J-2þ sen (2rx!ø¡.
{€m d¡sso, cada um dos dois úlli¡nos lermos é nulo pois ambos salo o produto de duas integais cuja forma, enb¡, é

Znx, tx z tx r 2rrxr1

-"1,*'i*^lo'=o
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o que pode ser verificado em qualquer tâbelã de intê8fais dcfinldas.lfssiTll inleryl de notmalizaçaÌo- ' 'ã-iiz 
""1" 

do quadtadã do fator l/'.,Æem (9'8)' Entab verificamos qucú.r fornece (l/2)fl + ll, onde 
-^:^ ..- D^j-_^.i.i.t"i ""ti.ú. "or"O."i,. 

9-, fazendo com que sua integral de norrnatizaçâo seja um' Podcmos

tÉm mostrar imedbtemente que se chega às mesmâs conclusões nO que sc t€fere a ',-.
Consultando uma tabela dc intcgrais dcfiniäas, pode{e mosl¡ar que a inlcgral dc -a12 até al2

quaiquer duas autofunt'es senoidais d¡ferenres, para uma Pâ¡tícula em um potenciãl dc poço quadtado

¡to, i., o valor zero. De fato, podere demonlrar, a peflk de consideraçõesgerais, que a int¿trâl,cm todo

¿ortîio ¿. va¡iaÉo de l, de quaisquer duasautofunçõcsdife¡entcs de qualquer polcncial parliculat.Énuþ.

Esta o¡oo¡iedade é chamada ortogonalidade, Po¡ causa dâ ortogonâlidade das autofunçõcs dc uma partículr,

**"it"'2 dos 2¡ te¡mos na integral de normalizaça-o para quâhucr autofunça--o de duas paitrculâß' simélricr'

ou anti-siñélricâ, têm vatot diferenle ðe zero; e por ceuså dâ norñali?2çalo das autofunçõcs dc uma part ícu.

ùl .it" ""f"r 
é I . Po¡ esta tazão, o falor 1 lO efî (9'8) e (9'9) assegura quc essas d uas autofu nçõcs toteir sâo

normalizâdas em todos os casos

(b) Escreva cxpressöes p.ra o 
""1o, 

esperado da distáncia dc separapÌo D entrc as parlícuhs pãn o cefr

.r qu" i autofunça-o espacial para o sistema de duas partículas é simét¡ica, e para o c¡rso cm que ela é rnth l

siméirica. Mostre inølo que em nenhum desses c¿sos este valol esperado é afetado po¡ uma l¡oca dasCoo¡.:

denadas das Partículas.
A distáncia de separaçío D é o valo¡ absoluto da difetcnça entre as coordenâdas x das partículas. lsto

é,D = lx1- xr I = lxr - xrl. O valor esperadoD é,parao caso dc'y'*

D= i i viDv*dx,*.= 
"1, j,

út lnx, 2rx, tf, I .ç f 6ss -_ ss¡ .........._ sen 

- 
cos 

- )ctx 
t dx2

- r,r 
["",' 

Ï' ,"n'

1tx. 2¡x- 2rx , *.'l
-2cos--- scn----1 eg¡ ---: .or-'-ldx, dx,

a a o oJ

D'!1+dxt dx2

2nx, -2nx, . rxt

- 
+ Sn'-CO('-

dao

2tx" .2nx, . nX,

- 
+ scn'- cos'-

add

)

T
dl2 r
f r.r, - rr I l"or' "' ,.n'

-dnLo

Analogamente, para o caso de r, -

dl2 dl2
^11E=:- I I rrro' 

-Joh -!h

Algum lrabalho seria neccssá¡io para calcular as integrais para estes dois casos, Mas ¡rodemos ve¡ imcdiatr'

mente que cm ambos os casos os valo¡cs nâo sa:o afctados permutando+e as coo¡denadas das partículas' Â
.razâo é que, nas duas integrais, nem o fator lx2 - x r I nem o terceho termo d entro dos colchetcs se sltera G'

embora o primeiro tcrmo entr€ colchetes se transforme no sc€undo termo, estc se transforma no primeiro' . 'l
Podemos tañbém ver que o valor de D-obtido com a autofunçâo espacial simétrica é difc¡entc do

obtido com a autofunça:o espacial anti+imétrica, por causa da difercnça dc sinal do tcrceito tctmo

colchetes. Em outras palavras, a separaç¿îo média enire as partículas num clado em que a aulofunçaa espacbf

é simétrica é difcrentc daqucla em quc a autofunção espacial é ant¡-simélricå. Na scça-o 9-5 aprofundarcmo!

a interp¡ctaçaio desscs resultadost c veremos que cles conduzem a conscqüôncias muito intcrcssantes. t
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'g-t 
o PRINCþIO DE EXCLUSÃO

iii: Como resultado de uma análise de dados referentes a nlveis de energia de átomos, a serem
l;i f , . -^-- a----^ - ! t ,---t---.- f -^-)r^E^

cstudad6 a seguir, Pauli, em 1925, enunciou seu famoso princípio de exclusão (condiçã'o

lreø):
Em um titomo multielettônico nunca pode haver nuís de um elétron oaryando o mesmo

e$ado quânîico'

I oarrir da análise de outos dados ex¡rrinæntais, Pauli estabeleceu que o princlpio de exclusão

,.Or.r.n,r uma propriedade de elétrons e não, especificanìente, & álomos. O princfpio de ex-

clusão se aplica em qualquer sistema con tendo eléEons.

Consideremos a autofunção tolal anri'simétrica de (9'9)' para um elso em qtre

nartr'culæ estão no mesmo estado quânlico û' cspacial e de spin' Ela é
ambas as

(e-t4)l'^ = +[ú"( 
l)'/"(2) - ú"(r)r1,"(2)] = o

;,¡. /r condição especificada pelo segundo enunciado do princípio de exdusfo é mais forte

"lil,¿o 
qu. a espe;ifìcada pelo primeiro enunciado, porque satisfaz a esta' e também satisfaz h

la1 vv leY e Yvrvvr'rvq- ¡'

,friexEônciæ da indistinguiUlidadc, que impõe autofunçõcs totais de simetia defìnida. A condi'

;B¡cfo forte deve ser usada em cálculos dc mecânica quântict o$etivando prec¡são completa,

Ì$. r" r condição fraca, qræ é muito mais fácil de aplicar, é freqilentemente usada em cálculos

hproximados. Na seção ô-5 discutiremos o uso desæ condições no tfatamento de átomos mul-

Iieletônicos, e com¡arafemos os resultados obtidos a partir da condição forte com os obtidos

A autofunção é identicamente nula. Entã'o, sc duâs partículassão descritas pla autofunção to'

tal anti-simétrica, elâs não podem estar em um estado com os mcsmos números quânticos espa'

ciais e de spin. As autofunções em quest?lo foram obtidæ sob a hipótese de que exbtem duas

partlculas idênticas, e que as interaç(þs entre elæ podem ser desprezadas. Se exhtem mais de

åuas partlculas idênticas e/ou suas interações devem ser consideradas, as autofunções totais

tém fårmas diferentes, como veremos nos exemplos 9-2e 9-3. Mas elas ainda podem ser usadas

nâobtcnção de combinaçõeslinearesdesimctriadefinida,simétricåouanti-simétrica,eascom-

binações lin.116 antí-simétricas serlo a¡nda identicamcntc nulas se quaisquer r/tras partlculas

estivcrcnr no mesmocstado quântico. Em ot¡lras pallvríLs, tod[s as atltofilnções lolais anti-simé'

t¡iøs têm propriedades coerentes com as cxigências do princfpio de excltrsão. Dese modo con-

clulmosqueexistcumaexpressãoaltcmaliva panoprincípiodeexclusão (condiçãoforte):

IJnt sistcm¡ constituído tlc vários ehâtrons deve ser tlcscrilo por uma aurofunção lotdl

onti-sitn¿1rica.

a partir da condição fraca.

r! Ao dcscobri¡ o princípio dc cxclusalo, Pauli encontrou a resPosla para um problcma antiSo referente

â est¡utu¡a eletrônica de átomos muhicletrônicos. Ele csc¡cvcu:
..4 qucstaîo dc po¡ que os elétrons dc um átomo no cstado fundamental nâo estäo lodos ocupando a

c¡mada mal intcrna jå tinha sido enfalizada por Bohr, cm scus primeiros lrabalhos, como sendo um problc'

na fundamental. . . Entret"nto, ncnhuma cxplicag{o convinccntc dcsse fcnômcno podia scr dada com base nâ

mednica clássica. Imprcssionou.mc bastantc que Dohr, naqucla ocasiaio c cm discussõcs posleriores. cstivcssc

l'na, 
cnta-o o átomo scria csscncialmcnlcìomo os dc um gds nobrc. Elc scria ¡ncrtc e nío sc combina¡ia com

1¡ outros átomos para formar moléculas. Sc clótrons na--o obcdcccsscm ao princípio de cxclusai, isto se¡ia válido

¡::Ìf ptocurando uma cxplicaçío gcral".
','tiì A explicaçíá do'proilcm" proPoslo por Pauli era ccrtamcnrc gcral'.Os clétrons nâo Podem todos
tti 

ocupar o mesmo estado quántico rcprescntad-o pcla camada mais intcrnå do dtomo porque o sislema devc scr

descrito por autofunçõcsìotais anr¡-simélricas, que se anulam caso mais dc um elótron estcja no mesmo esta'

.do quâniico. Pa¡a enfatÞ¡¡ o quanto é fundamcntal cssc problema, saltarcmos uñ pouco adiantc dc nosso

,rlesenvolvimento da teoria prra 
"firtnr 

qu" sc todos os clótlons ôc um álomo ocupassem a camadâ mâis intcr'



para todos os átomos. Entalo o univcrso intciro scrb radicalnrcntc difc¡cnte. Po, 
"*a,"p,o, 

,"n,
nlo eústiria vida ¡

EXEMPLO 9.2

Dete¡mine a forma da autofunç¡:o total arrti-sirnótrica nornrali?¡d:r parr unl sistcma dc tr¿'s partículas:

noqualasintuagõesentreaspartrculrspodcnlscrignoradus.
Isto é f¡ícil de fazer notando-sc que a autofunç:¡:o total anli-shil.:tricr puru tluus partículas

I
ú¡ = -¿lú"(ll,lt g(2) - 'li p(l),t a(2')l!¿

pode também se¡ escrita na fo¡ma do chrntado dcrernitønte dc Sloter

lt
I lÚû(l),ra(2) |tt^ '/z r I 9,(l ),r,(2) It' ' I

onde 2l = 2 x L -- 2. A identidadc dcssas duas cxprcssôcs podc sc¡ vcrific¡¡dr cxpanclintlo+c o dctcrntinantc. '

Em forma de determinante, a cxtenst-o para trôs part ículas ú óbvia.

¡ lÚott 
lv"tzl'l'oill 

I

rrá = Æl,rp(t),t,0er,t,pel I' -' l*rttl,t,r{zl*r{rt I

'onde 3t = 3 x 2 x I =6. A expanEr--o dcstc delcrminantc fornccc

I
f O =ãrl'l,c(l)úp(2),rï(3) + úp(l)ú1(2)\lo(3)

+ 'lr ítl'! q(2)9 0(3) - ú1(l )'rp(2)úa(l)

- ú p(l)þ o?l't' "t(3 ) -', a( I ),r7(2)\, p(3 )l

C¡da termo dessa combinaçio linca¡ ó uma soluplo, paraa nìcsmacncrgi¡r lotål,da cquaçalo dcSclrrocdingcr

lndcpendentc do tempo püa um¿ funçalo cncrgir potcncial cnr quc as va¡i¡ívcis podctn scr grupadas nuo¡i¡

toÍ¡s de t€fmos cm quc cada unr <tcpcnde sorncntc d¡rs coordcnados dc un¡a única part¡cuh, conìo cnt (9'2)'

Conseqllentemente, a combinaçâo linca¡ é tambóm urna rcluçtlo. Pcrmr¡tando os índiccs dc prrtÍcul¡t ûpro'.

p¡l¡dos, como fÞemos em (9-l l) pa¡a um sistcma de rJuas partículas, ó fácil vc¡ifìca¡ quc a conrbiruçío linøt

é sr¡tiÉ¡métrica em relaç5o à t¡oca dc quaisqucr duls partículas, Ela tan¡bón¡ (cm a propricdar.lc tlc u: anulu'

Ëentic¡mente, sc quaisquer duas partículos est¡vcrcm no mcsmo cstrdo quántico, cspacirl c dc spin. lsto

pode ser visto facilmente considerando¡c o dctcrm¡nrntc, urna vcz que é urna propricdadc bcn¡ conhccid¡ o

f¡to de ser nulo um determinante quc tcnha ¡luas linhas idônticas. Nio ó difícil rcproduzir os proccdintcntos

do exemplo 9-l e mostrar que ú¿ é normalizada sc úc(l ),rp(2)ú ?(3), e tc¡mos sinl il¡rcs, s¡lo nortnalizutlos. ¡

Como é o caso dos elétrons, as caracterlsticås de simet¡ia de outros tipos de partlcu¡as sã0

estabelecidas experiÍ¡enta¡nrcnte. Detcrminou-se que sistemas de prótons, ou de nêutrons,e &

algunns out¡as partlculas, tånìbén¡ &vem ser descritos por âutofr¡nções totais anti-simétricas'

Põr out¡o lado, enconbou-se quc sistenu de fótons, átomos de hélio, e a¡gunìas outras parú'

culæ, devem ser d€scritos por autofunçõcs totais simétricås. Existem fcnônlcnos irtrportiuttes

assocjadoc às caractorlstic.rs de sinrclria das partfculas si¡nét¡icas, O exemplo mais espctacular¿

o comporta¡¡¡ento "supcrfluido'! dp hélio llquido a temperaturÂs próxirnas do æto aholuto' -:

Este, e outros exemplos, serão discuti¡los no Capítulo I ¡, que trata de propricrladcs gcrais de !
sist€¡nas conþndo um gr¡Indc núnrc¡o dc parLr'culas, sin¡étricas ou anti-si¡nélrici¡s.
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A tabela 9-l apresenta v¡áfio,s tipos de parllculæ, sua caracterlstica de sinnEia, e t¿mbém

Í,,alor ¿o número qufutico s, que esPecifìca o módulo do seu momento angular de spin. Tam'

ilm erøo indicados æ dois nonps,, fërmÍon ou ödrot¡, lsados dgumas vezes para dist¡nguif I
¿*, ã*rct de partfculæ, de aco¡do com sÌ¡a caractêrlstica de si¡rBuia. E muito interessante

Iotu, Su, deve haver alguma conexãoenbe a cåracterlstica de sinptria de umaparlculaeseu

þn. O fato é que todæ as partlculas u¡ti*imél¡icas têm spin semi-inteiro, tal.como o eléhon,

TABELA 9-t Caracterfstica de Simetia de Vá¡iæ Partfculas.

PartÍcula Si¡netria Nome Genérico Spin (¡)

Elétron
Pósitron
Próton
Nêutron
Muon

Partícula 0

.Atomo de hélio
(estado fundamental)

Méson r
Fóton
Dêute¡on

Anti-simétrica Férmion
Antþsimétrica Férmion

Anti-simétrica FérmÍon

fuiti-simét¡ica Férmion
Anti-simétrica Férmion

t12
u2
u2
u2
r12

0
0
I
t
I

eflquånto que todæ as partlculas simél¡ic¿s têmspin zÊro ou intei¡o, Essa conexãQ foi estudada

por Pauli, e outr6, usando formulações muito sofìsticadæ da mecâ¡ica quântica. Alguma com'

, preerueo de sua origem foi conseguida, porém no nlvel deste livro é adequdo dttnr+e qw a ca'

, iææ¡lstica de simetia de uma parlcula deve ær cons¡derada como uma propriedade básica,

i1:æmo sr¡a massa, czuga, e spin, a qual é determinada expÊrirpntalnpnte' Uma exæção tlese

.ìj;enu¡rciado é que a sinpüia de uma pudcula composta, possuindo altaenergia de ligação, como

li'um átomo de hétio, pode ser inædiata[pnte previstå a partir dæ simtrias de seus constituinþs.

iÍ(Se a pugcuta comþsta tem um núnæro parde cq¡stitu¡ntes anti-simétricos, ela é simétrica)

'¡,Btt

.,,å¡r(EMPfo 9-3

,,#''" Dete¡mine a forma da autofunção total simétr¡c¡ nor¡¡¡alizada p¡ua um sistema detrêspartícul¡s,em
jfrque as interações entre as partículas podem ser ignoradas.'$i 

Por analogia com i relaçalo entr€ (9'8) e (9'9),¡ autofunçaio requerida pode ser-obt¡d¡ ¡mediatanente

SÅuevendo*e a õmbinaça:o ünä¡ encontrada no exemplo 9-2 tomando*e pos¡tivos todos os slnais. Isto é

,?i,

'ii;ii, us ={¡eo1¡)vßet,t.t(s)+t'Fir),tt"r(2)údï)
v5l

+ 9"(t)úa(2)úp(3) + ú?(1)úp(2)Úa(3)

+ ,, g(Dú c!lgj(3) + V,a(l)'J,?(2)úp(3)l

Transparecc imediata¡ncntc quc essa combina$o linear é simótríca em relaFlo à permutação das coo¡demdas

dc quaisqucr äuas partículas,i normalízaçãO jodc scr verifícada usando*c o procedimento do exemplo 9'l'r

Simétrica

Simétrica
Simétrica

Simétrica
Simétrica

Dóson

Bóson

Bóson

Bóson

Bóson

':-.-'

f¡r

fl\

f\
e\

d'-

tlq
,FrE
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94 FORçAS DETROCA EO ÃTOMO DE HÉLIO

Dirigiremos agora a afÊnção Pafa uma propriedâde de parlculæ indistingultæis qrn 6'
para dizer o mfnimo, muito esbanha. Considere um par de elétms cm um sistefn¡ em qlEsê

pode ignorar qu¡lisquer int¿rações expllcitas (como a intrreção cor.rlombiana) ente as duå!

parlculæ, De acordo com (9'9), a autofunção total do sistema pode ser escrita 
"

I
ú e = GÍú "(l)úp(2) - úp(l)'r"(2)l

Esta autofunção total anti-siméhica depende simulteneamente dæ rariáveis espaciais e dæ vuiâ ;T::

veis <te spin dos dois eléhons, urna vez que os sfmbolc e,ß,'t,. . . especifìcam conjunto de fiil
trés números quånticc espaciais rrnis um número quântico de spin. Para a presentc discuss¡o jll
vamos reescrevêla de tal modo qtrc æ variáveis espaciais e de spin ocorram em fatorest.p.r*'ii
dos, i.e. t

(autofunção total) =(autofunção espacial) x (autofunção de spin) ,,.

Faremc também com que ambos os fatores tenham uma sirrietria defìnida em relação àl¡oca ,.

dæ pardculas. A anti+inphia da autofunção total pode entilo ser obtida multiplicando*e um¡ :l

autofunçÍo espacial simética por urn¡r autofunção & spin anti*imética, ou multiplic¿ndo$c

urna autofunção espacial anti-simética por uma autofunção de spin simébica,

fu autofunções espaciais norÍìalizådas, simética e anti-simétrica, têm as formas usadu ',.

no exemplo 9-l
i

Þlt

\rl
ì{J

:l
\j/

autofunção espacial

siméhica:

autofunção espacial

anti-simétice:

ftrr "<r>r 
uçr) + ú be),þ ae)l

$rr,t lr or2) - tþ b(),þ oe)l

(e-tÐ

(e.t6)

onde r/o(l)r/¡(2) e þ¡(l)þ"(2) estão normalizarlqç. Cada slmbolo da série a, b, c, . . . represcnta

um conJunto particrdu dos três números ç&rticos espaciais soÍrente (conhastando com t,P,
'f, . . . , que representam conjuntos de trés números qu&rticc espaciais e um número quântiæ

de spin). Bvidenter¡ænte essæ fornus são muitogerdlb,exbtindo unu grande variedade de difc'

rentes ry'o e rþ6 para diferentes sisþmas.
fu fo¡nas dæ autofunções de spin, siméEica e anti-simética, constituem um proHema

um tento distinto. A :nzão é que a variável de spin é discretå e não confnua, como uma variável

erpacial. Por exemplo, o spin de um eléhon só pode ter duas orientações discretas emrelaçfo
a qualquer eixo z uma vez que sua componente z é +ll2 ot -112, em unidade de tr. Funçõcs.

con(nuas, como as apreæntadæ na tabela 7-2 rcie¡ente a autofimções espaciais de átomc

monæletôriicos, não podem portanto representar autofunções de spin. Para o caso de dois el&

trons que não interagem, cada um deles tem duas orientaçõcs de spin possfveis, havendo so'

mente quaho estados de spin posslveis para osistema,e,emconseqfiência,soÍænte quatoau'
tofunções de spin posslveis. Por serem tão poucas, podemos apresentâ¡ suas formas especffiøs'

Se essãs quatro auiofunções de spin para o sísæma-são escritas de modo e terem sir¡rehiæ defi'

nidas, entâ'o uma será anti-simétrica e as outras três serão simétricæ. Empregam-*e freqilente'

menûe mâfuizes nas expressões matemáticas dæ autofunções de spin, mas aqui vamos escrevê'læ

398

¿ñ tefmos de combina$es dos sfmbolos +ll2 e -ll2 pois suâs interpretações serão asim

rnais óbviæ.
A unica autofunção de spin anti-simética possfvel para dois eléhons sem interação é

F¡ta é uma combinação linea¡ de um sfmbolo (+l 12, -l 12) que especifìca um estado onde as

cofnponenfes z dos spins ¿rssurnem os valores, em unidades &,h,+ll2Para oeléhon I e -l12
oara o eléton 2, menos um slmbolo (-112,+l12) que especitìca um estado onde as compo'

nenus z slo -l12 para o eléton I e +l12 para o eléhon 2. Devido ao sinat menos entre os slm'

bolos, a combinaçâ'o linear é anti-simétrica em relaçâ'o a uma troca dos dois elétrons, pois tal

troca coflverteria o primeiro sfmbolo em(-112,+112,\e osegrmdosfmúotoem(+ l12, -l12),
mudando dessa forma o sinal da combinação linea¡, Esses sfmbolos e suas combinações linea¡es

sorrpnte serão usadc para desøever estados de spín, não havendo necessidade de oubæ tipos

de manipglação, Por iso não necessitaremos aprofundæ suas propriedades matemátícæ (i.e.,

maticiais).
Exbtem úês autofunções de spin simétric¡s posslveis

autofunçÍo de spin
anti-simétrica: frf* t t r, -t 12) - ( -t lz, + | l2)l (singlete) (9'17)

(triplete) (9-18)

(e-21)

(+t12,+t12)

autofunÇõcs de sPin * rr * | n, _t t2) + (_l 12, + I l2)lsimétric¿s: \/ Z'
(-t12, -t12)

Sua sirnetria'é óbvia pois a troca não provocå alteraç?to da autofunção. Essas três autofunções

desøevem os chamados estados de triplete, e a autofunção anti*imébica descreræ o chamado

estado de inglete. Todas essæ quato autofun@es de spin são normalizadæ.

Uma inte rpretação ffsica dos estados de singlete e de tiplete po& ser obtida crlculan'

;, do{e, para cada estado, o módulo .S' e a componenle z, S', do momento angular total de spín
t 

S'. Este vetor é

S'=S¡ *S¡ (e-l e)

a soma dos morirentos angulares de spin dos dois elétrons. Vátido para lodos os momentos angu-

tares em mecânica quântica, S' e Si são quan tizado de acordo com as relações

5.=nÆ(r + Í)n
sL = m"n

Os núrnerc quântico obedecem h relaçõcs

(e-20)

^i=-t""'+s'
s'=0, 1

fu rcla$es enbe os ntlmeros quânticos, obtidas quando ,S' e Sf são calculados, podem ser re'
presentadæ e explicadas pclu regræ de adição vetorial usadæ na seção 8'5. A figura 9'2 mos-
tra a soma de dois vetores de comprinrcnto s = ll2 produzindo um vetor de comprimento
s' = 0 ou l, que po& ter, no segundo caso, componentes z iguais a * l, 0, -1. Como alertamos

399



anteriormente, ess€s diagramas de adição vetorial devem ser interpretados coi precauçao pois 9¡
vetores não são,'de fato, mornentos angulares. Po¡ém eles conduæm efetivamente à noção de

que ns t¡ês estados de triplete, que correspondem a s'= l,^;= *l;3'= 1,.Í = 0; s'= ¡,
m's = -l , æ spins ele uônicos s-ao essencialmente paralelos. No es¡¿do de singlete, s' = 0, rnl = q,

os spins elet&ricos são essencialmente antiparalelos.

s. q.
;ili;il;

s:.

Ttî
:ll¡ill"
h-

I
^.rl

'lat/-'7
I

Tripl¿tc

S'= 0

-i=o

S inglcte

FIGURA 9-2. Diagranras vetoriris rcprescntando as rcgras p¡¡rû adicionar os números quânticos tt = l12 e

\ = ll2 para oblcr os valorcs possívcis rlos nún¡cros qurinticos s' e m'r. Esquerdo:ovalor
míxinro possívcl dc t' é obl¡do quundo unr vctor dc nródulo s, é sornado a unì vctor pa¡alclo

dcnlódulos'protluzindos'=sr +s¡=112+l/2=l.Ovalornríxinropossívclparaacom-
poncnte z dcssc vctor lbrrrccc o valor nriri¡¡to possivcl <lo núntcro quintico nli e o valor nríni-

nto possívrl para cs:u cornpo¡ìcntc lbrnccu o v¡lor rnÍni¡no possívcl dc nl!. Os valorcs intcrme.

diá¡ios dc ¿n; (sonÌcntc urn ncssu câ$) dilcrc¡rì por intci¡os. En¡a-o os valorcs possívcis sa-o

m'" = + l, 0, - l. Direito: un¡ vclor dc n¡ódulo st = | 12é sonlado a unì vctor antiparalclo de

mådulo s, = l/2 produzindo um vùtor dc módulo s'= J¡ - s¡ = ll2 - ll2 = 0. Um vctor cujo

comprimento ó zcro só podc tcr con¡poncntc z nula. dc modo quc o único v¡lor possível para

m! é, zerc, O termo lriplele sc ¡cfcrc ao cstado f = t ondc trr!s valo¡es possívcis para m; ocor-

rem; o termo singlete sc rcfc¡c ¡o cstado s' = 0 ontlc so¡Ùcnle ocorrc um valor dc mi.

A figura 9-3 tenta mostJar os motnentos angularcs; porém, conìo nõo pode representår verdadei.

ramente as comb¡naÉes linea¡es em (9-17) e (9-18), ela é um tanto simplista.
Empregaremos agora essas idéiæ para explicar unra propriedade fundamental para um sis'

tema constituldo dc dois elét¡ons. Se os spins rlos eldt¡ons são 'þralelø" e a autofunçilo &
spin é uma dos tripletes simél¡icos de (9-18), a autofunção cspacial deve ser anti-sirnétrica como

en (9-l 6), de modo a obtcr-se aoutofunça-o totuluttti-simëtr¡¿u. Conside renìos tal situ¡ção para

um caso em que æ variâveis espaciais dos dois elit¡o¡rs te¡rharn aproxirnada¡ner¡lc 6 nìeslrlG

valores. Então po(l) = tro(2) pois o lado csqucrdo é c¿lculado com æ coordenadas do elé'

tron l,quesãoquaseiguaisÀsdoelitron2cornasquaisoladodireitoécalculado.Pelan¡csrn¡
lazão, þ 6(l) = ú Á2). Corno conscqúência

þ o(t)ù t,Q) = ú¿,( I )úo( 2)

Nestc caso o valor da autofunção cspacial Ânti-sinìóuica d
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pois teremos novamqnte 'lo[) = úo(2) e út0) = ú¿(2). Assim a dersidade de probabilidarle
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FIGURi\ 9-3, Estado de t¡íplete: dois vetorcs reprcscntando momentos angulares de spin de módulos

,S¡ =S, =JiÏ7ÐTi7ãJJ)hprecessionamalmtoriamentecmtornodoeixoverticalz,porém
com uma oricntaça:o relativa de modo a pcrmanecctem quasc paralelos, Se suas comPonentes z

s¿io ambas positivas, S,z = Srz = +(l/2)h' ou aqÞg!-!!Ê-ativas,'S,"=Srr =-(l/2)h'sua
so¡na é um vctor de spin total cujo módulo S'= Vl(l + l)hecujascomponcntcstpositiv¿
ou ncgativa salo, rcspectivamcnte, Si = + I h ou Si = -lh. Seosvetoresde spin tiverem com-
ponentes z dc sinal oposto, mas p¡cccssionam de modo a permanccerem quase paralelos, o

vetor dc spin total lerá uma componcntc z nula,Si = 0, porque precessionará num plano per-

i, pendicula¡ ao eixo z, mas tcrá ainda módulo S' = /ilTTT) n. Estas sa--o as trés possibilidades

j que ocoi¡em no estado dc tripletc. Estado de singlete: se os dois veto¡es de spin tôm compo'

r,i nentcs z dc sinal oposto c prccessionam dc'modo a pcrmanecercm esscncialmente antipùale-

iì, los, cnta:o o vctor dc spin fotal terá co nìponcnte z nula, S! = 0, pois terá mód ulo nulo, S' = 0.
',ii, Iistc é o cstado dc singlcrc. Em ccrto sent¡do, os dois vetorcs dc spin estalo fo¡a de fase nesse

,":ì, csr¡¡do, No mesmo scntido, os dois vetorcs estão em fase no cstado de tripletc com Si = 0.

í{, Ëstas fases estalo rcl¿ciorudas com os sinais mcnos e mais que aPareccm entfe os termos r¡as

'#$.' combina$es linca¡es associadas às autofunç6cs dc sPin tota¡s de (9'17) e (9-18)'
.8.

i$1 'O resultado é que a densidade de probabilidade será muito pequena quando os elétons do est¿'
',ly ¿o¿e tripletetiveremcoordenadassemelhantes,i,e.,quandoelesestiveremPortoumdooutro.
.f1' Como há pouca probabilidade de encontrá-los juntos, os elétrons de estado de fiiplete se com'
'.*,i, portam como se repelissem um ao outro,lsto nada tem avef comu¡na repulsãoçoulombiana,

i{ pois supusentos, logo no infcio de nosso tratamen to, não ex b tilem ¡n terações expllcí tas en tre os

: ;, elékons. Is to tem a ver com as pfopriedades dæ autofunções esPaciais anti'simétricæ.
'f¡ Autofunções espacia¡s siméticas têm propriedades inversas. Se a autofunção espacial para
il os dois elét¡ons é simétrica, e eles tôm coordenadas com valores semelhantes, entifo aquela auto
i furção é
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terá o valor 
^þ;(l)tþ;(z)úb(l)úr(2) 

quando os elétørs com uñut autofunção espacial simé-

trica estiverem próximos um do oubo. Esæ é o dobro do valor médio, sobre o espaço todo,

da &nsidade & probaUlidade pare a autofi¡nçfo espacial simétrica (pois Ú¡(l )úo(2) é normali.

zada de modo que a integral ¿e úi()tltì(z)úÃl)taQ) erfl todo oesPaço vale um,assim como

a integal em todo o espaço da densidade de probabilidade associada à autofunção espacial si.

mébica). Exbte então uma probabilidade particularncnte alta de encontrar os dois elétrqs sem

interaçf,o próximos um do outro se sua autofunçâo espacial é simétrica. Assim,æosspinsdos

dois eléhons são 'antiparalelos". a autofunção de spin é o singlete anti-simétrico, como em

(9-l Ð, a autofunção espacid deve ser siméhica, como em (9-l 5),e os elëtrons de estado de sín-

glete se comportam como se atraísscm um do outre pois há uma probabilidade alta de encontá.

læ próximos um do outro.

.r¡

2ra

+ a12
+a12

FIGURA94. Descnhodaautofunçå:ocspacial anti-simótricaú_.rIocxcmplo9-l .panumsislcmadcdurs
partículas idênticas sem intcraçaio cm um potencial de poço quadrado infinito, dc la¡8t¡ra a,

unidimcnsional, quando uma partícula ocupa o eslado fundamcntal com autofunça:o J2la cos

kxla) e a outra ocupa o primeiro estado cxcitado com autofunçá'o JTh scn kxlal. Iin
cima à esquerda: o p¡imciro tcrmo de rr- é most¡ado conslruindo-sc a supcrfícic cuja dirtán'

cia acima ou abaixo do plano x, x, é o valor positivo ou ncgativo de (2/¿) cos (¡xtla) *n
(2rxrla). Embaixoà esquerda: a superfície que descrcvc o segundo tcrmo de ¡tt-,1.e',(2lal
*n (2nx r¡a) cos (rxr/a). Em cimø, à direìta : I lA vezes a difcrcnça cntrc o pÍ¡mciro c o sc'

gundo termo, que aprcsenta a geometria da própria rlr-, Transparccc quc o valor dc 'r- é zcro

ao longo da linha r, = ¡¡, c Quc é pcqucno em qualqucr regia-o próxima dcssa linha, Âssim' a

densidadedeprobabilidadcú:ú-ómuilopcqucnaonde.r, =x|scndo,dcs$formn,muito
pcquena a probabilidade dc oco¡rc¡ essa condiçaìo. Emhaixo, à dircito: l/Øvczcs ¡t sotnn do

termo (2/¿) cos (rx,/a) scn (2r.tr/a) com o tcÌmo (2/a) scn (2nx r/a\ cos (rrrla), nìoslÍîndo a

autofunção espacial simétrica ú.. para o sistcmâ. Esla autofunçá'o tcm scus márimos ao lonSo

da linha x, = r¡, A densidade de probabilidade úIú+,cm conscqüôncia. lcm scus mliorci
valorcs quando as d uas part ículas cstio no mesmo iocal do poço unidimc nsiona I, c , dcsst for'

ma, concluímos que há uma alta probabilidade de cncont¡á{as próximas uma da oulre.

A fþura 9-4 ilustra as simet¡ias das superfícies rcprcsentando as dcpcndôncias em xr c ri dc uma ¡uto'
funçâo cspacial típica, anti-simétrica ou sinrétrica, para um sistcma unidimens¡onal de <tuas partículas klðntF

cas iem interaçá'o. O caso particular simples aprcsentado considcra uma das partículas ocupando o estado fun-

damental de um poço de potcncial quadrado infinito, dc largura a. para o qual a autofunça-o lcm a forma dc

mciaonda co-senoidal, e a outra partícula ocupando o primciro cstado exciiado do mcsmo potcnciä1, Para o
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6ual a autofunçâo tem a fo¡m¡ de ume onda intelre senoidat. A superfície de clmatçreæntâumasituâçai

"r 
qu. . parlícula cuJa coordenada é r, está no elado fundame-ntel (nota¡ ¿ mehondå co{Ënoidât n¡ di

¡6o x r), e a partfculâ cuþ coordenada é x" está no primeiro estedo excitedo (notar a onda lntchr 3enoidel

n¡ dl¡eçiio ¡, ). Como partícules idênticas sîo lndktlngufveis, é lualmcnte possível que o rlsteme esteja cm

uma sîluação em quc e paÌlícula com coordenada tr ocupe o primeiro estado excitâdo c a partícuta com co-

o¡denedaxr ocr¡peoesladofundamental.Est¡sltuaçã'oestádescritenasegundasuperfície,acontardecima.

Na mecánica quántica, ambas as situações sa-o petmítklas ao se tomar ømo øutofunçäo pâra o sisterne uma

combinaça--o linear em que as eutofunçðes que desqevem as duas situações mencionadas têm o mesmo peso.

tsto pode ser feito por ediÉ'o ou subtraçã'o. Subtraindo*e, obtemo3 a âutofunça-o espaciet ânt¡-sinrét¡lcå do

sísfcmâ, ilustrada nâ lerceire superfície; edicionando*e, obtemos a âutofunÉo espaciel simétrica do sistema,

ilustrada nâ superfície de baixo. O ponto dc int¿resse particular aqui é quc a autofunção espacial antkimé-
tric¿ ó nula ao longo da linha r, = ¡¡ conespondente à situaçai em que âs duâs partfcules têm mesm¡ locali-
aF-o, enquanto que a eutofunø-o espachl simétrica tem seus máximos ao tongo desta mesme tínhr. Assim,
a densidade de probabilidade ú +'r, calculada quando as coordcnadas das duas partículâs tiverem eproxime-
damente os mesmos valores, será muito pequena pan o caso antirimétrico, e muito grande para o caso simé-

trico,
Na mecânica clássica poderia aparecer urnâ sítuaçalo aproximedamente análoga cm um sístcmâ con-

tendo duas parlículas idênticas, se nenhum esforçp fosse feito paÌa distingui{as expetirnentalmente, no
sentido de que a lunçab probdbilídade que descreve o sistema se¡ia uma combinaçfo linear de partes þuais
(uma, a partícula I ocupando o estado dc menor energia e a partícula 2 ocupando um estado de energia mais
alta,eoutra,apartículalocupandooestadoexcitadoeâpartícula2ocupandooestadofundamental).
Porém, o único ¡esultado possível para essa situeça:o naio tem analogh com os dois resultadps quánticos
nítidamente difcrcntes, porquc cm mecânica qrúnlica trabalha¡c com autofunçõcs que podcm exibir inte¡-
fcrências, pois podem tcr qt¡alqucr sinal (e mesmo serem complexas), e é a partir delas quc as probabilidades
do calculadas; enquanlo que na mecánica clássica lrabalha6e direlamente com probabilidades, as quais,
sendo necessariamente positivâs, não podem interfcrir,

Sc o eslud¿nte visualiza¡ figuras scmelhantcs, poderá percebet por que existc s mesma difcrcnça
ma¡cante entrc as autofunçôcs espacials simdt¡ica c anli{imélrica quando aspîñículasocupam quaisquer
dois estados difc¡cntcs dc um polcncial de poço qrradrado infinito, ou qualquer outro potencial dc uma, duas
ou t¡6s dimensõcs. Para um sislcmâ conlendo mais do que duas parlículas kIênticas, essas conclupõcs lambém
So obtidas para aulofunções cspaciais que sejam anti*imótricas, ou simétricas, em relaçâo à t¡oca de coordc-
nadas dc quaisquer duas partículas. pois a ¡tcomctria (los tcrmos nas aulofunçõcs envolvcndo as duas coorde-
nadas podc scr analisada do mesmo modo utilÞado parâ um s¡stcma conlcndo somente duas partículâs.

ôô0ött
Triplcte

FIGUR{ 9-5. llustraçäo esquemática da tendência dos clétrons se manlcrcm relatlvamcnte afalados num

estado de ttiplete, e da tcndðncia dos clétrons se mantercm relalivamenle próximos num es-

tado de singlcle.

Os casos de tripletc e de singletc para um sislcma dc dois elétons está ilutrado esquema-

ticarnente na fìgura 9-5, A exigêncie de que uma descrição precisa do sistcma deve utilizår uma
sutofunção total que seja anti.simétricâ f,cla trocå dæ partfculas conduz a um acoplamento
entre suas variáveis espaciaís e de spin. Âs partlculas se comportam como se seu movimento
fcse influenciado por uma força cujo sinal de¡rcndc da orientaçllo rclati\a de seus spins. Estå é

8 charnåda força de troca. T¡ala-se dc um cfeito purarrcntc quântico e que não tem anáiogo

clássico.

Não surgem forças de trocå enbe dois eldüons quc estcjam sempre obrigados a Pennane-
cerem bastânte afastados um do ouho. Um exemplo é o dos elét¡cns em dois átomos de hidro-
!ênio que se enconbam bem distantes entre si.De fato,ncnhumâ dæexþênciæ deindistingui-
bilidade necesita ser considerada para um par de partlculas idênticæ que estejâm de tal forma

{raeIt
Singlete



sepafadås que suàs frur6es de ond¿ não se superpõem. A razão é simplesnrnÞ qw esæ partl.

culæ podern ser distinguidæ unra da out¡a at¡avés de ¡redid¿s apropriadæ'

Forps de toca surgçm dc fato ent¡e dois elérons no mesmo átomo, ou dois nêuÙons ou

prótons no ¡rpsmo núcleo. Mosta¡emo isso ao considerarmos 6 nlveis de rrÞnor energa do

álomo & hélio.

EXEMPI.,O 94

O t'tamento mais sirnples, porém aproximado, do átomo de hélio þnon a lnteração coulomblana e¡.

t¡e seus dois elét¡ons, , .onrid.r. a energia total do dtorno como sendo a soma das energias dê-cada eléhon,

calculadas como ge c¡da um peftencessÈ a um áto¡no monoctct¡ônico com núcleo de Z = 2. U* esse trsta-

mento pa¡a prever as enugias dos estados fund¿mental e prirneiro excitsdo do átomo.

óe 17-22¡, expressÍo para os autovalotes dc um átomo nronoelct¡ônico, ob¡ém¡e

ttZ" e' uz'e'
E=- (4neo)¡2n¡n! (4reo)t2n¡n!

4 x 13,6 eV 4 k 13,6 eV

ai ni

onde utilizamos Z = 2,No estado fundament¿l, os núme¡os quánticos n, e n, So ambos þuais a

temor

E=- 6 +4)x13,6eV=- l09eV

- r00

FICURA 9{. Esque¡ifo nívcis dc energi:r do húlio prcvisros lx)t um tratanìcnto em que a interaçalo elétron'

clútron é ignorada. Dþeito:cstf¡tlo fundar¡rcnlal e quatro primeiros €stados excitados do hc¡P'

determirü¡dos ¿ paJrir' do espcct¡o obrËrtûdo.

I, e ob.
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No prirneiro cstado cxcit¡rdo, un¡ dcsscs nú¡r¡o¡os quánticos vale I e o outro vale 2. Ncstc caso oblemos

E= - (4 + l)x 13.6eV= - 68eV

As €n()Ig¡Âs previstas s¡:o mostradas no lado cs,querdo do diagranra de níveis de energia da figura 9-6. O lado

dircito dessc figura mostr:r es cnergi¡¡s tlos primciros níveis do hélio obtidas a partir de medidas do cspectro

ótico dc emissalo dc'sse átomo. As prcvisõcs sa:o bastante aproximadas porque a interaçalo coulombiana entre

os clois elét¡ons no áto¡¡¡o na-o é, na rcalidadc, dcsprczívcl em comparaçio com as intcrrçõcs coulombhnas

ent¡c cada elét¡on e o núclco, co¡no foi suposto nessc tratamcnto simples, e também porque o tratamcnto

ignora as forças de troca' ^

A figura 9-7 indica a origem dos prinríros nfveis de energia do átomo de hélio. O lado es'

guerdo da lìgura mostra as energias que ser¡am enconuadas, como no exernplo 94, se não exis'

tisse i¡teração entre seus eléEons. Se este fosse o cåso, a energia total seria apenas asoma das

€nergias de cada elékon, calculadæ como se cada um pertencesse a um átomo monoeleEù¡ico

co¡n núcleo de Z = 2,em estados descritos por autoftmções de átomos monoelefrônicos com os

núrneros quânticos indicados. O ænt¡o da fìgura mosha, em parte, o efeito da interação cou'

lonrbiana entre 6 eléEons. Como esa energia de interação é positiva, pois as cargas dos dois

elétrons térn o mesmo sinal, os nfvèii se elevam. Além disso, o nfvel superior se divide em dois.

A razr.o é que os elétons esfão, em média, unr pouco mais afætados um do outro quando um

deles tem n = l,l = 0, e o outro tem n= 2,1= 0, do que quando um deles temfl= l,¡=0e o

outro tem n = 2,1 = L lsto pode ser constatado obervando-se æ densidades de probabilidade

radiais paia átonros monoeletrônicos da figura 7-5. Corno a energia associada à interação cou-
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n = l, I = e., n = 2, I = l- Singlctc
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FICURAg-7. NívcisrJccncrgiamaisba¡xosdohólio.Esquerda:nívcisqucscr¡amencontradoscasonaloexis-
lissc ¡ntcraçio cnlrc seus clút¡on s. Cenlro: nívcis que scriam cncontfados considerando*c csta

intcraçio couloml¡i¿na mas ignorando*c as forças dc tfoca. DtTerTa: nívcis quc scf ¡am encon'

trados considcrando-Jic a intçrrçfo coulolnbhna c as forças dc lrocå. Estcs nívcis csta:o cm

acordo cxcclcnls çonl os ol¡scrvados cxpcrirncntalmcntc, c mostrados à di¡cita da f[ura 9{.

n= l',n=2
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lombiana entre 6 elébor¡s é inversan¡cnte proporcional à separação entre eles, a energia {g

átomo é aumenlada meno6 pafa o prinriro conjunto de números quãnticos, e a degencrescênci¡

relatjva ao núnæro quântico I (cncontrado em átomos monoeleûônicos) é rernovida poresk

¡nteração. O tado direito da fìgura 9-7 nrost¡a o efeito da força de t¡oca. Nos estados de bipleb

os elétrons tendcm a pcr¡nane,ærern afastados u¡n do out¡o,e noestado de singlete tcndcmarc

mantefem próxilnos. Por iso, a intcração coulontbia¡ra enbe eles é relatir¡amente ¡rÞnos efìcien

te para aument u a enerySa do átomo n6 estados de biplete, e relativanænte mais elìciente nq

estado de singlete. Paræ da degenerescéncia enr nr, (de átomos monoeleuônicoc) é também ¡e-

movida peta interação coulombiana entfe 6 eléførs, e os nlveis se dividem, mais uma vez,c¡
níveis de estado de singlete e de estados de triplete. Estes são os níveis de energia obsenados

em nBdídas do espcctro do átorno de hélio. Resultados quantitativos em bom acordo cor¡ q
experinrntais podem ser obtidos da mecânica guântiø, adiciona¡rdo-se È eneryíæ obtidæ no

exemplo 94 os valores esperados das energiæ æsociadæ à repulsão entre 6 dois eléEons..{uto

fiurçÕes totais ariti-simélricæ, colnpostas de autofunções de átomos monoelelrônicoo pa¡¡

Z = 2,slo uadæ no cálculo dos valores espcrados.

É particulunrcnt€ interessante notar na figura 9-7 que não hánlvel triplete cofiesPon.

dendo ao nfvel singleæ, no estado fundanrental do hélio, Ele está ausente Porque a autofrurção

espacial ant¡.siméû¡cå, que dcve ser usada no produto cont a autofunção sirnéÛica do triPlelt

de spin, tem a forrna

t

-ríÚ"(t)Ú"(z) 
- Ú"(t¡'¡o1z¡¡= 6

O valor é identicanpnte nulo no estado funda¡nent¿l pois os números quânticos espaciais para

os doiseléüons tdnr c ¡nesmos valores, n = l,l =O,mt= 0. De acordocom oprinclpiodeex'
c[são, Sonrnte o nfvel singleæ aparece no estado fundanBntal, pois os números quântiCO de

spin dos dois elétrons devem ser diferentes; i. e., os dois eléhons devem ter spins *antipara

letos". Historicarrnte a argurpntação foi apresentada em ordem inversa. A inexistênc¡adess€

nlvel triplete, obtida a partir da análiæ do espectro do hélio, constituiu a prinrira evidência qw

conduzjuPauli à descoberta do princfpio de exchsão.

9.5 TEORIA DE HARTREE

Conæçamos aqui o estudo quântico de átomos multieletônicos que ocupará o reshnt€

desæ capftulo e o próximo. Comparados com sistemas unidinBruionais, ou nÉsmo com átom6

monoeletrônicos, 06 åtomos multielet¡Önicos são bætanþ complicados. Porém, é possfvel tra'

tá.los de fo¡nu ¡aeoável, usando uru suoessão de aproxirnações. Somente æ interações nuil
fortes a que estÍio subme tidc os elétrons são consideradæ na prinæira aProximação, e, entifO,0

trataÍEnto é tornado mais exato em aproximações sucessivas gw levam em conta as intefaçðes

¡nais fracas. Desa forma o tratanrntio é dividido em ur¡l,a série de etapas, nenhuma delas senilo

demasiado diflcil. Os ¡esultadø obtidæ certanpnte justifìcarão o esforço despendido porqw

teremos uma compreensãq detalhada dos átomos, que são os constituintes de tudo no u¡ive¡so.

AIém disso, os procedimentc usados são importantes por si mesmos porque çonst¡tuem0x9lß
plos tlpicos dos que são utilizadæ em problemas reais de ciência e ãngenharia, conüæþndo

com os problemæ a¡tifìciais de muitos liwos-texto de ciência e engenharia.

Nã prinrira aproximação r¡ada ao tratar-se um átomo multielet¡ônico de númeroatù

núco Z, devemos considcrar a intcraçÍo cor¡lo¡nbi¡ura entre cada um de seus Z eléuons & catts

-c e seu núcleo de catga *Zc. Por causa da irnportância da carga nuclear, esta é a inle:'frçÁolftt

dividual mais forte I que cstá subnretido cada clétror¡, Po¡ém npsmo na prinrira agroxirnaglo
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devemos tømbém considqa as interações coulombictus enÙe cadt elétron e todos os oufros
elëtons no dto¡no. Essas interações são individualmente mais fracas do que a lnteração enbo
cada elét¡on e o núcleo, ¡¡us, como vimos no caso do átomo de hélio no exemplo 9.4, elæ
certanìente não sãe desprezfveis. Além disso, em um átomo mr¡ltieletrônico tlpico exbtcm tan-
tas interações enl¡e um elét¡on e todos os outro eléûørs que seu efeito resultante é muib
forte, exæto se o elétron estiver razoavelmente próx¡mo do núcleo. Isto estáilrstado na lìgrua
9-8.

ície do átomo

FICURA 9-8. Esquerda: a força atrativa intensa exe¡cida pelo núclco sob¡e um elélron próúmo da superfí-
cie de um átomo, e as forças repulsivas de meno¡ intensidadc exe¡cidas pelos outros elétroru,
O efeito ¡e¡ultante das forças repulsivas é impoftentc porque elas tendem a sc reforçar mutua-
mcîtc. Diteitot a força alraliya muito inlenså exercida pelo núcleo sob¡e um elétron próximo
ao centro de um átomo, e as forças repulsivas menos intensas exe¡cidas pelos denuis elétrons
Aqui as forças rcpuls¡vas lendem a sc cancela¡ mutuamente.

Por outro lado, a prinrira aproxi¡nação não deve ser tão complicada que a equação de

Schroedinger, à qual ela conduz, seja ínsolúvel, Na prática, este requisito sigrifica que na prinæi-

ra aproximação os eléÛo¡s do titomo devem ær tratsdos como se seus movimentoE lolsem inde

, pendentes de modo que o comportanpnto de um dado eléuon não dependa do movi¡rpnto doo

,'.. outros. Então a equação de Sctuoedinger independente do tempo para o sistema po& ser sepa-
::¡ì rada em urn conjunto de equações, ur¡ì¿ para cada eléton, que pode ser resolvido sem dems-

S siada dificuldade, pois cada equação depende sorÉntê d¿s coordenadas de um unico eléton,
S Notar que æsim foram obtidas as soluções, (9-3), daeqrução de Sduoedinger independenÞ do

S' tempo, (9-l), para duas partlculæ se movendo indepndentenrnte em uma caixa,

,*fi As exigênciæ do dois ultimos parágrafo conflitam entre si - a interaç¿fo coulomb¡ana

ffi entre os elétons deve ser considerada, mas os etétq¡s devem ser tratados como se eles $e

ffi movesem independentenrcnte. Um compromisso enûe essas exigênciæ é obtido supondo qrr
tiff.cada eléhon se move independentemente em um potencial rewltante lz(r), esfericanrnte
ift 'simétrico, ørde r é a coordenada ¡adial do elékon, relativa ao núcleo. O potencial ¡esultante é a

Æ soma do potenciat de Coulomb atrativo, esfericamente simétrico, devido ao núcleo, com um

'f; Poæncial repulsivo, esfericamente simétrico, que representa o efeito médio das intera@es

'S coulombianas, repulsivas ent¡e um elétrør tlpico e seu Z - I colegæ, Pode ser obervado na

-,í* l!*. 9'8 que muito próximo do cenûo.do átomo o comportamento do potencial :ïtPTque age sobre o elét¡on deve ser esencia.lmente parecido com o do poúencial de Cor¡lomb
devidoàcarganuclear +Ze.Arau;ãoéqnnessaregiãoasinterågöesdoelétonconsiderado
com os de mais tendcm a sç cancelar. Pode também ser visto na fìgura qræ muito afastado do
ænt¡o o comportamento do potencial ¡esultante deve ser €ssencialmentê puecido com o Potln.
'cial de Cor¡lomb devido a uma cüga ¡esultante +e, que representa a carga nucleu *Ze bhndaÅa
pela carga -(Z - l)e dos demais elét¡ons.

407



Este proædinænto de inhodudr um potencial resultanb ou efe tivo é enc¡nEado no esfi¡-

do de muitos campos da ffsica. Porexemplo,noCapftulo 15,encortraremos que um potsncid

resultante é a bæe do -mo&lo dc camadæ" que fomeæ ume &scfição relativarnente simples,

porém muito útil, do comportamento de nêutrons e ptótons em um núcleo.

Poderia parecer que não existe meneira de determina¡ o potencial resultante de um áto
.mo, parâ distânciæ inæ¡r¡rediá¡ias de seu oent¡o. O problema é que esse potencial obviamente

depenæ dos detalhes da distribuiçeo de carga dos etétrons, e esta não é conhecida antes & se-

rem obtidæ solupes para a equaçto de Scfuoedinget que contém o potencial resultante' Poré6

é posslvel hatar ósse problema exigindo*e que o potencial resdtdlte seJaøuloconsisre/rfe.lsto

é; ao se calcular a distribuição de carga eletrônica a partir do potencial resultante correto e

usando essa distribuição de carga, calcula*e o potencial resultante, exige'sc que este potencial

(fìnal) seja o rnesmo que aquele (inicial) usado para deærmina¡ a distibuição de carga. Como

".r.aor, 
uro condiçaõ de autoconsistência é sufìciente pafa detefminar o potencial resultante

cofreto.
A maior parte do trabalho nesse campo foi realizada por Douglas Hart¡ee e colaboradotes,

comepndo em l92B e continuando até hoje. Este t¡abalho se propõe a resolver a equação de

.schroedinger independente do tempo para um sistema de Z elétons morendo*e independente-

mente noãtomo. Ëstaequação é análoga à do proUema de dois elénons que se movem indepen'

dentenrente em uma caixa, (9-l), no sentido de que o potencial total do átomo pode ser esc¡ito

como a soma de um cpnjunto de Z potenciais resultantes tz(r) idênticos, cada um dependendo

da coordenada radial ¡ de um rl¡rico etéhon. Conseqüentemente, e equeção po& ser separada

em um conjunto de Z equações de Schroedinger independentes do tempo, todæ elæ lendo a

mesma forma, cada uma descrevendo um elétron movendo-se independentemente no seu polcn'

cial ¡esgltante. Uma equação de Schroedinger indepndente do tenrpo tfpica para um elébon é

-fi"' ilr,\p) + v(r)þ(r,o,ç)= E,þ(r,\tp)

Aqui r, 0, I são as coordenadæ polares esféricas do eléhon tlpico: V2 é o oprador laplaciano

rrcstæ coordenadæ, de (7.13); E é a ener$a tot¿l do eléton; /(r) é seu potencial resultante ic

úþ,e p) é a autofunção do eléEon. A energia total do átomo é a soma destæ Z energiæ totais.

A-autofunção total iara o átomo é composta de produtos destas Z autofunções que descrevem

os elétonJindependentes. Inicialmenæ não é cørhecida a forma exatâ do potencid resultenlr

(r) atrundo soþ¡e o elétron tfpico, porém ela pode ser determinada aEavés de um tratamento

au toc'ofislstente caracterizado p'elãs segui n tes e taPas :

l. Uma primeira aproxirnação para a formâ de l\r) é obtida tomando-se

r*0

r+æ

(e.22)

(e-23)

zû
4¡e¡rv(r)- ;e'

4fieor

e considerando-se uma interpolação razoável para valores intermediários de r. Est¿ apfoxifÍação

é bæeacla na idéia, m.naonrd. pieviamente, ä. qu. u. elétron muito próximo do núcleo sente

predominantemente a aüação ¿e Coulom¡ e*.r.id. Por sull catga *Ze,enquanto que umclé'

ton muito afætado do nricleo sente apenas a atração de uma eatga *e porque o núcleo está

blindado pelos demais (Z - l) eléhons que o envolvem'
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2. A equaçâo de Schroedinger independente do æmpo parâ umelétron dpico, (9-22),é

fesolvida. para o potencial resultante lz(r) obtido na etapa precedente. Isto nãp é fácil de fazer

porque a parle radial da equação deve ser resolvida por integraçâo numérica, como no Apôndice

F, pois l,(r) é uma função complicada. As autofunçõ€s para um elétron trpico, determinadæ

nesta etepa, sãol ry'o(r,d,p), ,ltgQ,O,ò, tr|,0 *\,. . . Elas são listadæ em ordem de energia cres-

ænte dos autovalores correspondentes: Eo, E, Ej, . . . Cada símbolo, a, ß,.1,., . ,se refere a

um conjunto completo de lres números quánticos espaciais e um nrimero quintico de spin para

o elét¡on.
3. Para obter o estado fundamenlal do átomo, os estados quânticos de seus eléúonssão

preenchidos de modo a minimiz.a¡ a energia lolal e lambem a satisfazer a condíção fraca do

princlpio & exclusão. Islo é, os estados são preenchidos em ordem & energia crescenre, com

um eléhon em cada estado, como está ilust¡do esquemaücamente na figura 9.9. Assim a auto.
fwrção para o prinreiro elétron será úoQr,0t,9¡), a autofunção para o segundoserá ús(rt,0t,
rp2),e æsim por diante pataasZ autofunçõescorrespondentesaosZmenoresautovalores,obti.
dos na etapa precedente.

_8,

- Ep

-Ea

FIGURA 9.9. Um diagrama csqucmático dc nívcis dc cnc¡gh ih¡strando o cfeilo do princípío de cxclud'o ao

limitar a populä(Ìio dc cada csla<to qrrfnlieo tlc unr átonro com scis clélrons. Nolar que a

cnergi¡ tc'tal do átomo scria muito mais ncgiltiva sc o princípio de cxclusio nã'o atuassc. O dia-
grama naì indica que muitos cstados quinl¡cos s{o nr rcalid¡dc dcgencrados. tampouco os

cspâço$ cnlrd os n¡vcis corrcspondcm a untl dcscriça-o rurlisll.

. 4. As distribuições de ørga clc trônica do átomo são en tão calculadæ a partir dæ autofun-

ções determinadæ na etapa precedente. Isto é feito considerando-se a distribuição de carga para

c¿da elótron como sendo o produto de sua ørga -e pela sua função densidade & probabilidade

Ú'rl/. A justilìcátiva é que r!.r! determina a probabilidade de encontrar-se â carganas diferentes

regiões do átómo.,4s distribuições de carga dosZ - I elétrons representativossãoadicionadas à

distri buição de ca rga nucle a¡, uma carga pon tual * Ze siluada n a origem, para defìnir a dis tri bui-

ção de carga total do átomo tal como é visla por unr clélron tfpico.
5. A lei de Gauss da elet¡ostática é usada para calcular o cåmpo eldtrico produzido pela

distribuiçã'o total de carga obtida naetapa prccedente. Â integral desse campoelétricoéentão
catculada a fim de obter-se uma cstimativa mais precisa do potencial resultante tz(r) atuando
sobre um etétron tÍpico. O novo tz(r) encontrado diferc em gcral daestimativa reaiizadana
etapa l.

6. Se cle é apreciavclmente difcrcnlc, o proccdimento inteiro é rcpetido, começando na
etapâ 2e rsando o novo t(r). Depoisdeva¡ios ciclos (2+J+4+5+2'3' 4+5 + "')o
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I(r) obtido ao fim de um ciclo é essencialmente o nrcsnlo que o usado no ini.¡o. Este /(r)
é enlão o potencial rcsultante autoconsistcnte, e as autofunções calculadæ a partir desse Poten-

cial'descrevem os etétrons no est¿do fur¡danæntal do átonro multieletrônico'

No procedimento de Hartree, a cor¡d¡ção fraca do pfincÍPio de exclusi<¡ é stisfcita pelo

requisito cla etapa 3, quando somente um elétron ocuPa cada estado quâ¡ìtico' Porém a condi'

ção forte não é satisfeita pois não são usad¿$ autofunções totais anti'sinrétricas. A razão é que

úma autofiurçeo ant¡{¡¡nélrica cnvolveria uma con¡binação linca¡ de Zt = Z(Z - l)(Z - 2) ' ' .l
termos, qqe i um núnpro extreltumen te grande Para todos oS átomos exæ tuando aqueles de Z

muito pequ€no. O procedinrento já é diflcil ta¡ como está proposto, e a utilizâção de autofun'

ç&s anti-simétricas ûofná{ùia muito mais diflcil, De todo modo, o efeito princiPal da utiliza-

fæ de autofunções lota¡s ar¡ti{iméticas seria dinrinuir a distância entre certos pares de elé'

tons e aur¡entar a de outro6. Isto deixa essencialnìcntc inaltcrada a disuibuição rnédia da car'

ga eletrônica do átomo. Como a distibuição média da carga ele trônicit é a quantidade itnportu'

te na aproxinração tratada por Hartfee, a utilizâção de autofunções que não tênì urnå simetria

defìnida não intoduz um erro significativo. Isto foi verifìcado por Fock. Ele fez cá.lculos usan'

do autOfiurções tiotais anti-simétricas para Uma seleção resÚita de átomos, e comparou seus re'

sultados COm 06 obtidos porHartree. Entretânto, quando discutirmos no próximo capítuloos

eslådos excjtådos de átomos, teremæ que levar em conta o fato de que devemos usar autofun'

ções lota¡s anti-simébicas para obterrnos utna descrição completamente precisa dc unr sistenu

de elét¡ons. Os cálcutc de Fock, e 6 que cqtsideraremos no próxirno cåpltulo, são realizáveis

porquanto, por razões que veremos, somente é realmente necessário anti'simetrizar a parte da

ãutofiurção total que descreve o comportamento dß unì núrnero limitado de elét¡ons e¡n ulrla

"subcamada parcialmen te che ia".
É um.fato inæressante de história recordar que se utilizou um dos pr¡rnciros grandes com'

putadores digitais para executar cálculos de Hartree. O computador usava telés colno elementos

ãe comufação, em vez dos transistores usados nos computadores modernos. Porént, mesmo com

computadores modernos 6 cálculos são tâo denrorados que resultados para url'til grandc varieda-

de de átomc foram obtidos somente na decâda de l9ó0 por Hernun e Skillman. Estes resulta'

dos fomeæm u¡¡u explicação muito satisfatória d¡s cuacterísticas esenciais de todos os áto'

m6 multieleûônico em seus estados fundamentais. Como veremos, a explicação não é indevi'

damente complicads.

94 REST.'LTA.DOS DATEORIA DE HARTREE

As autofi¡¡gões encontradås na teoria de Hartree, para o elétron no Potencial resultante

esferica¡rpnte s¡métrico de um átomo multieletrônico, são estreitamente relacionadås com as

autofrurções discutidæ no Capftulo 7 para o elétron de um átomo monoelet¡ônico. De fato' a's

autofun$es de Hartee podem ser escritas

ù n¡^,^ r(r,0 
p) = Rn¡Q)Ø¡^,(0)o',(rXrnr) (e-24)

As autofunções são rotuladas pelo nresmÞ conjunto dc números quânticos, n, I, m¡, ms' usados

para as autofuflç&s de áOmos monoclerr&ricos, e estes números quânticos estão relacionados

õntre si do n¡esmo modo que snt€riorment4. A autofunção de spin, que indicanros esquematiø'

r¡Ënte como (mr), é exatan)ente a nìcsnì¡ que para um átonto rnonoeletrÔnico' Alórn diso'u
furçöes qræ desórevem a dependðncia angular, øt,níA\ e Q 

^,(C\, 
são tunbórn exatanìenle f¡s

rrEsmas, Isto se explica pelo fato rte que a equaça'o de Schrocdinger inde¡rcndcnte do temPo

para um elétron enl utn polencial rcsul tar¡te csfcricanrcntc sinrétrico. (9-22), tcnr exatanìcnte a

nrsr¡u form¡ que a equåção <te Schroedingcr parí¡ urnclétro¡t no potencial csl'ericanlcntc si¡né'

4t0

üico de Coulomb, (7-12), pelo r¡enos no que se refere às coordenadæ 0 e 9.Por essa razão,

(9.22) conduz dire tamenæ a (?-l 5) e (?-l ó), cujas soluções sao @¡o,,(d) e Õr,(,r), Conseqüen'

temcnte, todøadiscusúodoCapítuloTreþrenteàdependénciø,emrelaçãoa0eg,dasauto'

lunções para um elëlrcn em um (itomo monoeletrônico se aplica diretamente ò dependênciÛ, em

rehøo a 0 e g, das autolunções pua um elétron em utn dtomo multíeletrônico'
Como exemplo , (7-32) mosEa que a soma das densidades de probabilidade para æ auto'

funçõe s, de átomo monoele t¡ônico, com ¿ = 2,1 = l,e tQdos os valores possfveis de rz¡, é esferi'

cam€nte siméfica. Esta afirmação é certanpnþ verdadeira também puan = 2,1= 0, e Pode ser

mostrado que é verdadeira para qu¿¡lquer dado par n e l. A partir da discrxsão precedente, con'

cluÍmos que a mesma alurnação é verdadeira no caso de autofunções de um átomo multieletrô-

nico. Agora, quando um átomo multieletrônico está em seu estado fundamental, os estados

quânticos elebônicos de energia mais baixa estão completamente preenchidos. Isto significa que

para quase todos os valores de r e I existem elétrons com todos os valores poslveis de m¡.Co'

mo a soma das densidades @ probabilidade píua esses eléhons é esfericamente simétrica, stu

distribuição de carga tambem o é. No máximo, somente alguns elétons nos nívèis de mais alta

energia, para os gr¡¡¡¡s nem todos os estados referentes aos valores poslveis de n¡ estariam pre-

enchidos, poderiam contribuir com æsimetriæ na distribuição de carga' Na etapa 4 do procedi'

mento de Hartree, a distribuição de carga usada é considerada completamente esfericamente si'

mét¡ic¿; i. e,, faz-se o melhor ajuste por uma distribuição de carga esfericamente simétrica da

distri buição realmen te obtida.
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FIGURA 9-10. G¡áficos das densidadcs dc probabi.lidadc ¡adial da tcoria dc Hartree Para os estados quânticos

prccnchidos do átomo dc aigônio, em função de r/ao, coordcnada ¡adial em. unidade de ao,

raio da primcira órbita dc Bõh¡ do áromo dc hidrogênio. Pa¡a cada z a densidade de probabi-

littado cstá altamcntc conccnlfadâ em uma faixa rcslfita def lao,chamada camada. Notaf que

o ¡aio ca¡aclc¡ístico da camada mais extcrria (z = 3) tem um valo¡ rlao romenl'e um pouco

maio¡ do quc l,Q, enqusnto que o raio caractcrístico da camada mais interr¡a (ñ = l) tem um

valor rlao muito mcnor do que 1,0. lsto é,a camada mais cxterna do argônio tem raio somen'

tcumpoucomaiordoqucøo,queéoraiodacamadaúnicadohidrogênio.Acamadamaísin-
tcrna dà argônio tcm rab mu¡to mcnor do quc a catnada do hidrogênio'

n=2,1=0

n = 3, J = 0 -

4n
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A dqendència em relação a r das autofunCões pay um elêÚon T'^ d'1 
1 

multìeletô'

nicona-oëamesmdqu,odo,øto|unçõesptaumelétronemumdtomomonoeletrôníco.Å.
fazão é que o potencial resultante l,(r), que ocorfe na eqr¡ação diferencial que determina as fun.

ç6es Rn¡(r), não rem , *r* depndéncia em relação a r.que 
" PoPlÍ1 de.coulomb' Exem'

ploslpicosdocomportamentoradialdæautofunçõesdeátomomultieletônicosãomost¡ados
åing,i* g-l 0. Nesu figurá erøo apresenradoc c resultados de um cálorlo de Hartree para q

átomo de argônio, Z = ß, "^ teråoc dæ quantidades 2\21 + l)rz Rzn¡Q\ = 2{21 + l)Pn¡(r)'

Aqui pr¡(r) i a densídade de probabìtidnde radial de (7'æ), que especifìca a probabilidade &

cncontfaf um elétron, com números quânticos r e l, numa região com uma coordenada radi¿l

próxima de r. como exisrem (21 + Ii valores posslveis & m¡ para ca!-a t. e como Para cada um

destes exbtem 2 valores posslveis & m f a quanti dade 42¡ .+ l)P nlt) é a densidade de proba'

bltidade radial pafa os estados qu¡rticæ com números quårticoo n e l,multiplicada pelonú'

mero totel rle elétrons que o princfpio de exclusão permiæ popular aqueles estados' No estado

fundamental do ugônio, doiselét¡ónspopulamosestzdos pu!!=-l,l=0;dois puan=2,

i=Oir¡r ¡¡¡Ían=i,t=t;doisparan=-3,i=0;eseisparan=3,1=l'Estessãoosestadospre'
.nrfri¿* io estado fundamenial do átomo porque, como veremos mais ta¡de, têm a menor

energia.

Afigurag.llmostraadensidødedeprobabítidademdiattotalP(r)paraoátomode
aqônio. Esta é a soma, sobre o,s r¡elores de n e I populados no átomo' da densidade de probabi'

lidade radial para cada est;o, multiplicada pelo número de elétrons nele contidos' Isto é'P(¡)

ï"--.ä iø"fruli¿.¿u de enconrra¡ algr. eiétton com coordenada radial na região de r.

A fìgura 9-l I mostra também a áepnd€ncia radial do potencial resultante lz(r)'no qual

.cada elétron do átomo de argônio está se movendo, obtido a partir de cátculos de Hartree para

Argðnio

l6

l4

a,t
I I 12

Ê$'o
r I¡l

\trtr.,\ _,/-\\v'
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-t-_---\

l,s 2,O 25 3'0
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FTGURA g.l t. Densid¡de de probabilidade radiâl total P(r) do átomo de argônio, e a quantidade z (¡) que er

pecifica o seu Potencial resultante'

^t1

.cste átomo. O potencial resultante não é apresentado diretamente, porém indiret¿mente em

Lrmos de uma quantidade conveniente z(r). Arelaçto ente os dois é dada pela cquação

Zft\e2
v(r)= - 

^*"
gotar çe a fìgura mostâ que ZQ) * Zqrundo ¡ * 0, e Z(r) + 1

com æ idéiæ díscutidæ em conexão com (9'23)'

o'2r)

quando r - -, em acordo

e Zr=3

de cncrgia para átomos monoelctrônicos'

x 13,6 eV

Observando m gráfìcc de Pn¡Q) na fìgura 9-l 0, vemos que, para todos os elétrons em es'

hdæ com o mesmo rralor para o número quârtico n, æ dcnsidades de probabilidadc somente

são attæ essencialnrntc no rîesmo interralo da coordenada ¡. Dz'se que todos cses elét¡ons

esülo na mesrnt camada - tcrminologia usada anteriormente em coriexão com dtomos mofloe'

teüônicos. Além disso, o intervaloem / em que as densidades de probabilidade são dtas (a "es'

pssura" de c¿da camada) está suticienterîente restrito de modo que Z(r) temumvalorrazoa'

velmente bem defìnido naquele inte rvalo.

Est¡s circunstâncias const¡tuem a bæe de uma descrição aproximada, porém útil, dos re-

sultados da teoria de Harbee, na qual todos os elétons de um átomo multieletônico na camada

identifìcada por ñ são tratados como se estivessem subrnetidos a um potencial de Coulomb

(e-26)
Z-e2

vr(ò = - Arer,

onde Z, é uma constanæ cujo valor é igual ao de z(r),calculado no valor médio clc I pafa â ca'

mada (ä ..raio" da camada). Na aproximação simplificada de (9'26), as 9quâções 
dc átomo mo-

noeletiônico especificando a cnergia total, e outras quantidades de inic¡esse-, podem ser utili'

zedas se substituirmos Z por Zn. Ã quantidade Zn é algumts vezcs chamada de Z efetivo para a

camada. Bta aproximação é ritil ¡rois nos permite discutir muitos restrltados da teoria de

Hartree em termos de algumas equações muito simples com propriedades facilmente comPreen'

,ir.ir, ..Uot. a teoria ¿i grrtr.. use na realidade proædimentos puramente numéricos e dessa

forma conduz a resultados que devem sef apresentados em tabelas ou gráfìcos complicados'

EXEMPI,O 9ó

Determine os valorcs de zn Parc o átomo dc argônio, c use cstct valotes para cslimaf a cnergia total

dos elétrons nas trôs camadas populadas no cstado fundamental do álomo'

Estimando, na figura 9-l l, os valores médios de ¡ associ¡dos âs camadas popüladas. obt€ndo os valotes

de z(r) para.csscs ¡ na mesma figura, e igualando os Zn a esses valorcs dc z(r), cncontfamos pafa o átomo de

argôniocomZ=18

Zr=16 c Zr=8

Como indicado anteriormcnte, podcmos usar a fórmula
(7-22),com Z = Zn

yZrnr.
E=- 

-=-
(4neo )¡ 2hr nt

pars estimaf as ene¡gias elefrônicas fotnccidas por cálculos usando a tmrin dc llartrec. l¡azcndo isto' oblcmos
Ø"

(rJ'F. x l3,6cV=-3500cV
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xl3.6cV=-220eV

/ ¡\'
¿, = -( .l x13,6eV=-14cV

\,/
Estas energiâs estalo de acordo com os ¡csultactos dc llu¡trcc dcntro dc uma r¡¡argcnt de er¡o tle cc¡ca dc 20%.¡

No exemplo 9-5 enconüamo6 que' Para o átomo de argônio, comZ= lS,oZefetivo da

c¿mada nais interna (n = l) é Z t = I 6. Cálculos de l{ar t¡ee ¡nos kam qve em todos os dlomos

nultieletrôtticosZrtemumvalotemtornodeZ¡* Z-2.Arcäãoêque,Paratodososáto'
mos, u¡la esfe¡a cent¡ada no núcleo, e cujo raio seja igu¿l ao valor médio da coo¡denada radial

deumeléüonnacamadar¡= l,contémumacarganegativadeærca de -2e,devida bdiskibui'

ções de carga do¡ demais elétons, De acordo com a lei de Gauss da eletroatática, essa distribui:

iao esfericannnte siméüica & ørga negativa l¡linda o elét¡on dc ¿ = I de ur¡Â Pafte da carga

nu"1s¿¡ +Ze, feduz¡ndo-a efetivarnente para cerca de *ze -2e = +(z - 2)e. Desse modo o

elétron de n = I sente urn Z efetivo valendo em torno de Zt = Z -2'
Enconl¡amoS também no exemplo 9.5 que, Pafa a camada nuis extema do áto¡no de a¡'

gfuiio (n = 3 pa¡a este átomo), o z eîetrvo tem o pequeno v^lot zn = 3' Isto ocorfe Porque um

eléEon na camada mais extema está quæe que completamenæ blindado da carga nuclear pelæ

distribuições de carga de todos 6 dernais elét¡ons. Este resultado é conrparável ao que é obtido

em todc 6 cálculos de Ha¡t¡ee. Porém, com o aumento de Z, o ualu calculado de Zn,pana

canì¿da mais extema, aumenta lentamente; i. e., ele aumenta quase tão lentanænte quanto au'

¡¡Ënt¿ o próprio n. A raz.ão doaumento se deve ao fato da blindagem da carga nuclear' Pelos de'

rnais etéùons, não ser perfeita. Com uma precisão consistente com a aproximação simplificada

que estamos considerando, podemos descreve¡ estes resultados afirma¡rdo que em todos ostito-

iøs muttieletrônicos Zn tem um valor em toùto de Zn= n, se il especifica ø camada populada

r¡ais exteila do dtomo.
Vamos agora usaf ç5 fatos enunciados nos dois últimos parágrafos para desøever e expli'

car yá¡ios resultados importurtes da teoria de Hartree:

l. Em átomos multieletrôn¡cos as carnadas mais internas, associadas a valores pequenoa de

n, têm raios de peqrænO valor Porque pafa essas can¡adas há pouca blindagem, e os elétrons sen'

t€m completarpnt€ a atração de Coulomb exercida pelo núcleo altamente carregado' De fato, a

teoria de Ha¡t¡ee pfevé que o raio da ca¡nøda de n = | é menor, por um fator de aproxínuda'

mente ll(Z - 2),-do que a camada de n = | do hidrogênio.(Esta previsão não é muito precisa

para átom6 possu¡ndo valores altos de Z por câr¡sa de efeitos relativlsticos, não levados em con'

L na æoria ãe Hart¡ee, que se tornafn importantes Potque elétfons de camadæ intemas em áto'

mos de Z etevado têm energiæ comparávàis com suas energiæ de masSa em rePouco mc2 = 5 x

l0s eV.) A previsão pode ser compreend¡da em nossa descrição simplifìcada dos resultadæ da

teoria de Haitree colocando Z = Zt = Z -2 e n = I na equação (7'29)' válida para átomos mo'

noeletrôn¡cos, que fornece o valor espcrado da coordenada radial

u,= -(-.J

I
\Jt '

I\
,'ir.

\
5

È\'J

.s
\3

tì'

Lr

7 = 
il,ao

z

7 = 
Ft,ärogón¡ 

= 
r!4¡seôr"-

.. z, Z-2

dando

1t4
4t5

2. os elétrons dæ camadæ Íiais intemas estão numa região de energia potencial negativa

alU, de modo que suas energiæ tota¡S são correspondentemente altas e negativas' Os resultadOs

äJæo¡. de Hait¡ee preveem que o valor dø energia_total de um elëtron ¡ø camadø de n = | é

i*ili*,r", po, ,^ løtor di aproxit¡udamente (z - 2)' , do que o vulor da ene¡gia total de

'uä-rt¿íron tø-canads n = I do htutrogênio. (Efeitos relativlstico lim¡tam a precisão puaZ ele'

îuåo.)lr,opodeserenùendidocoloc¿¡rdoz=Zt=Z-2en=lnaeqrução(1-22),gana
energit de átomos monoelet¡ônicos

dErdo

E = z2t4rrtuE¿n¡= (Z -2)'Shilroe¿n¡

3, Elét¡ons nas cåmadas mais externæ, æsociadæ a valores altos de n,estão quase que

,ompletunr.næ blindados do núcleo, de modo que eles sentem uma atfação não muito diferente

ã. ,Ënti¿. por um elétfon em presença de um núcleo de carga unítária, como no caso do átomo

ã. ruarogenio. O r¡o da. camadi mais'externa pode ser obtido a partir de nossa desøição simpli'

ñäã.-.öfo.-¿o Z = Zn = n naequåção, válida pua átomos monoelet¡ônicos, que fornece o

íalor esperado da coordenada ¡adial, dando

n2ao ll2os
7 =-=-= nøo

znn

se compararmos æ previsões dessa equação com resultados de cálculos de Hart¡ee reais

para o átomo de argônio, åostados na fìgu¡a 9-10, veremos que a equação superestinu por um

iato, d. 2. F.sæ nBsmo fator de superestimativa ocorre nunu comparação senElhante com

resultados de Ha¡tree para elementos com os maiores númerc atômicos. A descrição de Z

efetivo dos resultados de Haru.. é sirnplifìcada, porém ainda æsim útil, pois descfeve corfeta'

mentÊ o fato de que o raio da canada pàpulatla mais exte,a aumenla apetas muito lentamente

quando o número atÔmico aumenta. os próprios resultados de Hartree mosÛaIn que esse raio'
-l*àlt 

^rnro, 
com os nuiores ruimeros atômicos, é smente cerca de ¡ês vezes t¡aÍor do que o

do dtono de hidrogênio.
como o raio da camada populada mais externa indica essencialmente o tamanho do áto'

mo, o enwrciado precedente se apliCa diretamente aos tamanhos dos vá¡ios átomos' Apesar dis-

so, urna interpretação errônea muito comum é pensu que átomos de1úmero atônúcoelevado

são muito maiores do que átomos de número atômico baixo. Medidæ feitas sobre átomos' mo'

léculæ e sólidos most¡am que isto não é verdade. A teoria de Hart¡ee explica que não é verdade,

bæica¡rBnte porqua q*nd'o a carga nuclear Z aumenta ao pass¿lf de um átomo ao seguinþ, as

camadæ atômicas nais intemas se conuaem rapidamente'

4,Podemostambémverifìcar,apartird'no"tdesøiçãosimplificadadosresultadosda
teoria de Hart¡ee, qW a tþoÃaprevê que a energiø lotal de um elétron ru cattudø populada nub

exterw de qualquer dtomo tem a mesflts ordem de grøndeza que a enagia tota! de um elëtron

no estado fundamental do hidrogêntio, Colocando Z = Zilna equação da energia de um átomo

monoeletrônico, para obter

l



(e-27)

efazendo,nesaequação, zr= n,obtém-seumaenergiaprevistaqueéapfoximadamcnteiguål

â do eshdo fundamental do hidrogênio. A ¡azão básica para isto é a blindagem da carga nucle¡¡

total exercida, sobre um eléton da camada mais extema, pelos elétons dæ camadæ mãis inter.

nâs.

5. Finalmente, podemos vsu (9-27) para &søever, dd modo simplifìcado, a dependéncia,

para um dado åtomo, daenergia total de um elétron em relação a seu número quântico z. Devi.

ão às presença s & Zzn no numerador e de n2 no denominador, E se toma menos negativa qua¡-

do n cresæ ao considera¡mos æ camadæ de um dado átomo.l energia lotal de um elétron em

um dado dtoma multíeleftônico se torøt mens negativa muíto mpidamente quando n aumenla,

pdta pequenos vabres de n, porém muitO menos mpìdamenlej pam gÌandes valores de n. O com.

portanænto para valores grandes de n reflete o fato & que a energia não pode se torna.r positi\a

pois o elétron está ligado. Esta previsf,o da teoria de Hartree e todæ æ outras que acabamos d!
íiencionar são verifìcadæ experinæntalmenæ.

Vamc enænar nossa discl¡ssão sobre oc resultadq da teoria de Hartree descrevendo suas

previsões, para æ energiæ totais dos elétons atômicos, de môdo mais preciso do que vimos fa-

ændo com bæe na descrição simplifìcada que temos utilizado. Em um átomo monoeletrônico,

todos os cstado quânticos correspondenÞs a uma oerta camada iém cxatamente a mesma ener.

gia total, se e peq¡¡ena energia associada com a inÞração spinórtita é ignorada' lsto é, todos c
cstados em ume camada com um dado valor de ¡ são degenerados pois a ener$a total depende

sonente do número quântico n. Porém, em um átomo multieletônico não é este o cæo. Como

foi ncncionadonaseção ?-5, o fato de que aenergia total de um átomo monoeletrôniconão

depcnde de I é uma conseqilência de ser o potencial coulombiano,i.e.,exatamente proporcio-

nd, a -llr. Em um átomo multieletrônico os elét¡ons se movem em um potencial resultante

(r) que certåmente não é proporcional a -l/r,e, desse modo, a energia total desteselébons

depende também de l. (Como estamos ignorando a interação spin-órHta e outræ interapes fra'

cas, a ener$a tctal do eléton não depnde do número qufrrtico n, que determina a oríenlaçfo

æpacial do spin, nem do nrlmero quàrtico mt que determina a orientãção espacial da órHta')

Os ræultados da teoria ib Hartee mostam que a energia total de um elétron atômico é,

na realidade, um pouco fflais negatit a do que seria Previsto por (9.27), equação da energia obti'

da a Eartir de nosa descrição simplifìcada da teoria. A diferenp é maio¡ paral= 0,e diminui

pfoglessivamente Com O aurnento de l. Assim, na aprOximação de Hartree, esøevemos a energia

de um eléton, em um átomo multieleFônico , como E¡¡t para indicar çe ela depende de n e l.
A explicação para a &pendê4cia em relação al conceme o comportâmento da densldadc

de probabilidade eletrônica ú*ú na região de pequenos valores de r, þióxima do núcleo do áto'

mo multieletrônico. De acordo com (7-31)

þ*þ a y2l ¡t0

Isto foi &monst¡ado para autofunções de átomos monoeletrônicos, mas é igualmente válido

para autofunções de åtomos multieletrônicos. Po*.se constataf a ftzão ohervando (7'l 7)'

rqurçao diferãncial para a função R, que govema o óomportamento radial dæ autofunções' 0b-

serve que quanclo ¡ + 0 o ærmo ü(l + t)lr2ß domina completamente o ouho tetmo,(2plh2)

IE - V(r)lR, pois o fator Uf o îa crescer muito rapiitamente, Para pequenos valores de ¡'

quando ¡ diminui. Conseqüentenrnte, para r pequeno, a forma exata de VQ) não é importanE

disde que V(r) vane menãs rapidamente do que l/r2.Em todos ós átomos æ autofunções têm

416

- !Z2ne'E=-6;:ñ urna depndência radial, para r p€queno, proporcional a r,,e em conseqtiência a densidade &
probabilidade é proporcional a r2l ,para pequenm valores de r. Então se cmsiderarmos, como

um exemplo, dois elCnons na mesma cameda ¿ de um átomo muttieletrÕnico, um coml=0e
o outro com / = I, há uma probabilidade muito maior de encontrar o elétrori com l= 0 na re-

øão de r pequeno do que de enconûar, nessa mesnrâ região, o eléùon com I = l. Isto é verdade

þi, rn >> 12 para valores pequenos de r. De modo semethante, a probabilidade de enconüar

¡¡¡elóton com/=lémuitomaiordoqueadeencontarumelétoncoml=2,emesmovalor
de n, na regiäo de rralores pequenos de r, pois nesa região 12 Þ ra , etc. Essa propriedade pode

ser constatåda olxervandose cuidadosarncnte a figura 9-10.
Antes & usar essa propriedade para explicar a dependéncia & En¡emrelaçãoal,indica-

remos sua origem ffsica utilizando um argumento semiclássico explicitado na figura 9.1 2. Um

elét¡on com número quán tico / tem um momento angular orbital de módulo fixo , ¿ = t/îQlF\h"
Porém, L = rpr, onde p¡ é o módulo de componenG de seu momento linear, perpendicular ao

seu vetor de posição, cujo comprimento é r. Se o eléhon se move em direflo a uma região onde

¡ se toma p€queno, enlã'o pr deve se tornar gran&. Como a energia cinética K do eléfm cør.
tém um termo proporcional a p] . ela se torna mais positiva, quando r desøeve, proporcional.

FIGUR^ 9-l2.Em ct'rr¿: O momento lincar p dc um clétron ¡:odc ser dccomposto em uma componentepl

paralcla ao vctor de posiçã'o r com origcm no núcleo, e em uma componenlc pt perpendicular

ao vctor dc posiça-o, O produto dcItLe I e igual eo módulo conlante do momcnto angular l.
EmhtLro: Um clót¡on sc movc, com7, constante, em lorno de um núcleo. Quando o elétton
cstá rclalivamcnle próximo do núcleo (ilustr¡do â esquc¡da), r é pequeno de modo que p,
dcvc scr grandc. Qurndo o cldtron cstá Ìclat¡vamcntc afastado do núclco (ilustrado à direita),
p¡ ó mcnor. Notc quc o módulo do momcnfo total p tambóm serd grande quando p,-for gran-

dõ. Enr conscqüôncia, a cncrgia cinética do clétron scrá grandc quando ele esliver próximo do

nriclco, dc modo r pcrrnitir quc o monrcnto angular scja uma constante de movimento.

mentc a llr2 , para r pequeno. Mas, para frcquenos valores de r, o potcncial resultante é aproxi'
madamente o mcsmo que õ potenciaJ coulombiano dcvido a uma cârga nuclea¡ não blindada,
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de modo que a energia potencial Iz do elét¡on se toma mais negatiua, quando r diminui, propq¡.

cionalmente a l/r. Como ¡ç a, +llr2 e V s -llr,parar p€queno,sua energia cinética aurnenh

nnis rapidannnte do que diminui sua energia potencial, quando r + 0. Assim, o elétron eviq

aqrælaregiãoporqucláetenã,opodcnLlr¡tefumvalorconstafitçpafasulenergiatotalE=
K + V, çomo é exigido pela conservação dc energia, EnEetanto, a tenddncia para evitar a região

de r pequeno não existe qu¡mdo I = 0 Pois neste cüso L = 0. [¡go, há uma probabilidade muito

nuior de enconüaf um elétfon com I = 0 na região de r pequeno, do que um elétron com J = l,
na mesmå região. Como a tendência paraevitar a região de r pequeno é mais pronunciada quan.

do I aunænta, há uma probabilidade muito maior de lá enconta¡umeléEon conr/= I doqrc

umelétron coml=2,etc.
Agora podemos entender a deper,déncia de En¡ em relação a /. A descrição simplifìcad¿

dæ ¡esultados da teoria de Hart¡ee subesti¡na o quanto deve sernegativa aenetg¡a tota¡ de um

elébon atômico porque ela supõe que o eléüon permaneæ essencialmente dent¡o de sua c¿.

mada. Na verdade, há uma pequena probabilidåde de encont¡a¡ o eléEon, fo¡a de sua camada,

na região de r peqræno próxinø do núcleo. Quando o elétron es!á nessa região, ele penèt¡a as

disùibuições inþrnæ de carga dos demais eléFons, e ele sente qr¡¡lse que comPletamente o efei-

to da carga nuclear não blindada. Nesa situação e¡e tem uÍur energ¡a potencial negativa muih

maior do que quåndo está em sua cåmada. O elétron tambem será ocasionalmentc encontrado,

fo¡a de sr¡a camada, em u¡na região onde sua energia potencial é menos negativa do que dentro

da camada, mas a yariação da energia potencial é consideravelmente meno¡ do que a que ocorre

qrundo ele se apredÍ¡a do núcleo. O efeito $obal das excursões de um elét¡on næ regiões fora

de sru camada é lornar um pouco mais negativo o valof esp€rado de sua energia potencial, e,

conseqüentenrnte, tomaf um pouco rnenos negativo o valor de sua energia total, comparado

com o valor que ela teria caso fìc¿¡ss€ &ntrq da sua camada. Como já sabemo.s que a probatili'

dade de €ncontrar um eléüon, com um dado n, numå região próxinra do núcleo é tanto maior

quanto ¡¡renof for seu valor de l, podemm obervar que, para um dado valor de n, a energia lo'
tal En¡de um elétron em um títomo multieletrÔnico é mais negativa para I = O do que para I = l,
mais negativo para I = ! do que para I = 2,etc. Pa¡a camadas externas com valores grandes de n,

onde a dependéncia em relação a n não é muito grande, q valores de fn¡ podem na reålid¿de

depender de I de um modo û¡ais senslvel do que de n. Porém, para um átomo monoeletrônico

não há nenhuma dependéncia da energia tota¡ em relação a I porque não há nunc¿ blindagem,

de modo qu€ o eléüon sente a totalidade da carga nuclear, e o valor esp€rado de sua energia po
tencial independe & l.

Todos o elétor¡s em uma dada camada têm densidades de probabilidade radial cujæ for'

rnas são aprox¡¡nad¡u¡ænte as nÉsrms na região da camada, mas que são signifìcatirran¡ente dife'

rentes na rcgtão t pequeno. Vimos que a segunda propriedade toma dependentes de I as ener-

giæ otais dos elét¡ons. Conseqüentemente, é conveniente considera¡ eada camada comocom'
posta & vánü ilbcqmadas, unu para cada valor de l. Todos 06 elétrons na mesrn subcamada

têm q nBsmos núrnerq quânticø ¡ e l. Por essa razão todos têm exatamente a mesma energia

total (na aproxirnação de Hartree, que despreza a interação spinórbita e outras interações fra'

øs). Também, todos c etétrons na rpsrns subcamada tem exatamente a rÉsnìit densidade de

probabilidade radial Pn¡(r).

94 ESTA.DOS FI,JNDAMENTAIS DE ÁTOMOS MULTIELETRÔNICOS E

A TAEELA PER¡ODICA

A nnioria dæ propriedades dq elen¡en¡os qulmicos são funçöes periódicæ do nún¡ero

atômico Z que especilìca o número de elél¡ons e¡n um átomo do ele¡nento, Foi Mendeleev, efl
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I g69, quem enfatizou pela prinæiru ræz que ess,u¡ pcriodicidades podedam ser mosüadæ da ¡¡.
nelra'mals cta¡a construindo uma tabela pøìódíca dg elenæntoc. Uma versão modema de gu

tabeta cstá apresentada na figwa 9-13. Cada eleíiento cstá r€presentådo na tabla por seu sfm-

bolo qufmico, e também por seu número atômico. Elenrentos posndndo propriedades qulrnicæ

c flsic¿s semelhantes estão na mesma coluna. Por exemplo, todos os elementos na primeira colu.

na são alcalinoc e têm uma r¡alência igual a mais um¡ todæ ot elementos na última colunasão

gæes nobres e têm ralêncía nr¡la. A descoberta da tabela periódica foi um grande atranço da quf.

mica. Sua interpretação representou um desenvolvimento lgualmenb signifìcativo da flsica.

Supomoe que o estudante tem alguma familia¡idade com as proprledades periódicas dog

elementos, obtida em sew estudos de qufmica elementar. Nosso objetirc aqui é interpretar esæ

propriedades em termos da teoria de Hartrce pare átomos multieletônicos. Isto é,nestaseção

apresenta¡emæ a interpretação qu&rtica da bæe da qufmica inorgânica, além de grande parte da

qulmica orgfuiica e ffsica do estado sólido.

A interpretação da tabele periódica é bæeada na informação referente à ordem, de acordo

com a energia, dæ subcamadæ populadæ mais extemæ dos átomc multieletrônicos. A infor-

rnação requerida pode ser obtida a partir dos resr¡ltadq de cálculos de Hartree, desøitos na rlld.

ma seção, que forneceram a ordenação de acordo com a energia da subcamada populada mais

extema como está mmt¡ado na tabela 9-2, A prinæfta coltna identifica a subcamada at¡avés dos

nrlmeros quânticos n e t.

TABÊLA 9-2. Ordenação em Energia das Subcamadæ Populadæ Mais Extemæ

Números Quânticos
n,l

Capacidade da

Nome da Subcamada

Subcamada 2(21 + l)

lo
sf
7s

6p
sd
4f
6s

5p
4d
5s

4p
3d
4s
3p
3s

2p
2s

ls

i,,
5,3
7,0
6,1

5,2
4,3
6,0
5,1

4,2
5,0
4,1

3,2
4,Q

3,1

3,0
2,t
2,0
1,0

l0
l4
2

6
l0
l4

2

6
t0
2

6
t0
2

6
2

6
2

2

+
I

Energia crescente

(menos negativa)

<- Menor energia

(mais negativa)

420 421

A segunda coluna da t¿bela 9-2 identifica as subcamadæ fornecendo enotação espectros-

¿óplca føra n e I. Esta nottçãô é usade comumente quando se discutÊ 6 espectG c nlwis &
cnerga dos átomos. O ntinrero indica o valor de n, e a leta indica o valor dc I de acordo com

o esquema.mosbado na tabela 9-3, Neste esquema o estado com I = 0 é chamado de estado s; o

estado êom I = I é chamado de estado p; etc.

A terceira coluna da labla9-2 é igual a 2(21 + l). Como foi mencionado na última seção,

essa quantidade representa o número de combinações posslvels de m¡e m, coriespondente ao

valor de I caracterizando a subc¿mada. Asim a terceira coluna fomeæ o número máximo de

elétrons que podem ocupar estados diferentes na mesma subcamada, sem violar o princfpio de

exclusão,
Em nossa discussão da ultima seção virnos que a teorie de Hart¡ee prevê que a energia da

subcamada se torna mais negativa à medida em que diminui o valor de n e, para um dado n. à

medida em que diminui o valor dc /. Vemos isto imediatamente na tabcla 9-2. A subcamada ls,
que é a única da camada Com n = l, tem a menor energia. fu duas sr¡bcamadas da camada com

n = 2 têm ambæ maior energia e, destæ, a subc¿mada 2s tem eneria menor do que A 2p. Na ce-

mada com n = 3 as subcamadæ 3s,3p,3d têm ufira ordenaçâo em energia tal como Prevista Peta

þoria de Hartree, Entretanto, a energia da subcamada 4.ç é na realidadc nenor do que a energia

da subcamada 3d pois, pelas razões desøit¿s na última seção, a dependência em relaçãoa¡da

energa En¡ dæ subcamadæ po& ser mais importante do que a dependência em relação a n -is'
to oconendo no caso de subcamadæ externas correspondcndo a valores grandes de n. Conti'

nuando a lista, vemos que a ordenação dæ subcamadas externas semprc satisfaz àsegulnte regra:

Para um dado n, d subcamada u(terrur ctm o menor valor de I lem a menor energia. Para

um dddo I, a subcamada extelna com o menor vølor de n lem a menor energíø'

Na extremidade superior da lista, a de¡rcndôncia de Dn¡ em relação a I se tomr tlfomâis

forte do que a depndência em relação a n que a energia da subcamada 7s é menor do que a

energia da subcamada 5/.

. Deve ser mencionado que a labcla 9-2não fomcce necèsa¡iamcnte a ordenação'emener'

gía de todas æ subcamadæ em un dado átomo, mas sorìente a ordenação em energia dæ subca-

madæ que, para estc átOmo, são æ suas su.bcamadæ extemæ. Por exemplO, a energia da subca'

mada 4s é menor do que a da subcamada 3d para os átomos de K e os Poucos qqe O seguem na

tabela periódica. Porém, para os átomos situados bem mais adiante na tabela periódiø, a subca'

mada 3d tem energia mcnor do que a subcannda 4s porque, para estes átomOs, esas subcama'

das são in temas e a dependênci a de En¡ em relação a n é, lão forte que predomina sobre a depen'

dência em relação a l. Informação adicional dcsse tipo está apresentada na fìgwa 9-14.

As características de um átomo dependem do comportamento de æus elétrons. O com-

portamento de um elétron é indicado pclo conjunto de quatro nrlmeros quânticos que especifì'

cam seu estado quåntico. Entretanto, na aproxi¡nação representada pela teoria de Hartree so'

TABELA 9.3. Notaçâo Espectroscópica para I
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mente os nfuneros quânticos n e I são importantes. Por isso, nessa aproximação, um átomo pode

sef c¿racterizado eqpecificando-æ os nú¡neros quânticos n e I de todos os elétrons' Essa especifi'

cação das subcamadas ocupadas pelos vários etétrons é chamada de configuração do átomo' A

oråenação em energia das zubcamadas externas ocupadæ ændo conhecida, é trivial determinar ,;

a conliþraçio de qualguer átomo no seu estado fundamental'.No estado lYlT:1tll1t^ttl' ,l

fons dËvem prrendh., iodas as subc¿madas de modo a núnimiza¡ a energia total do átomo'e'

ainda, a na'o exceder a capacidade 2(21 + l\ de qualqucr subçamada. As subcamadas serÍfo pre'

enchidas na o¡dem de energia crescente, aPresentada na tabela 9-2'

Considere primeíro õ átorno de H. O único elétron ocupa a subcamada ls, com æu spin

..pua cùna" ou 'þara baixo". Os dois elétrons do átomo de He estão na suboamada l¡' um

cãm spin 
..para cima" e o outro com spin "para baixo". A confìguração do H se escreve

I I I r ,l l. I I I

o- 20 40 60 80

t H: lst

6s

if'"

2 llc: ls2

da sul¡canrada cspccifìca o número de clétrons que ela

ld
4s.

I
E
c

f¡.¡

't 4d
4P 4s

3p\

l¡'

q

Z-

FIGUR.A 9-l4.Representação esquemática da ordenaçå'o em energb de todas as subcamadas dc um átomo,

errrfunçalodonúmeroatômicoZ.Cadacurvaprincipianovalor.deZPafaoqualasubcå¡nada
oomeçê a ser ocupada. Somente subcamactas ocupadas, para átomos até o mercútio' estão

moffàdas, de modo que todas as curvas terminam em Z = 80. A orderuçalo das subcamad¿s

OCupada' exte¡nas troi difet"ntes átomos se encont¡a no lado esquerdo do diagrama. A orde-

naça:o de todas ss subcarnadas ocupadas no me¡cú¡io se encontra no lado direito do diagrama.

A escala de energia n¿-o é linea¡ e' além disso, va¡ta clm Z'

r: l,'

(,,,

',,\

I

I

A configuraça-o do He se escrevc

O Índic¿ srperior na designação

422

Frontém; o Índice superior no símbolo químico especifica o valor de z para o átomo. No átomo
t -¿r tU um dos elétrons deve ficar na subcamada 2s pois a capacidade da subcamada ls é somen-

te igual a 2. A confìguração desæ átomo é

3Li: ls2 2st

O átomo de 
a Be completa a subc¿mada 2s e tem a configuração

Nos seis elementos, do sB ao

gurapesdo 
sBe roNesão:

aBe: ls22s2

toNe, elétrons adicionais preenchem a zubcamada 2p' As confi-

sB: ls22s72pt

toNe: ls22s22pó

Note que a tabela periôdica dos elementos apresentada na fìgura 9.3 está dividida vertical¡nente

em uma série de blocos onde cada linha'está rotulada pela subcamada que, de acordo com a ta'

úb g.Z, os elementos da linha estão preenchendo. Conhecendo isto, é fácil eæreve¡ a configu'

ração de qualquer átomo, utilizando um procedimento que se torna¡á cla¡o no exemplo $6. Po'

rém existem c€rtos átomos para os quais os últ¡mos elementos est¿io em subcamadas diferentes

do gue seria previsto por este esquema. As configurações para esses átomos estão indicadas na

tabela periódica pelo que está escrito embaixo dos seus sÍmbolos químicos.

n¡<rMrLO S-e

Esc¡eva as confþurações para os elados fundamentais de t¡K, ¡tV, ttG,'!Tc' sRu' {Pd' 5?lå'

ti,, z'Y : lsz 2s2 2pt 3sz 3p6 4s? 3dt

'i'T,
i'Na ftgura 9-13, embaixo do símbolo uG,esti essito 4st 3dt, o que significa que a configUraSo desse áto-
'lbo não tcrm¡na por 4r2 3y'a. como scria esperado, sendo na realidade

" Ct : Isz 2sz 2p' lst 3pt 4st 3d'

A razão para csse compolamcnto sc¡á explicada mais tafde. Por inspe$o obtôm'se as configura@es dos

oUÙos átomos de intercsæ:

423

,l

,t



"Tc: lsa 2sz2pt kt 3pt 4t2 ldtù Apt Ss' 4dt

.. Ru: ls'2st 2p'3s2 3pt 4st rdto 4Pt stt u1
{ Pd: ls' b' ?P' 3s2 3P' 4s' 3Hto 4P' 4dto

tl lJ.: ls' 2s1 2pt 3s'3pt 4s1 Mro 4p' 5s2 4dro spt 6s2 sdt

,. Ce: lst 2s12pt 3s2 3pt 4sr Sdro 4p' 5s2 Mrn Sp' 6s' 1f
tt h : lsz 2s1 lp' 3s1 !p' 4st 3dt o 4pr 1sz Mto 5p" 6s' 4l'

i*ii ii . fo"* para a subcemada 4d. As configurações da 78Pt e do ?eAu mostram $¡e 0,.,i

mesmo tipo de coisa pode acontec€r com ãs subcamadai6s e 5d. A partir dessas circunstâncias, I
conclüfmos que as diierenças de energiâ entre as subcamedas 4s e 3d,5s e 4d e 6s e 5d devem ì,[
ær tÍo peçenas durante o seu preenchimento que, embora geralmente a ordenaçfo.dtssas sub- :.ij,

canradas *¡a . tortrad. na tabel¡ 9-2, em certos casos esta ordeneção pode na realidade se in.

rcrter. Isto Dodc ser visto ne fìgura 9-14. Confìgurações em desacordo com a tabela 9'2 sfo

também obscflades no s?få e nos lontanídeos (Z = 58 a 7l), ma¡s corhumente chamados dc

tcfTøs mms. A tebela 9.2ptevê, que, depois de æ completar a $¡bcamada 6s, a subcamada 4/dc'

wria se¡ preenchida; porém, em duas terras rar-as, há um etétron 5d Uma situação semelhante

o.Orr. ná grupo de eiementos que seguem o 8eAC, que sfo chamados deactinídeos(Z=90a

103). pelo mesmo raciocfnio usado previamente, interpretamos essas observações como indican'

do iue as diferençæ de energia entre ás subcamadas 5d e 4f, e 6d e 5lsão muito pequenas du'

rante o seu preenchimento.
por oitro lado, certas previsões da tabela 9-2 são sempre obedecidas. Como não há confi'

gr.rrações excepcionais para eiementos das primeiras duas e seis últimas colunas da tabela perió'

ãics, coflclufmos que ioda subcamada P tem semPfe energia maior do que a subcamada ¡ ou d

que e precedè, duiante o preenchimento dessas subcamedes, e que, nessas circunstâncias, torla i

subcamada Í tem semPre energia maior do que a subcamada P que a precede. Por essa raáo'

Vemos no exemplo 9.ó que em certos c¡lsos es configurações reais dos elementos não

conco¡dam estfitamente com as previsõ€s da tabela 9-2.Por exemplo, essa tabela indica quea

cnergia da sr¡bcamada 3d é melot d-o. que a energia da subcarnada 4s quando essas camadas estfo

sendä preenchidas, Ainda, Pafs o 24 Cr, e também para o 2eCu, um dos elétrons que poderia es'

tar ne subcamada 4s está na realldade na subcamada 3d. Situações æmelhantes ocorrem pan as

s¡bca¡n¡rlæ Sse4d,ParaoatTcasubcamada5Sestápreenchidademodonormâl'Porém,para
o {sRh há somcntc um elétron na subcamada 5s; para o t6Pd os dois elétrons deixaram a sub

de uma zubcamada Para a seguinte'

O fato de existi¡ umaiiferença de energia particutarmente glande entre cada subcanad¡

s c a subcamadâ p que a precede tem algumas conseqüências impoftantes. Considere os átomos

ãorli.aan,or ro ¡.' r a ¡' 3ó Kr, 5t Xe . tt Rn, para ós quais a subcamada p acabou de ser com'

prcìJ.. Por causa da diferença muito grande entre a energia de um elétron da subcamada p c E

cntre cssas subcamadas, as difercnças de energia devem ser Srandes durante seu preenchimenlo' '

De fato, æ diferenças de energia entfe cada subcamada t e a subcamada P que a precede sfo ì

partiartanircnte Srandes, conforme pode ær visto na fìgura 9'14, c é fácil compreender a ræfo'

Como.para um dado n a energia da zubcamada se torne maior quando I aumenta, uma subc¡'

maita s çrá s€mpfe a primeita subcamada a ser preenchida em uma nova camâde. Conseq{icntc'

mentc, quendo urn eléìron é acrescentado a umã configUração com uma subcamada p comphtr

e vel pafe a $bcamada seguinte de maior energia, que, de acordo com a tabela 9'2, é semprc

ume subcâmada s, o elétto; scrá o primeiro de uma nova camada. Comparado com os elétrons '

na subcamad¿ prec€dente, zua coordenada radial média será consideravelmente mâiof' su8

;;r;;-;;rr*¡íi¿ãi. será consideravelmente menos negativa, e sua energia total será consi'

deravelmente maigr - muitg maiof dO que se correspOndesse ao aumento usual quando se pass¡

424 47.5
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energia que ele teria se ocupasse a subcamada s, o primeiro estado cxcitado desæs átomos æ
cncontra bastante acima do estado fundamental. Como resultado, esses átomos são partiorlæ.
mente difíceis de excitar' No æu estado fundamental, a tei de Gauss mostra que eles nlto pro
duzem campo elétrico externo ao átomo pois são constituídos de conjuntos de subcamadas
completas, ei por essa razão, têm distribuições de carga esfericamente simétricas com carga re-
sultante nula por causa de sua neutralidade elétrica. Além diso, esses átonrls, no s€u estado
fundamentd, nlio produzem campos magnéticos extemos, pois, como veremos mais tarde, os
momentos angulares totais dos elétrons em subcamadas comptetas são nulos, o que implica em
um momento de dipolo magnético total nulo. Por car¡sa da ausência de campos externos (pelo
menos em média ao longo do tempo), é muito difícil para esses átomos interagir com outros
átorfios e fìm de produzir compostos químicos. Eles terão também pontos de evaporaçfoe de
fusão múito balxos pois terão pouca tendência para condensar em fo¡ma lfçida ou sólida. Es
tes sat os gases noåres.

o átomo de zHe é também um gás nobre porque $ra primeira subcamada vazia é uma s
(embora ele não tenha uma subc:rmada p completa), de modo que ete tem um primeiro estado
excitado incomumente alto, e þorque no seu estado fundamental o átomo é constituído de sub-
camadas completas, de modo que não produz campos externos. O fato dequeo2Heéumgás
nobre é indicado nalabela periódica listando-o na sua última cotuna ao invés de na segrnda, Um
elemento como o 20ca não é um gás nobre, embora seja constituído de subc¿madæ completæ,
porque no seu primeiro estado excitado um elétron vai para uma subcamada 3d. Assim, o esta.
do excitado não se encontra muito acima do estado fundamental e muito pouca energia é neces-
sária para colocar o átomo em condições de produzir um campo externo, o qual tornará pos-
sível sua interaçâ'o com outros átomos.

Outro aspecto do fato de serem os gases nobres particularmente inertes pode ser observa-
do fazendo o gráfico, para os diversos elementos, dos valores medidos do môdulo da energia
total de um elótron na camada completa mais alta. Esta quantidade é igual à energia necesária
para rcmover o elétron do átomo, e é chamada de energia de ionização do átomo. A figura 9-15
mostra esse gráfìco.
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FIGURÂ 9-t5.Iìncrgias de ionização mcrlidas <los clcmcntos.

Vemos quc a encrgia de ionizaçfo oscila em torno dc um valor médio que é essencial.
mente independente de z, em acordo com nossa conclusá'o da seçlfo precedente, de que a ener.
$a total dos elétrons nas camadas extemas é aproximadamentc a me;ma para toda a tabela pe.
¡iódica. As oscilações são bastante pronunciadas, entretanto, e transpareci,que a energia total
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de um elét¡on na subcamada comPletå de maior energia de um gás nobre é consideravelmente

mais negativa do que a média. Esies elétrons salo muitos ligados, e os átomos são dificilmente

ionizáveis.
vemos também que a energia de ionização é particrrlarmente Pequena para os elementos

rg, rr¡f-ir¡l iz¡6,'ssç, e tiFr. Estes são osalcalinos. Eles contêm um único elétronem

uma subcamada s, fracamente ligado' Elementos alcalinos são muito ativos quimicamente' pois,

pua eles, dedazer-se do elétron fracamente ligado é um pfocesso energe_ticamente favorável e,

ãessa forma, esses elementos adqutrem um arranjo mais estável constituÍdo de camadas comple'

tas. Estes elementos têm um elétron de valência e vma valê,tciL igual a- mais um'

No Out¡o extremo estão os holOgênios, eF, l?Cl,3sBr,53I e elAt, que têm um elétron

a menordo fue é necessário para completar sua subcamada p' Estes elementos têm alla aÍiní'

dade eletrôniø; i. e., eles têm tendência para capturar um elétron. Eles têm uma valência igual

a menos um. Em 1962, descobriu-se gue em circunstâncias especiais os gas€s nobres podem se

combinar co¡n o halogénio eF para forir¡ar moléculas estáveis. Antes dessa época, acreditava'e

que os gaæs nobfes fossem completamente inertes. Essas moléculas se formam somente pofque

o tn æä uma afinidade eletrônica tão alta que consegue remo'er um dos elétrons muito fo¡te'

inente ligados que ocupam as subcamadas PoPuladas externas dos gases nobres'

paìa æ ties prime¡ras linhas da tabela periódica, as propriedades dos elementos, tais como

valência e energia de ionização, mudam uniformemente l Paftir 9o.d"dtl:,:* 
que começa

¡ linha até o gás nobre no qual ela termina. Na quatta iinh. da tabela periódica, essa situação

;ãol",.pr;d; sempre. Os elementos, do 2t Sc ao 26 Ni, gue são chamados de primeiro 
'rupoa, mn içø,têm prõpriedades químicas bætante semelhantes e pfaticamente a mesma energia

de ionizaç¡o. Estei elàmento, o.orr.* ao ser preenchida a subcamada3d. Q iaio dessa subca'

mad¡ é consideravelmente menor do que o da subcantada 4s,_que está completamente preenchi'

äIËr.-r"lî" pri*.¡ro grupo de transição, excetuando o 2ocr. A subcamada preenchida 4s

tende a blinda¡ os elétrons 3ã de influências externas, de modo que as propriedades quÍmicæ

desses elementos são basta¡rte scmelltantes, indepcndentemente de quantos elétrons estão Conti'

dos na zubcama da 3d, o fato é que as propriedades químicas dos elementos'dependem dos elé'

trons nå8 subcarnadas ex ternas ,1, t.ut átomos, pois são estes os elétrons responsáveis péla pro'

dução de ca¡npos elétricos e magnéticos. através dos quais há interação com elétrons de outros

¿tomos. As påpriedades químic-as do 2eCu 
sã'o um pouco diferentes dæ propriedades quÍmicu

dos elementos do primeiro grupo de transição porque ele tem somente um único elétron 4s na

subcamada mais externa. pe-mådo *rno, pronunriado ¡sto também é válido para o ttCr' O ele'

mento roZn é constituído de um conjuntb de subcamadas completas e, por isso, é um pouco

mais inerte, como pode se¡ constatado através de sua energia de ionização. Grupos de transição

semelharites ocorrem ao serem preenchidas æ subcamadas 4d e 5d'

Um exemplo extremo da mesma situåçã'o é encontrado nas terras ra¡æ, do saçt ¿9 
?r Lu'

Estes sío ele¡nentos em que a subcamada 4/está sendo preenchida. Esta subcamadaæ situa

bastante hternamente à subcamada ós, que está completamente preenchida em todas as terr¡¡s

¡a¡as, Os elét¡ons 4l eslão tão bem blindados da vizinhança externa que as propriedades quílru'

Cas desses elementos s6'o praticamcltc idênticas. A mesma coisa ocorre com os actinídeos' do

e('-[h ao tGLw. Nesie g*po u subcamada 5/! intetna ô ?¡, está ændo preenchida. Pafte do tra'

balho n¡ais excitånte em quúnica contcmpotinea é o estudo dos actinídcos de núme¡o atôn¡¡co

ts,

à,

rutais alto, os quais foram descobertos só rccentcnlcntc'

Ë artequado terminar nosa discuss6'o enfatiz¿ndo a importûncia do princípio de exclusio'

Sc ele não fósse obedccirlo, todos os clétrons dc u¡n átomo ntulticletrõnico estaria¡n na subc¡'

mada ¡t, porgu€ estå é a subc¡nrada tle n¡ç¡¡o¡ encrgia. Se fosse esse o caso, todos os átolnos tc' ;l

riam distribuições de c¡r8a esfericamente sirnétricas de raios muito pequenos, e que não prOdtt' l1

4Z()
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ziriam campos elétricos externos, e, além disso, elcs também teriam estados excitados de energia

muito alta. EntÍo lodos os átomos ærlam muito parecidos com gases nobres, e assim nã'o hàve-

ria moléculas. De lato, todo o universo seria completamente diferente se elétrons não obedeces'

sem o PrincÍPio de exclusão!

ÐGMPLO 9-7

Estime a ordem do grandeza da energia de ionizaçalo do e¡ U, se o princípio de exclusío não atuass€ e to'

dos os elét¡ons estiyessem na camada com ¡ = l. Pa¡a isso s,¡ponha qup o elétron típico sentt a carga nuclear

blindada pela carga de melade dos out¡os clét¡ons na csmada. Compare o rcsultado då cstimativa com o valor

ve¡dadei¡o da energia de ionização, mostrado na fígura 9'15.
Uma estimativa da energia toþl de um elétron típico pode ær obtida a partir da fórmula para a energia

de átomos monoelet¡ônicos

rZt e' z.

' =- 6ç-n , =--x 13'6ev

Se coloca¡mos a = I e usamos umZefetivo como valorZ, =Zl2=9212=46,ovalorabsoluto do resultado

ê a eneryA de ionizaçâo. Assim obtemos

tE.l = (46)2 x 13,6 eV = 3 x l0'eV

Da figura 9-15 encont¡amos que a energia de ionizapio verdadei¡a é

lEl = 4ev

Sem o princípio de exclusa:o a energia de ionização do t'U seria quatro ordens de grandez¿ maior do que real'

mente é, ^

9{ ESPECTROSDISCRETOSDE RAIOX

Num tubo de raio X, como o que aparece na figura 2-9, sÃo emitidos elétrons de um cato'

do aquecido e, em segu¡da, acelerados num feixe até atingirem energias cinéticas da ordem de

lQa eV, por meio de ums voltagem aplicada entre catodo e anodo, e finalmente colidem contra

o anodo, Ao atravessarem os átomos do anodo, elétrons do feixe podem èventualmente passu

próximo de elétrons de subcamadæ inter¡us. Graçæ à interação coulombiana entre um elétron

energético do feixe e o elétron atômico, aquele.pode ceder energia suficiente.a este para ret¡'

rá.lo de seu nÍvel de energia muito negativo e ejetá-lo do átomo. Isto deixa o átomo num estado

altamente excitado, porque um de seus elétrons de energia muito negativa está faltando. O áto'

mo poderá voltar a seu estado fundamental em¡tindo um conjunto de fótons de alta energia, e,

Poftanto, de alta freqüência, que pertencem a æ¡ espectro de raio X. (A interação entre um

elétron do feixe e um elétron atômico de uma subcamads externa, Produzindo estados excitados

de baixa energia e dando origern a um espectro ótico, será discutida no próximo capítulo.) O

espectro tot¿l de rad¡ação X emitido por um tubo de raio X consiste num espectro discreto su'

Pcfposto a um continuurn, çemo apâr€Ge ilustrado num caso tip¡co na figura 9'16' O conti'

tuum ê devido ao processo de brimsstrahlung que ocorfe quando os elétrons do feixe são

decelerados no espalhamento produzido pelos núcleos dos átomos no anodo' Como vimos na

æça'o 2-6, a fofma do continuum dcvido ao bremsstrahlung depende sobfetudo da energia do

fe¡xe de .ìétronr. A forma 4o espectro <le raio X discreto é, porém, característica dos átomos

que compõem o anodo.
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Os espectros de raio X discretos têm interesse ptático pois o reio X é utilizado en nuit6
aplicações tecnológicas e cientlfìcãs. Têm também um interesse teórico porçe fornecem info¡.
mações sobre as energias dos elétrons nas subcamadas internas dos átomos. Veremos que essas

informações estão em bom acordo com as previsôes da teoria de Hartre¡.
Como um exemplo da produção de um espectro de raio X díscreto, suponha que um elé.

t¡on é iniciatmente removido de uma subcamada I s de um åtomo no anodo do tubo. Na prunei.
ra etapa do processo de desexcitação, um elétron de uma das subcamadas de energia menos ne.
gativa cai no bu¡aco da subcamada ls; por exemplo, um elétron 2p. Isto produz um buraco na
¡ubcamada 2p,mas a energia de excitação do átomo ærá consideravelmente reduzida, A energia
se conserva pela emissfio de um fóton de energia igual à diminuição da energia de excitaç.lfo do
átomo, isto é, igual à diferença entre as energias associadas com a falta de um elétron nas sub,
camadas ls e 2p. Normalmente haverá várias etapas subseq{ientes no processo de desexcitação.
O buraco na subcamada 2p poderá, por exemplo, ær preenchido por um elétron 3d, deixan<to

um buraco na subcamada 3d que por sua vez será preenchido por um elétron 4p, elc.. . O efei.

to resuttante de cada etapa é a passagem de um bumco para uma subcamada de energia menos

negativa. Quando o buraco atinge a subcamada do átomo de menor energia negativa, normal.

mente a camada mais extelna, ele é preenchido pelo elétron inicialmente ejetado da subcamada

I s ou, mais freqüentèmente, por um outro elétron qualquer do anodo, O átomo fica novamente

neutro e no estado fundamental.

Os níveis de energia de um átomo envolvido na emissão de seu espectro discreto de raio X

são melhor representados em termos de um diagama de níwis de energia bem diferente do ti.
po padrão com o qual estamos habituados. A lìgura 9-17 mostra um diagama desse tipo para o

0,5 
- 

1,0

Comp¡imenlo de onda (Â)

FlGtrRA 9-t6. Um espectro de raio X típico. Âs linhas sâo caracrerísticas dos átomos do anodo do lubo dc

raio X (tungstênio no casò acima). O contlnuum provém do bremsstahlung ploduzido pelô3

elétrons acele¡ados no esnalhamcnto com os núclcos dcsses átomos.

átomo de e2 U, íncluindo todos seus níveis raio X até n = 4. Devido à vasta gama de energias en'

volvidas, utiliza-se convencionalmente uma escala de energia logarítmica, Para simplificar a dit'
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scries K

¿.rsão, aonr.ncionou-se também definir a energia total do átomo como zero quando este se
t rn o^t 

^ 
no estado fundamenlal. Como a escala de energia é logarítmica, o nível de energia zero

FIGURA 9-17.Níveis de cnergia dc raio X mais altos para o átomo de u¡ânio e as transiçôcs permitidas pclas

regras dc seleçâo.

representando o estado fundantental não aparece no diagrama - o que não é um inconveniente.

A diferença mais importante entre um diagrama de níveis de energia de raio X eum diagrama

de níveis de energia normal C que o diagrama de raio X dá a energia do átomo quando/alra um
:, elétrondenúmerosquânticosn,/eT.Emoutraspalavræ,odiagramadescreveosníveisdeener-
',,; gia do burøco, definido pelos números quânticos n, I e i, e que passa de uma subcamada a outra

i'1,, próxima, quando o átomo emite seu espectro de raio X discreto. Como um buraco reprcsenta a

,ii¡, ausência de um elétron de energia negativa, a energia associada a um buraco é positiva.

i:¡ Os níveis de energia da fìgura 9-17 salo tanrbém identificados por uma nolaç¿fo freqüenle-

ii;: m.ntc usada na discusão de espectros de raio X. Nesta notação, o valor do número quântico n

${ é especifìcado por letras maiúscutas, segundo o esquema da tabela 94. lstoé,um nívcl n= I é

¡¡ taio X discreto medido do e2LJ. vemos que as dependências dos níveis de energia de raio X com

:j os números quânticos n, I e7 slio as previstas da teoria de I'lartrec. A energia dcsses níveis au-

menta com valores decrescentes de n e I, de acordo com a inversalo da rcgra que descreve as pre.
visões teóricas, estabelecida na seçâ;o antcrior. O n ívcl dc cncrgia de raio X pan | -- | + l/2 tem

,energiamaisbaixaeonível paraaoutrapossibilidade,i=l-ll2,temenergia maisalta. Esta
é a inversã-o esperada do desdobr¡mento dos níveis dc energia segundoi, discutida em conex¿io

com os á tomos monoelctrôn icos n;l scÇão 8.6. Na camada L (n = 2) do e 2 U esse desdobramen to

nl I
Kt l0 tl2

L1 2ortz
Lu 2trl2
Lut 2IU2
Mt 30112
tfr, 3 L tl2
#,1¡ i \',!,1
My 32512
/vt 4 0 tl2
Ni, 4lU2
fl¡i, i i'J,1
ily 42512
It¡y¡ 4 3 512
l{V¡t 4 3 712
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TABELA 94. Notação espectroscópica para r¡

Esp,Ito¡AtãIica

y=7,8xl0rv

Depois do átomo ter emitido um fóton r(o, o bu¡aco se encontra¡á em sua camada tr. Sua energia será

é maio¡ do que 2000 eV, e é maior do que a dependência com /. Assim toma-se muito apropria-

do cha¡nar a dependência em, dos nÍveis de energia de raio X de "desdobramento de estrutu¡a

fura". A forte dependência em i, característica dai camadæ internas de todos os átomos, com
exceção dagueles com Z muito pequeno, é parcialrnente devida ao aumento da intensidade d¡
interação spin-órbita provocada pelo valor elevado do termo 6iõdv6id, em (8-35). Esteo

também envolvidos outros efeitos relativÍsticos que se tornam irnportantes devido às altas

velocid¿des dos elétrons que populam æ camadas internas dos átomos.
É conveniente pensar na produção dos espectros discretoS de raio X e¡n termos da cria.

ção de um buraco em um dos níveis atômicos de alta energia e a passagem subseqüente do bura.
co pelos níveis de energia mais baixa, como foi apontado anteriormente. Em cada passagen,

um fóton de raio X é emitido levando o excesso de energia. A freqùência v do fóton
está relacionada à energia.9 transportada por ele através da relação usual, f = åv. Nem todæ

as traûs¡ções ocorrem. Existem as seguintes regzas de seleçlo para a variação dos números quân

ticos do buraco:

z: (26 - l0)¡
EL = * 13,6-2 ev = 13,6 

-J-.v 
= + 8,7 x l0¡ e\¡

onde fizemos ¡¡ = 2, segundo os resultados do exemplo 9-5, fizemos Zn= Z, = Z - L0,O fóton le\¡¿ uma

cnetgiz

hv=EK_EL

Mar como o valo¡ de E¿ é somente ceta de lÊ/o do vslor de g( e como a aproximação grosæira gue utiliza-

mos p¿¡a obtergtr não tem no¡malmenle utna precisalo de 1096, Pode¡Íamos escrever i8uålment€

hv=EK

O comprimento de onda À do fóton está ¡elacionado com sua freqüência v e velocidade c pela expressalo

lYhv
Àcltc

I Ey Fel

-=---i:-= 
tZ - 2\,

À åc (4leo )¡ 4rch¡

de modo que

.O termo que multiplica (Z - Ð2 é a constante de Rydberg, Ry, definida em (4-22). Assim

,:fi
!,,t:

:ii:

A/=tl
Ai=0,tt

(e-28)

(e.2e)

Sa-o as mesmas regr¡¡s de seleçâo (8-37) e (8-38) para um elétron num átomo monoeletrù
n¡co e têm a mesma explicação apresentada na seção 8-7. O diagrama de níveis de energia de

raio X para o e2 U, da figura 9-l ?, mostra as transiçõei que obedecem a essas regras de seleçâ'0.

A totalidade dos raios X emitidos nesas transições (mais algumas outras obærvadas pouco fre-
qüentem€nte e que violam às regræ de seleção) constitui o espectro discreto de raio X de um

átomo. Todæ as transições da camada K produzem linhas das denominadas sériæ K, com Ko

correspondendo à transição para a carnada L, Ku pan a camada M, etc. .. Todas as transições

da ca¡nada.f, produzem linhæ das séries L, e asim por diante.

EXEMPLO 9.8

Dete¡mine e tçnså;o de acelcraçâo míni¡na necessi¡ia para um tubo de ¡aio X com um anodo de ¡'Fc

en¡iti¡ um¿ linlu rKo do espcctro. I)etcr¡r¡ine t¡n¡l¡ém o comprinrenlo 4e onda dc um fóton Ko.
Podemos utiliza¡ a dcscriçaio aproximada dos ¡csultados da teot¡a de Har(¡ee para estimar a encrgia dc

excitaç¿i do ótomo de ¡ó Fe corn u¡n bu¡aco c¡n su¡ c¿n¡ada K. A cquaçâ'o (9-2?) nos diz que essa encrgin é

yzr.c, ?,
Er=+ '-n' 

=¡3,6Ia"y" (4aro )¡ 2h¡ n¡ n'

= 13,6(Z - 2)¡eV = 13,6 x (24), eV

= +7.8xl0'eV.

ondeusamosn=lcZn=Zt=Z-2.Umclútrondofeixcbomb¿rdr¡ndoumátonronoanodorlove¡áte¡
essa encrgia para prorluzir um bu¡aco. 

^ 
tùns¡io / ncccs*íria para acclcrar g clét¡on do fcixe a essa cncrgir é

s¡mplcs¡nènte
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I
7= R¡¡(z - 2r' =' l,l x l0' x (24)'¡ m-' = 6,3 x loe m-r (9-30)

À = 1.6 x 10-¡o m= 1,6 Â

Este comprimento de onda é da o¡dem do tamanho de uma molécula típica, ou do esPaçamento ent¡e átomos

ou moléculas num cf¡stal C.onseqüentemente oS ¡aios X i(o, o ¡Ó Fe podem ser usados em experiências de di-

fraçalo para estudar a estrutura dC molécr¡las ou cristais. - a

Um aspecto inesperado dos espectros discretos de raio X é que as freqüências e compri'
'; r¡itl,ä, m.ntot de onda das linhæ variam le;tamente de elemento a elemento. Não há as variações brus'

ifi c¡s de um elemento ao s€guinte que So observadas nos esPectros atômicos na g¿una de freqüên'
i,i! cias óticas. A 1¡¿zão é que as cara;te;isticas dos espectros de raio X dependem das energias de li'

!$ guçto dos etétrons das camadas internas. Essas energias de ligaçâ'o aumen-tam un¡formemente

Com valores crescentes de Z, devido à carga nuclear, e não são afetadas Pelas variações Periódi'
til -'... '"v¡wr 

¡ ve.Þ- 'r-v'--

Íd cu,Oo número de elétrons das camadas externas do átomo que afetam os esPectros óticos' A re'

'i* guf.r¡¿.Jr ào".rp..t.r de raio X foi pela primeira vez observada por Mos€tey. Em l9l3 ele fez

. um leya¡¡tament; de espectros de raio X c obteve dados para vários elementos dos comprirnen'

i tos de onda da linha K". (Há na verdade duas linhas (o mu¡to próximas, como Pode ser visto na

'' þra 9-17, mas era d-ifísil para Moreley resolver essa estrutufa.) Os comprimentos de onda me'

didos podiam ser previstos, dentro da Precis¿io experimentat, pela fórmula emPírica
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!= C(Z-a)2

onde C é uma constante com um valor prôximo da constânte de Rydberg' R¡¡,ea é umâ cons.

tante com um valo¡ em torno de I ou 2. Esta fórmula e alguns dos dados aparecem na fìgu.

ra 9-l 8.

Moæley interpretou a fórmula empírica em termos do modelo de Bohr, Proposto pouco

antes de suas medidas. Ele fez essencialmente o mesmo cálculo do exemplo 9-8 para obter
(9-30), que está em bom acordo com (9'31), mas ele extraiu a equaçfo de energia, (9'27), do

modelo de Bohr e não da teoria de Hartree. lsto é, ele adaptou e equâção de energia de Boh¡à

(9-27) snbstituindo Z por Zn, como uma maneirã de descrever a blindagem da carga nuclear

feita pelas cargas eletrônicas num dtomo multieletrônico. Sua argumentação sobre a blindagem

era semelhantj å que usamos na seção 96, exceto pelo fato dele considerar os etétrons se deslo

cando em órbitas bem definidas de Bohr e ter concluído que z, = z - I em vez de z 1 = z - 2,

0 trabalho de Moseley, executadd quando ele ainda era tlm estudante de pós-graduaçÍo,

foi um pæso importante no desenvolvimento da física quântica. Sua aplícação simples e com

êxito do modelo de Boh¡ aos espectros discretos de raio X forneceu uma de suas primeiras con.

fìrmações. Usando a'fórmula empírica para determinar Z ele estabeleceu sem ambigüidadea

correlaçã-o entre a carga nuclear de um átomo e suâ posiçã'o na tabela periódica dos elementos,

Encontrou, por exemplo, que o número atômico do 2?Co é menor de uma unidade do que o

do 2ENi, embora seu peso atômico seja maior. Mostrou também a existência de falhas na tabela

pcríódica em Z = 43,61,72 e 75. Elementos com esses números atômicos foram posteriormen.

te descobertos. As contribuições de Moseley cessåram com sua convocação para a Primeira

Guena Mundial, da qual ele não retomou.

0a 5

FIGITRÂ 9-l8.Os pontos tcpresentam os dados de Moseley e a tinha contfnua sua fó¡mula empírica. A linha

ó reta porque a raiz quadrada do recíproco do comprimento de onda das linhas de raio X apa'

rece em funçalo do número atômico dos átomos quc produzem essas linhâs.

EXEMPI¡ 9.9

A probabilidade com que um átomo dc'rPb absorve, por efeito fotoetétrico, um fóton de¡aioXdc

um feifcìncidente de fótons esti dada na figum 9-19, onde ip r""" 
^ 

seçã'o rela dc absorçalo em funçâo dr

cne'4¿ia hv do fóton. A descontinuidade proemincnte togo aba-ixo de l0 t eV é denominada de fu¡da it¿ øb'

*rçio X. Mostre que ela ocor¡e a uma energia para a qual o fóton incidente pode produzir um buraco nt

camada K do !t Pb. Explique entâo a origem das descontinuidades que aparecem um pouco âcima de l0' eV'
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FfGURA 9-19. A probabilidade para quc um ãtomo de chuml¡o absorva um fóton de ¡aio X pclo efeito foto.
clótrico, em funçai da cnergia do fóton. l\ protrabilidade está cxpressa cm tcrmos du seção

rcta dþ âbsorcålo.

Segundo (9-27l, a encrgia nccesúria para prorluzir r¡m buraco na canrada K do ItPb é aproximada.

21.
EK = + 13,6-j:-ev = 13,6(2 - 2),eV= t3,6x(80)'eV=8,7x 10. eV

Islo concorda a aþuns por ccßlo com a ener¡¡ia médi¡ da borda de absor$'o K. Um fóton cuja energh é li-
Sckamentc superior a csse lim¡t€ pode ser absorvido pelo efeito fotoelót¡ico por qualquer elét¡on do átomo.
Mas um fóton com encrgia ligeiramentc inferio¡ nâo tc¡á encrgia sufìciente püa cjerer um elétron da camada
( ê para ele não podcrá havè¡ cfcitÒ fotoclét¡ico com um clétron da camada K. Âssirn, a seçå-o rcta de absor-

ça]o do efcito foroelétrico câi ebluptemenlc na bo¡da de absorção K.
Em energias pouco acima de l0' cV encontram-se trôs bordas de absorçai L lsto ocorra nas energias

necesú¡ias para produzir bu¡acos na cameda L do átomo, Existem trôs porquc â "eslrutura fina", devido à

lnteraçalo spinórbita e efeitos relalivísticos, dcsdobra o nrvel Z em trôs nívcis, L1, L¡e l¡¡¡, como pode
SeÌ visto na figura 9-l 7. ^
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QI,'ESTÕES

Por que é difícil distinguir os dois elétrons de um átomo de héüo mas nalo os dois elét¡ons

p€rtencentes a átomos de hidrogênio sePa¡ados? E numa molécula diatômica de hid¡o.

ænio?

Explique, s€m se referif à eguação de Schroedinger independente do tempo' por que a au.

tofrrnção (9-3) em forma de produto implica que as duæ partículæ por ela descritæ æ

movem indePendentemente.

Pode wcê escrevef uma equåção de Schroedinger independente do temPo para duas partf-

culas idênticas, sem us¿lr índices para as paflÍculas?

Ao trabalha¡ com sistemas quânticos contendo partículæ idêntic¿s, não æria questionável

a utilização de Índices para æ partículas? Se não, explique qual a Precaução que deve ær

toroada ao uú.los.

O vator de uma autofunção total anti-simétrica mudando quando æ coordenadas das pu-

tículæ sa-o tfocadås, como poderá ela ser utiliz¿da para du uma descriça:o precisa de um

sistema de clétrons?

A degenerescência de troca aumenta o número de estados degenerados num átomo con.

tendo dois elét¡ons? Explique.

Você acha que o sinat da carga de uma partícula elementar, como um elétron ou próton,

é uma propriedade mais fundamental ou menos fundamental do que o "sinal" de sua si'

metria?

Os átomos seriam mais afetados Por uma inversão dos sinais das cargas de todas suas Palti
culæ cpnstituinûes ou pela troca de todas as suas simetrias?

O qræ signilica exatarnente a afirmação de que a variável de spin não é contínua?

Seria possível medif efeitos de força de troca afuando entre dois elétrons se não houvesse

interação de Coulomb entr€ os mesmos pafa pfoduz¡r uma energia de interaç¿Ío cuja in'

tensidade depende do sinal da força de troca?

Por que seria muito mais dificil resotver uma equação de Schroedinger independcnte do

t€mpo para unr sistc¡¡ìíl rle partÍculas que irtteragcm do que para um sistema dc prrtfculæ

que sc movem independcntcmente?

DesC¡çva as etapas de um ciclo dO tfatatnct¡to autocons¡stente de Hartree de um átoÍro

multþl€trônico. Por que a esti¡naliva do potenc¡al resultante lz(r) obtida no lun do ciclo

é mais precisa do que a ut¡lizûda no inrcio?

2.

3.

4.

5.
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15.

t6.

t7,

18.

19.

20.

Por que a dependência arigular das autofunções de um átomo multieletrônico é a mesma

de um átomo monoeletrôn¡co? Por que a dependência radial é diferente, exceto próximo
à origem?

Qual é a justificativa para o uso dgs equações dos átomos monoeletrôn¡cos com um Z
efetivo para discuti¡ os átomos multieletrônicos?

Quais as consegüênciæ do fato de que os tamanhos de todos os átomos sejam aproxima-

damente oE mesrnos? Quais as razões para esse fato?

Imagine um sistema puramente mecánico no guål uma partícula clássicå exib¡da a tendên-
cia, ilustrada na figura 9-12, de evitar o ponto em torno do qual ela gira.

Explique todos os aspectos da dependência com Z das energias dæ subcamadæ, deænha-

da na figura 914.

Por que é particularmente difícil separar misturas de elementos de teûas ra¡as por proces-

sos quÍmicos?

Por que podemos tet æ,tte?Â de que nã'ó existi¡ia vida æ não existissem moleculas?

Qual a propriedade dos raios X que os toma tão útil para ver estrutu¡as inteu¿s, normal'

mente invisíveis?

Dê um exemplo do mundo clássico onde o conceito de buraco pode ser usado de maneùa

compuável à utilizada na discr¡ssão dos espectros discretos de raio K

Qual o argumento que Moseley teria usado pa¡a concluir que o Z efet¡vo para a camada K
ê Zt - Z - 12 Sena possível usar a lei de Gauss da eletrostática e aplicá-la para esti¡nar a

blindagem produzida pelos elét¡ons ao se moverem ao longo dæ órbitæ de Boh¡?

Quais os aspectos da tabela periódica da figura 9-13 gue Mendeleev te¡ia deixado de re'

conhecer?

As propriedades dos elétrons em átomo's multieletrôn¡cos fomecem alguma explicação pa'

ra o elemento de maior número atômico encontrado na naturezå ser o e2 U?

Qual é, em sua opinião, a codseqüência mais ¡mportante do princípio de exclusão?

i i!:

if



PROBLEMAS

l. Utilizando o pfocesso indicado no texto, deduz¡ a equação de Schroedinger independente

do tempo (9.i¡ para duæ partículæ idêntices ónfìnadæ numa caixa e que não intefagem.

2. ^Aplican<to a técnica de separaç'ffo tle rariáveis, mostfe queJ ryo yl Potencial de forma

;iii* ;; ipo (g-Z), exisrãm solufes para-a equação de Schroedin'er independente ds

tempo pare ãuas partíorlas, (9'l), na forma de um produto tipo (9'3)'

tì.), 
Troçe os lndices de partíarla nas duas funções densidade de probabilidade, obtidæa

' 
-" i p"nìiiri-r",ofunpes iimétrica e anti'simétrica (9'8) e (9'9), e mostre gue nenhuma de'

læ é afetada Pela troca'

4. Verifìque que a forma expandida da autofunção de três partículas do exemplo 9'2êan'

ti-sirn¿t¡c¿ em relação a uma troca dos índlces dæ duæ partículæ'

5.Verifìçequcaformacxpandidadaautofunç'|fodetr€spartículædoexemplo9-2é,
identicemente, igUal a zerã, se duas partículæ se encontram no mesmo estado quântio

cspacial e de sPin.

6. Verifìque que o fator de normalização que apafece no exemplo g-2,11\/T.,está correto.

verifìque que a forma expandida <ta autofunção de três partículas do exemplo 9-3 é simé

t¡ica em ttltçeo . uma troce dos índices de duas partículas'

Umapartíallaacontémdoisprótonsedoisnêutfons.Mostrequesecadaum-deseus
constituintes fof anti.simétrico, ela'deverá ser simétrica, como aParece na tabela 9'l' (Su'

gestão:.considefe um par de partículÍui c c o efeito de trocâf os índices de todasæ

ämponentes de uma pelos de todos os comPonentes da outra')

Escreva uma expressão para o vator espcrado da energia associada com a interação cou'

lombiana entre ol dois elétrons de um áiomo de hélio em seu cstado fundamental' Use pa'

ra o sistema uma autofiurçlio espacial comPosta pelo produto de autofunç6es de átomq

¡nonoeletrônicos, cada uma descìevendo um etétron que s€ move independ-entemente etn

torno do nrlcleo com Z = 2. Nfo se Preocr¡pe em calcùtar a integral do valor esperado e'

em vez disso, discuta sua relação com os níveis de energia da fìgura 9'7'

hove que duas quaisquer autofunções ligadas não degeneradas diferentes, ú¡(x) e Ú¡0)'

que se¡am soluções da equação de Schroedinger independente do tempo Para o flesrno

potenciat Z(x) obedecem à relaçlto deortogonalídade

t.

8.

9.

10.

| úi(x)'/',{t¡ax = o
t+l

436

(Sugestão: (i) Escreva as equa$es para æ quais Ú t e Ú t sâ'o soluções e tome o complexo

437

conjugado da segunda para obter a equaçlÍo satisfeira pol ù;, (it) Multiptiquc a equação
em r/'¡ por lür:' e a gc-uaeeo e1n úr:ær^rl¡ e subrraia uma da outra. (iii) Iniegie urrnjo u..
relação do ttpo þid'1þildx, - ú,drt;l¿*1 = (dldx\(úidú¡ldx _ ,l,,ig;¡ax¡.¡ nae.
monstração pode ser estendide para autofunções degeneradas e também parå autofunções
nÍo ligadas que sejam devidamente normaliz¿das. Você vê como [azê.lo?

(a) utilizando o processo indicado na seção 9.5, desenvolrra â equåçã'o dc schroedinger in.
dependente do tempo pÍrrã um sisteme de z elêtto¡s de um átomo, que sé movem inde-
pendentemente num conjunto potenciais resuttantes r(r). (b) A seguir, sepâre-e num con.
junto de z equações de schroedinger independentes do tempo idênticas, uma para cada
elétron. (c) Verilìque que a forma de qualquer delas é do tiwp.zz). (d) compare essa
forma com a equâção de schroedinger independente do tempo para o átomo monoele-
trônico, (7-l 2).

(a) Mostre que existe,iV! termos na combinação linear de uma autofunçÍo anti-simétrica
total que descreve um sistema de try' elétrons independentes, (sugestão: Considere o exem-
plo 9-2 e utilize a técnica de induçâo matemática.) (b) Determine o número de tâis ter-
mos para o cæo do argônio com z = 18. (sugestão: use uma tabela matemática para o cál.
culo de .fy'! ou a fórmula de stirling, encontrada facilmente em liwos de matemática, para
aproximar o cálculo.) (c) Estabeleça resumidamente a conexão entre os resultados de (b)
e o processo utilizado por Hartree no tratamento do átomo de argônio.

(a) Utilize informaçöes da fìgura 9-l I para fazer um desenho, em papel semi-log, do po-
tencial resultante v(r)para o átomo de argônio. Determine vários valores de r/a6 entre 0 e

0,25, pois essa informação será usada no problema l?. (b) Mostre também os níveis de
energiaf¡ eE2,usandoasestimativasdoexemplog-5,eonível deenergiaE3,usandoos
dados medidos da figura 9-15.

(a) Determine o valor de Z¡ para o átomo de hélio, o qual, ao ser util¡zado na equação da
energa (9'27), verifìca a energia do estado fundamental mostrado na figura 9.6. (b) com-
pare Z1 cnm Z. (c) Tem sentido Z¡ para um átomo com t¿Io poucos elétrons como o
hélio? Explique simplilìcadamcnte.

(a) Use o valor de Z, para o átomo de argônio obtido no exemplo 9-5 na equaçtfo do áto-
mo monoelctrônico que dá o valor esperado da coordenada radial e determine os raios das
camadas atômicas n = I ,2 e 3. (b) Compare os rcsultados obtidos com a lìgura 9-t 0.

Deduza o argumento matemático para a tendência, ilustrada na fìgura 9.12, que umelé-
tron atômico com momento angular L tem de evitar o ponto em torno do qual ele gira.
Trate o elétron semiclassicamente supondo que clc se move sobre uma órbita num plano
fìxo que passa pelo núileo. (a) Mostre que sua energia total pode ser escrita como

v'(r\

onde pn é a componente do momento linear paralela ao raio vetor de comprimento r.
(b) Explique por que isso indíca que scu movimcnto radial é idôntico ao de um sistema
unidimensional com potencial V'(rl. (c') Mostre a seguir que /'(r) torna.se repulsivo para

t=L+[nu,*#]=*.

t.

\
I

ì

t;

,..

\

i

\

/:

\

l'\
(

(



19.

20.
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pequenos valores de r por causâ da predorninância do termo L1 l2mfz , denominado às ve'

zes de potencial centrífugo.

17. (a) Faça o gráfico dos potenciais lz'(r) definido no problema 16, para o átomo de argônio

para , = 0 e t = t, adicìonando os potenciais centrífugos correspondentes ao lz(r) obtido

no problema t 3. (b) Deænhe também o nível de energia f2. (c) Mostre-os limites do mo'

vimento clássico, quando E2 2 V'(r). (d) compare esses limites com as densidades de pro'

babitidades radiais da lìgura 9-10, para'¡ = 2'l= 0 e n = 2'l = l'

lg. Escreva as confìgurafes para os estados fundamentais do 2sNi, 2ecu, 30zn e st ca'

Escreva as confìgurafes para os estados fundamentais de todos os lantanideos' Quando

for o caso, aproveite æ confìgurações comuns a todo o conjunto e indique apenas as sub'

camadas diferentemente ocupadas'

Trabalhos fecentes em física nuclear preveem que núcleos com núnlero atômico z = ll0
seriam sufìcienternente est4ve¡s pafa pefmitif que alguns desses elementos tivessem sobre'

vivido desde o tempo da formação dos elementos. (a) Preveja uma configuração provável

p.o 
"r* 

elernento. (b¡ Faça uma previsalo sobre o compoftamento químico desse elemen'

io, (c) Onde devgríamos começar a Procurar traços do mesmo?

(a) A partir de informaçöes contidæ nas fìguras 9-6 e 9-15, determine aenetgia necessária

pur. ,rfnourr o elétron femanescetlte do estado fundamental de um átomo de hélio ioni'

Ldo u*u vez. (b) Compare essa energia com a encrgia prevista pela mecånica quântica de

átomos monoeletrônicos'

(a) Faça uma representação grálìca esquemática do diagrama padrão de níveis de energia

iua o'átomo tiTi, mosirando os estados populados pelos elétrons no c¿tso em que falta

um elétron da camada K. O diagranra deverá ser comparável ao da fìgura 9'9, isto é, nÍo é

necessáriodarasenergiasdosníveisnumaescalaprecisanemépreclsodistinguirentre0s:
níveis ú¡, L¡¡e L111,etc. . . (b) Faça o mesmo para o caso emqueoelétron pertenciaà |

c¡rmada L. (.) f.iu uma representaça-o gráfica esquemática de um diagrama de raio Xde

nÍveis de energia explicit"ndo ur eneigias do átomo quando eúste um buraco nas camadæ

K ou L. (d) Cornpare a utilidade dos diagrarnas padra-o e de raio X para os níveis de ener'

g¡a, nos casos onde há um buraco nulna camada interna. (e) Fap também essa comP¡ra'

ção quando há u¡n buraco nu¡na camada externa.

Os comprimentos de onda das linhas das séries K do ?"W são (despreza-ndo a estrutu¡a li'

na¡: paå Ko, )\ = 0,210 A; pa:mKr,À=0,184 /\ e paraKr,ì --0,179 Â' O comprintento

6e onda correspondente à borda dô absorçâo r( é À = O,l 78 Ä. Use essæ informa@es para

construir unr diagrama de níveis dc energia de raio X para o trW'

(a) Faça uma estimativa grosseira ¿a tensâo dc aceleração mínima necessária para uln tubO

de raio X com um anodo tle 2óFe enútir uma linhaLo deseuespectfo. (sugestão:como

no exemplo g.5, 22 = Z - l0,)(b) Dcteflnine ta¡nbim o comprintento de onda do fóton

Lo,
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26.

(a) use os dados de Moseley da fìgura 9- I 8 para determin¿r os valores das constantes c e ¿
de sua fórmula empír¡ca, (9-13). (b) compare esses varores com os de (9-30) deduzidos
dos resultados da teoria de Hartree.

suspeita-se que, num bloco de uma liga, cobalto se encontra fracamente misturado com
ferro. Para ver regiões de alta concentraçá'o em cobalto, faz-se um raio X do bloco. (a)
Preveja as energias das bordæ de absorção K de seus const¡tuintes. (b) Determjne em se.
guida a energia do fóton de raio X que daria um bom.contræte, Isto é. determine a ener-
gia do fóton para o qual a probabilidade de absorção por um átomo de cobalto seria mu!
to diferente do que a probabilidade de absorçiÍo por um átomo de ferro,
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' Átomos Multieletrônicos-

Exøtaçoes Oticas

lGl INTRODUçÃO

A descrição do comportamento dos elétrons em átomos multieletrônicos envolve uma

sucessão de aproximapes sucessivamente mais exatas. O primeiro passo consiste em considerar

somente as interações mais fortes sofrídas pelos elétrons atômicos. Esta é a aproximação de

Hartree, discutida no capÍtulo anterior, e na qual cada elétron é tratado como se estivesse mo'

vendo-se independentemente num potencial.resu[tante esfericamente simétrico que descreve a

média de sùas inteîações coulombiânas ,com o:núcleo:e os demais elétrons. Nos próximos pasos

a descrição torna-se cadauezmais precisa levando-se sucessívamente em conta as interações mais

f¡acas sentidæ pelos etétrons. Num átomo multieletrôn¡co típico, essas interafes mais fracas

incluem tluas que envolvem diferençæ ent¡e as interações coulombianas reais às quais os elé'

trons estão submetidos e a média descrita pelo potencial resultante. Uma delæ produz o acopla'

Ípnto entre os momentos angulares orbitais dos elétrons e a outra leva ao acoplamento entre

$€us momentos angulares de spin através de um efeito interessante de força de troca. Uma ter'

ceira interago *.¡t ft... envolve os campos magnéticos internos do átomo e produz acopla'

: mentos entre os momentos angulares orbitais e de spin, Uma grurta interação ainda mais fraca

aparece quando o átomo é submetido a um camPo magnético externo, como no denominado

efeito Zeãman. Neste capítulo discutiremos qualitativamente as etaPas dessa sucesão de aproxi'

mações e usaremos a discussão para descrever o comportamento dos elétrons atômicos' Isto é,

consideraremos as quatro interações mais frac¿s sentidas pelos elétrons e veremos que elas for'
necem u¡ra explicação muito satisfatória para as importantes propriedades do estado fundamen'

tal e estados excitados de baixa energia de todos os átomos.

Um átomo pasa de seu estado fundamental para um de sers estados excitados de baixa

energia quando um elét¡on de uma de suas subcamadas externas recebe uma pequena quantida-

de de energia. Isso pode ocorfef, por exemplo, quando um átomo colide com outro num tubo

de descarga de gás. b campo coulombiano do átomo incidente pode atuar sobre um elétron de

urna subcamada externa do átomo atingido e fornecer a ele alguns elétrons-volt de energia de

excitação, No proccsso de desexcitaç5o, o átomo que reæbeu energia pæsa do estado inicial ex'

citado para o óstado fundamental airavés da emissão de fótons de baixa energia cujas freqüên'

ci¿s constituem seu especfto ötico, A exc¡tação inicial é conseqi¡entemente denominada uma



excitaça-o dlrb¿. Observe o contraste entre uma excitação étict, que implica fornecer ums pc'

quena parcela de energia a um elétron numa subcamada externa, e uma excitaçãO de raiO X,
conseqüência de uma grande quântídade de energia dada a um elétron situado numa subcamada

interna.
Os estados excitados de baixa energia dos'átomos, que entram na produção dos espectros

óticos discretos, s¿fo certamente de maior interesse. Uma razão provém do fato de que o estudo

desses estados excitados dos átomos leva a uma descriçlio exttemamente completa de seus esta.

dos fundamentais. Uma outra razão é que as idéias gerais que subentendem os processos de

aproximações sucessivas usados aqui são semelhantes às usadas nos processos de ciência e en.

genharia para transformar um problema complicado numa seqüência de etapas simples. Os de.

talhes do processo são especialmente interessantes para os estudantes que estudarlfo ffsica além

do nívet dese curso, porque estão intimamente ligados aos trirtamentos utilizados em teoría de

molécutas, de núcleos e partículas elementares. Além do mais, espectros óticos são em si de

grande interese prrltico, pois sfo instrumentos experimentais valiosos em vários campos. O me-

lhor exemplo é cerfamente a astronomia. Irluito do que se conhece sobre as estrelas provém de

medidas e análises dos espectros óticos. A confìguração das linhæ espectrais observadas no es.

pectro de emissâ'o é usada para identificar a composiça-o dæ estrelas; a intensidade das linhæ

obtidas nos espectros de absorção é empregada na determinaçâo da temperatura das superfícies

estelares; o deslocamento Doppler das linhas espectrais é utilizado para medir a velocidade dæ

estrelas e o efeito Zeeman é o método de medida dos campos magnéticos produzidos pelas es-

tretas.

t0-2 ÁToMos ALCALINOS

Começaremos nosso estudo das excitações óticas dos átomos multieletrônicos com o

caso mais símples: ostítomosdlcalinos. Esses átomos no estado fundamental contêm um con'

junto de subcamadas totalmente cheias. a de maior energia sendo uma subcamada p, e um único

elétron a mais na subcamada s seguinte. Como foi discutido na seçÍo 9-7, a enerlia dos elétrons

nume subcamada cheia p é ligeiramente mais negativa do que a energia de um elétron na próxl'

ma subcemada s. Conseqüentemente, os elétrons da subcamadapnãoslfo excitadosem nenhum

dos proæsos de baixa energia que tevam å produção dos especttos óticos. Um átomo alcalino se

constitui, em essência, de um caroço de gás nobre inerte mais um único elétron que se move

numâ subcamada externa. A anátise do espectio ótico de um átomo alcalino em termos de seus

estados excitados é bem simples jâ que os estados excitados podem ser descritos unicamente

atrards desse {¡nico elétron, denominado oticamente ativo, sendo o caroço das subcamadæ in'

ternas cheias totalmente ignorado, A energia total do caroço não muda e, conseqüentementc,¡

energia total do átomo é uma constante mais a energia total do elétron oticamente ativo. Ao

discutir os estâdos excitados de um átomo alcalino, é conveniente defìnir o zero da energia total

de forma que a energia total do átomo seja igual à do elétron oticamente ativo, Usando essa de'

finição, apiesentamos na figura l0.l diagramæ mostrando as energias do estado fundamentat e

primeiros-estados excitados dos átomos alcalinos 3Li errNa, obtidos a partir de uma análise

àos espectros óticos desses elementos, e também os níveis de energia do t H para ¡ = /,J,4,5 e

6. Cada nível de energia é indiciado pelos números quânticos n e I do elétron oticamente ativo'

isto é, por sua confìguração. Eses diagramas nã'o mostram os desdobramentos de estrutura fìne,

a serem discutidos em breve.

. A teoria de Harrree funciona particula¡mente bem como primeira abordagem no cálculo

dos níveis de energia do elétron oticamente ativo de um elemento alcalino, porque o Potcnciel

resultante tz(r), devido ao núcleo e elétrons do caroço, é real e esfericamente simétrico como

Suposto na teoria. As energias previstas pela teoria estãO em excelenle acordo com as apresenla'
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dæ na fìgura l0-1. Além do mais, a teoria facilita a compreensão da eslrutura deses diagramas

de níveis de energia e sua rclaçåo com o diagrâma para I H. A depcndéncia da energia do elétron

ot¡camente ativo com os números quánticos n e I é exatamente a descrita no capftulo enterior.

Para um dado n, a energia é mais negaliva pârâ o menor valor de f porque o elétron passa mais

tempo próximo ao c¿ntro do átomo, onde ele detecta toda a carga nuclear. No estado funda-

mentâl do átomo de 3 U, o elCtron oticamente atiyo se encontra na subcamada 2s e sua energid

é cerca de 2 eV mais negat¡va do que um etétron com n = 2 num átomo de I H. No primeiro es.

tado excitado, o elétron oticamente ativo está na subcamada 2p e sua onergla é somente c€rca

ôe 0,2 eY mais negativa do que a de um elétron com n = 2 num rH. 
Para o ltNa a dependên-

cia em I laz o nível 4s tornat-se mais negâtivo do que o nível 3d. Contudo, para subcamadas de

maior raro, com valores de n grandes, a dependéncia em I toma-æ menos importsnte e os nfvels
de energia do elétron oticamente ativo encontranr-se muito próximos dos nlvels de cnergla de

um elétron num átomo de I H. A ¡azão é que a blindagem da carga ¡lcleat *Ze p€te cargs

-(Z - l)e dos elétrons do caroço do átomo alcalino é praticamcnte perfeita paraumclétron
numa subcamada de raio grande comparado ao raio do caroço e cntão csse elétron sente essen-

cialmente o mesmo potencial coulombiano do que o devido a uma simples carga*e, como o
elétron de um átomo de t H.

Ë3d

FIGURA lGl. Âlguns dos nívcis dc encrgia <lo hidrogênio, lítio e sódio.

As linhas dos espectros óticos emitidos pelos elementos alcalinos evidenciam um desdobra-

mento de estrutura lìna, indicando que todos oS níveis de energiasãoduplos,excctoaquelespara
osquais/=0. lssoædeveâ interaçío spinórbitaqueagesobreoelétronotícamenteativo,istoé,
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devido ao acoplamento entre o monte¡rto de dipolo magnético do elétron e o cantpo nìagné

interno ao qual está submetido por mover-se alravés do canrpo elétrico do átomo. Outros efei.t
tos relativísticos, que sâ'o tão inlportantes quanlo a intcraçaÌo spinórbita no caso de um átomo
'monoeletrõnico, säo gcralmente dcsprezíveis para os eló(rons oticånìente ativos enì rodos os
átomos nrultieletrônicos. Podemos nos dar conta disso usantlo o rcsultado do modelo de lìol¡r
(4.t7)

Zez

' =  ouorrh

para estimar a velocidade média u de um elétron oticanrente ativo, desde que substituar¡e5 ¿
pot Zr. Como Zn/n está em tor¡ro de um para os elétrons oticamenf e ativos de todos os átomos,

a equação mostra que o valor nródio de ulc é aproximadamente igual ao valor de uþ para o esta-

do frndamental do átomo de tH; isto é, vlc = l0-2. Os efeitos relativísticos decorrentes para

os elétrons oticamcnte ativos são, então, de mcsnta ordenl dc grandeza ao longo de torla a tabe.

la periódica, Veremos a seguir que, contrariarnenlc, a interaça-o spinórbita aunìenta em valo¡

rapidamente quando sc sobe do 'H para os dclnais elcnlcntos d¿ labela periódica, de fornra que

ela domina os denrais cfeitos ¡elativÍsticos.

O desdobranre¡to {os nívcis de energia dc u¡n elenrcnto alcalino, devido à interação spin.,,¡

ôrbita sob¡e o elétron otic¡¡ncnte ativo, podc scr e¡¡tc¡¡dido considerando-se a energia de inte.'i{
fação (8.35)

Â-F = -+ ÍÌ(j + t) - /(/ + r) - s(s + r)tl +¿Ant'c' r Ur

Os argunìentos usados na dcduç:îo dessa equaçõo rpliclrn-sc tanto a unl clétron oticanlente ati-

vo de um átomo alcalino quanto ao clét¡on <lo ito¡no nronoatônrico, desde que V(r) seja iguala-

do ao potencial resultante de llartree e que o valor espcrado de (llr)dV(r)ldr scja calculado

usando-æ a densidade de probabilidade obtida das autofunções de Hart¡ee. Como ocorre no ca'

so do átomo monoatôm¡co, quando a ir¡teragio spinórbita ó incluída,asautofunçõcsque des'

crevem um elétron oticancnle ativo de un¡ áton¡o alcalino sa-o indiciadas pelos números quânti'

cos n, { ,¡¡l. Bses números quânticos obcdece¡n às mesmas regras anteriormente deduzidas. Ex'

plicitamente

do campo magnético, Como tanto l/r quanto a derivada do potencial resultante I(r)
I grandes para Pequenos valores de r, o valor esperado é dependente sobretudo do comporta'

inento de lz(r) Próximo de r = 0'

'. De acordo com (9-25), que explicita o potencial resultante V(r) da teoria de Hartree,

äuanto maior for o valor de Z mais rapidamente lz(r) torna-se negativo quando r diminui. As-

sim, r ilj:nrid39f e dV(r)ldr aumenta quando Z aumenta, próximo de r = 0. Conseqüente'

nene Flr)dv?)ldr e a separação spinorbita deverão aumentar com valores crescentes de Z.

Bse comportamento pode ser confirmado pelos resultados experimentais da tabela l0-l , onde

s'areî.em as separa$es dos níveis de energia de um elétron excitado para a primeira subcamada

i de vários átomos alcalinos.
' 

As linhæ espectrais de um átomo alcalino são emitidas por transições entre níveis de ener-

gia cujos números quânticos satisfazem à regra de seleçõo:

A/=tl
ry =0, tl

(104)
( r o-s)

I

s=l/2
l-tl2,l+t12

i-' tl2

^ì= -i,-¡+ 1,... , +i - l, +i

Para t = O (8-35) mostra que a energia dc interaçå:o spin-órbita é ÃF= 0' Para os demais

valores de d A.9 apresenta dois valores diferentcs, urn positivo e outro negativo, depcndendo se

i=l+ll2ou7=¡-l/2.Assim,comexceçãoparal=0,cadanível deenergiaéseparadoem
duas componentes, uma de energia ligeiramente supcrior quando os momentos angulares orbi'

tal e de spin sâ'o "paralelos" e outra ligciranrcnlc infcrior quando esscs lnornentos angularesslo

"urtiparalelos". A diferença de energia é o trabalho necessário pa:. girar o momento de dipolo

magnético do elétron de uma orientação para outra no campo interno do átorno. A arnplitude

da separação em energia é proporcional ao valor esperado ,Je(llr)ttV(r)l<tr, quc determina a ¡n'
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TABELA l0-1. Separações dos Níveis de Energia devido à Interagão Spin-Órbita em

Alguns Atomos Alcalinos

Btas regras de seteção para as transi@es do único elétron oticamente ativo de um átomo alcaü'

no sâ'o as mesmas que valem para o elétron do átomo monoeletrônico e têm a mesma explica'

É óbvio quc as freqüências das linhas espectrais sâ'o as diferenças de energia dos nÍveis en'

nas transições, divididæ pela constante de Planck'

Se O átomo alcalino não estiver submetido a um camPg magnético externo, somente uma

interapes mais fracæ, mencionadas na seção l0.l , age sobre o elétron oticamente ativo.

da interação spinõrbita proveniente da presença do campo magnético interno do áto'

Não existem outras interaÉes mais fracæ que sejam conseqüência da diferença entre æ in'

tera@es coulombianas reais experimentadas pelo elétron oticamente ativo e a média descrita

þlo potencial resuttante lz(r), esfericamente simétrico. Ã nzão disso provém do fato de que o

potencial a qìre está sujeito o elétron oticamente ativo é realmente esfericamente simétrico;já
que todos os demais elétrons do átomo alcalino estão no caroço esfericamente simétr¡co. Vere'

mos em breve que essa simplificação não é válida pata um átomo típico'

EXEMPLO IO-t
' A luz amarel¿ de lâmpadas de vapor dc ódio, frcqücntemcntc emprcgadas na iluminaçío de ruas, é

l¡.ma linha espeatral devido a transigões ent¡e os nweis 3p e 3s do rr Na. (a) Determine o comPlimento de

onda d€ssa linha, usando informaSãs contidas na figura l0-1. (b) A linha é separada pela intetaçå--o spinórbi-

h. Detc¡mine a difercnça dos comprirncntos de onda dc suas duas c.omponentcs a partir das informaFcs con'
iid¡s na fab"l¡ t0-1. (cj Discuta tãmbém a aplicação das rcgras de sclcção às transiçõcs envolvidas na emissão

dæ duas componentcs da linha.' (a) Uma obæ¡raçâO cuidadosa da figura l0-l mostra que a diferença de eneryrz entre os níveis 3p e 3s

dorrNaé

( l0-r )

t+o
( I 0-2)

/=0
( l0'3)

\,...,

(J

t'

0,42 x l0-a 2l x l0-a 72x 295 x lo-a 68? x 10-a
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E{ Eæ = (-3,0 eV) - (-5'l cV)= 2,1 eV

Os fótons emilidos devido a rransises enlre cises níveis lcvem consigo uma energia år = E3p - S$, c iên
fre<iilência r e comprimento de onda À, onde

c hc 6,6 x l0-r J's x 30 x l0r n/s

Y hv 2,1 eV x 1,6 x lO-ttJ/eV
5.9x10-?m=59004

O valor obtido dírelamenle a parl ir de mcdidas cuidadosas é À = 5893 Â
(b) Segundo a tabela l0-l , r interâça-o spinórbita separa em dois o n ível 3p produzindo uma d iferençr,

de cnergia enire eles de df = 2,1 x l0-t eV' Como

À = cy-r

scSuc que

d\= -cv-l dv

C O velor da Sepalação em complimento de ofiaa das duas componentes da linha espccttal será

c hchdv hcdE
dl\ =- dv

vz (hv)' (hvl'

6.6 x lO-il J*x3x 10r m/sx 2,1 x lO-t eVx l,6x lO-rt J/eV

(2,1 eV x 1,6 x l0-[ UeV)r

= 5.7 x l0-ro m = 5,7 Â

(c) O nível 3p de maior energia correspondea¡=¡ + U2=I + ll2=312 e o nível 3p de menorener'

gíe coff€6ponde al =l - ll2= | - ll2 = ll2. O nível 3snaîoé separado porquel=0er= l/2 unicamente.

Pañastrånsiço'esdonívet 3pmaiselevadoaonível 3s,ôI=-leÁr=-t;paraastränsí$'esdonível 3pin'
ferior ao nível 3r, Ál = -l e A/ = 0. Ambas as transições satisfazem po¡tanto às regras de seleção (104) c

00-5). a

IG3 ÂTOMOS COM VÂRTOS ELÉTRONS OTICAMENTE ATTVOS

Vamos considerar agora o c¿No mais típico de um átomo contendo um caroço de subø'

madas completâmente cheias circundando o núcleo e vários elétrons numa subcamada parcial'

mente cheia externa. Como qualquer um desses elétrons pode pañicipar em excitaFes que acar'

retam a emislfo no espectro ótico do átomo, todos os elétrons da subcamada parcialmente

cheia são oticamente ativos. Os estedos excitádos de um átomo desse tipo sfo tratados usando'

se ¡niclalmente a aproximação de Hartree, que é responsável Pelas interações mais intensas sen'

tidas por seus elétrons oticamente ativos e, em seguida, Pela ínclusão de efeitos de outras inte'

rações que embora mais fracas ainda são importantes.

Deve.se enfatizir que considerafemos aqui, e no festo do capítulO, somente átomos nos

quais a subcâmada extema é menos do que meio cheia. Se a subcemada é mais do que meio

cheia, as exciteções óticas do átomo sâ'o discutidas em termos do comportamento dos bufa'

cos - e não etétrons - como fìzemos para os espectros de raio X, Como um buraco é a ausên'

cia de uma carga negativa, é equiralenrc à presença de uma carga positiv:t. Devido a essa invef'

são de sínal, c¿itos efeitos que iremos consìderar terão uma inversâ'o de sinal nos átomos cujas

subcamadas externas são mais do que meio cheias.

Na aproximaçã'o de Hartree, a energia de c¿da elétron oticamente ativo que se move ¡nde'

pendentem;nte é determinada por seus números quânticos n e l. Adependêniia de sua energia

M8

þ,, com esses dois números quánlicos é semelhante à do elétron único olicameñtc írtivo num

áiôrno alcalino dc mesmo caroço, pois scu potencial resultante não é muito diferente do poten-

cial resultante devido somcnte ao caroço. Â energia total do átomo é e cnerBia totel constante

.do caroço mais a soma das energias totais dos cldtrons oticåmenle ativos. Conseqüenlemente, a

cnergia do átomo é determinada tolalnrcntc. na aproximação rlc Hartree, pcla confìguração dos

ctétrons oticarñente ativos, que espccifica os números quántícos n e I de cada um desses elé-

trons. Como existem 2l * I valores possíveis de rnl para cada I e como também há 2 valores

possíveis de nl' cada configuração tem divcrsos esl:rdos qudnticos de mesma energia. Na aproxi-

mação de Hartree, porfânto, existem vários níveis degencrados dc energia associâdos a cada con-

figuração. Muitas dessas degenerescencias slo renlovidas quando interaçõcs mais fracas, despre-

zadas pela aproxímaçå-o de Harlree, sío finalmente levadas em conta. lsto é o que ocorre, por

ôxemplo, quando a interação spinórbita é lcvada em conta nos átomos alcalinos, levantando al-

gumas das degenerescéncias de seus níveis de energia.

As intera@es mais fracas às quais os elétrons oticamente ativos estlo submetidos devem

sir incluídas num tr¿tamento dos estados excitados de baixa energia de átomos típicos, Podem

ser consideradas como correções de efeitos ignorados na aproximação de lJartree. As duas cor-

reções mais importantes são:

l.A interaça-o coulombiøn¿ resídual, uma interaçâ'o elétrica quc compensa o fato de que o

potencial resultante de Hartree V(r) que age sobre cada elétron oticamente ativo descreve so-

mefite o efefto médio das interações coulombianas entre esse elétron e todos os demais elétrons

oticamente ativos.

. 2. A interaça-o spinorbita, uñî intcraçío magnética que acopla o momenlo angular de

spin de cada elétron oticamente ativo com seu próprio momento angular orbital.

Há tambdm correções relativísticas, correções que levam em conta as interaFes entre o spin

de um elétron oticamente ativo e o spin de outro devido às interâções magnéticas entre os n1o-

mentos magnéticos associados, etc. . . ; essas correçÕes são no entanto muito pequenas e Podem
normalmente desprezadas.

: Já estamos bem familiarizados com a interação spinórbita do estudo que lizemos sobre as

excitações óticas dos átomos monoeletrônicos e alcalinos. A interação coulombiana residual é,

entretanto, um assunto novo (excetuando nossa breve discussâ'o sobre o átomo de 2He na seçÍo

94), pois ela só é encontrade no estudo de excita$es óticas de átomos contendo dois ou mais

elétrons oticamente ativos. Em tais átomos as interações coulombianas experimentadas por um

elétron oticamente ativo inclui as intera$es com os demais elétrons desse tipo da mesma subca-

mada. Como a distribuição de carga dos demais elétrons oticamente ativos ná'o é esfericamente

simétrica, a subcamada sendo somente parciâlmente cheia, o potencial coulombiano correspon-

dente ná'o é eslericamente simétrico. O potencial resultante de Hartree lz(r) esfericamente simé-

trico nâo pode, então, descrever bem as interações coulombianas reais experimentadas por um
elétron desse tipo mas unicamente a melhor média esfericamente simétrica de tais interações.

Devemos também levar em conta a exigôncia de que uma autofunçã'o que descreva corretamente

os elétrons oticamente ativos seja anti-simétrica por uma troca de índices de dois quaisquer de'

les, pois tal imposição altera sua distribuição de carga.

Um tratamento quantif ativo pode ser feito simplesmente somândo às energias obtidas pe-

la teoria de l{artrce.os valorcs esperados das energias de Coulomb residual e interação spinór-
bita. Esse tratamento é análogo ¿o feito na scçã'o 8-6 para os níveis de energia do átomo de rH,

mas no caso atual devem ser utilizådas autofunções anti-simétricas. Como existem no máximo
uns poucos clétrons oticamenle ativos, essas autofunções antl-símétricas não são muito compli-
cadas e podem ser manipuladas por um grande computador. É claro que não podemos apre-
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sentar aqui o tratamento quantitat¡vo. Em vez disso, faremos uma discuss6o qualitativa dos

tados excitados de átomos tÍP¡cos.

I:nçarnos as bases parâ uma disctssão qualitativa de um æpecto da interaçdo

¡a residual na seçã'o 94, O lcitor recordará que a exigéncia de que a autofunç5o total que des,.

creve dois elétrons seja anti-s¡métrica, por urna troca de suas coordenadas, introduz uma cone:

1150 entre a orientaçfo relativa dos spins dos elét¡ons e suas coordenadas espaciais relatiras (i
força de troca). A diståncia nrédia erttre dois elétrons é maior nos estados tripletes, on{ç qt

spins são "paralelos" do que no estado singlete, quando esses são "antiparalelos". Conseqüente

mente, a energia de repulsão coulo¡nbiana positiva que age entre os dois elétrons é menornqs

estados tripletes, nos quais o spin total tem o valor constante.S'= V I (l + l)tç do que no eshi

do singlete. para o qual o spin total tem o valor constante S'= 0. Vimos um exemplo disso na¡

consideraSes que fizenros sobre os cstados excitados de baixa energia do átomo de 'H., no

fìm da seç.lfo 94. Nese átomo, os mornentos angulares de spin dos dois elétrons ot¡camente ati?

rog ¡gErlam de forma a produzirem um ¡nomento angular tota! Je valor constante .f =
Vl lt + l)h ou S' = 0, enquanto mantendo constantes os valores de seus momentos angulare¡

de spin individuais. Devido à conexão entre a or¡entação de spin e coordenadas espaciais, o

também ao que chanramos ag,ora de.interaçto coulombiana residtul, a energia do átomo æ¡Á

mais baixa para o estado no qual ,S' tbr nraior e os elétrons estiverem mais d¡stantes um do ou.

tro. Encontra-se tanto através da málisc dos espectros experimentais quanto no resultado do'

tratamento quantitativo teórico que essencialmente o nresmo efeito é importante em todosoJ

átomos com dois ou mais elétrons oticamente at¡vos, Isto é, para tais átomos ¿ interaçdocou!

lombisrva residual produz unu tendência para os tnomentos angulares de spin dos eléfionsoti-

camenle ctivos se acoplarem de tal lorna que a inlensfulade do nomento angulør de spìn total

S' seja constunre e a encrgia é enr geral ntenot paru o estado onde S' é ¡ruior.

É fácil uer que uma outra carzctetística da interaça-o coulombiana residual é a de produzir

uma tendência de acoplar os momentos angulares orbitais dos elétrons oticamente ativos dd

forma guc o módulo do momento angular orbital total ú' seja constante. Isso ocorre simples.

mente porque na m¡ioria dos eslados quânlicos as distribuições de carga dos elétrons nÍo sfo

esfericamente simétricas e então exefcern lorques ent¡e si¡

F¡GURA t0"2. Dois elétrons oticamentc ativos movendo-sc ao longo da mesma ó¡bita de Bohr tendem a

manec€r em posições diamctralmcnte opostas de manei¡a s minimizar sua ¡ePulsão cou¡omol

na, Em conscqüência, seus momcntos angulares o¡bitais tendem a acoplar'se de fo¡mr,

produzir um momento angular orb¡lal totsl n¡áximo,

Como a orienta$o espacial da distribuição de carga de um elétron está relacionada æml
orientação espacial de seu vetor momento angular orbital, aparecem torques atu¿ndo entfe
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momento angular. os torques não tendem a mudar a intensidade dos vetores momento
j¡gular orbital individuais, mas tendem a fazé-los precessionar em tomo do momento angular

orbital totd de forma que seu módulo I' Permaneçå constante.

Ocorre então a seguinte pergunta: quâ¡s dos possíveis valores de ú' conespondem ao esta-

i ¿o ¿r menor energia? Existem tendências opostas, mas a idéia básica daquela que usualmente

: predomina pode ser entendida mesmo a partir da física^clásica, considerando-se dois. elétrons

nur átomo de Bohr, como aparece ilustrado na fìgura 10.2. Devido à repulsão coulombiana en.

:ìl tr. or elétrons, a disposição mais estável é aquela em que os elétrons se movem nas extremida-

ll drr oportæ de um diâmetro. Nesse estado de menor energia, os elétrons giramjuntos, com os

.vetores momento angular orbital individuais paralelos e, portanto, com um valor máximo para o

I ¡nódulo tr' do vetor momento angular orbital total. Essa conclusão é confìrmada por uma

, sruílise dos espectros produzidos por átomos com vários elétrons oticamente ativos. Isto é, para

l', tais átomos a interaçfu coulombiana residual produz urna tendência de acoplar os momentos

'',' angulorrs orbitais dos elênons oti@menle ativos de modo que o módulo do momento angular

. orbital total L' seia constanle e a energia é, em geral, menor para o estado no qual L' é ¡tuíor.

raçõo spinórbita produz um¿ tendêncÍa do momento angular de spin de cadt elétron otica-

menle ativo se acoplar com seu próprio momenlo angular orbital de foma que os nødulos

desses vetores peftrutìaeqtm constanrcs enqwnto eles precessionam em torno de seu vetor

wnento angular total rewhante que lem módulo constante J. Já nos familiarizamos com essa

tendência em átomos monoatômicos e alcalinos. Sabemos ær ela devida a torques que apa¡ecem

da interaç5o do momento de dipolo magnético ligado ao momento angular de spin e o campo

magnético associado ao momento angular orbital. Sabemos também qve a energia é menor para

o estado no qual J ë menor Qwa uma subcamada menos do que meio cheia).

¡' A interação coulombiana residual e as interações spinórbita tendem a produzir efeitos opos-
'ios. 

Para a maioria dosátomos com ralores pequenos ou intermediários de Z,entrelar.to,os efeitos
,da interaçâ'o coulombiana residual slo muito maiores do que os efeitos da interação spinórbita.

para os átomos com Z grande, a interação coulombi¿na .residual é tratada em primeùo

, por scr a mais importante, e a interação spinórbita temporariamente ignorada' Os mo'
angulares de spin individuais S¡ dos elétrons ot¡camente ativos são então acoPlados Para

@nstitu¡r um momento angular de spin total S', onde

S'=Sr*S¿+"'+Si+"'

o módulo de S' sendo consta¡¡te e satisfazendo a condiçlfo de quantiza$o

(r0-6)

s =y's6'+ 9¡ (r0-7)

Analogamente, os momentos angulares orbitais individr¡ais L¡ dos elétrons oticamente ativos sã'o

acoplados formando um momento angular orbital total L' , onde

L'=Lt* Lr *"'+Lr+"'

o módulo de L'sendo constante e satisfazendo a condição de quantizåção

(r0-8)

L'=,/lOA DL (r0-e)

vetores se acoplam de forma que Seus módulosS¡ e ú¡ também Per¡r¡anecem costantes. De'
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vido à interação coulombiana residual, a cnergia do Ctomo dcpende de 'S' 
c l', e., Portanto,oÛ

cstâdos quänticos de mesma confìguração, mæ associados aos diferentes valores de s' e l" nfo

têm mals a mesma energia. O estaão com o maior ralor possível de S e L' tem em geral a rnc'

nor energía.

Uma vez considerada a interação coulombiáne residual dominante, podemos incluira in'

tera6o spinórbita mais fraca. Isto é feito considerando'se a interafo spinórbita entre os r¡eto'

,o åorinto angular S' e U. A interação acopla esses dois vetores de forma que a o módulor

ôo momento angulnt total

Em conseqüência, a energia do átomo depende também de.l'. o estado com o menor valor pos

sível de J, tem a menor energia. o proæsso descrito nos dois últiiros parágrafos é freqüente'

*it. ã"no,nin adoacoplameito lS. Algumas vezes, porém, é cha¡nado deacoplamento Rusell'

Saundas,emhomenagemaosdoisastrônomosqueousafampelaprimeiraveznoestudod6
;ñ;;";,,ú.or.ritido. pelas estrelas. o tratamento é válido, exceto para átomos com valo

fcs gfandes de z.
o teitor deve ser elertado Pafa o fato de que o nome mais freqüente é uma fonte de con'

fuseo, fis ele parece implicar que o acoplamenlo entre os vetores L e S ê' o mais importante'

Na verdade ocorre o oposto. No acoplaminto,ts, o acoplamento dos vetores L individuais para

formar o vetor ¿ total, e também o acoplamento dos vetores individuais S para formar o vetor S

total, slÍo os mais importantes Porque têm o maiof efeito sobre a energia' o acoplamento do

vetor ¿ total com o vetor.s total é menos importante por ter menor cfeito sobre a energia total.

J'= L' * S' (r0.10)

é constante, e s, e L, permanecem também constantes."/' também é quântizado segundo a ç6¡'

dição uual

r =ttiÍGl)h (t0-t t)

IO4 ACOPLAMENTO¿S

Se Z for grande, a interaça:o spinórbita é muito fotte pata ser desprezada (veja tabela 10-l)' megno

tempotåtiárnente, kso comptlca'a ,iiur6'o potqu. amb¿s as interações, coulombbna residual e spinórbltr'

devem ser tratadas simultan*i.n*. par" ås áiomos de Z muito grande, a interaS'o sPinórbita.comcF I

::iilri:;lï:ffi"":ääif;l* ,.si¿u.t e o tratamento se simplifica porque se torna novamente poslwl '

urn processo seqnencial' rrr" tÃJo, ¿"ìo*i rrã.do acoptdñentoit lll; tl:lt!Ï::::.it:::Trï?,:1i i
i,Hi":ii#-:lli."iräå""t"s angutarcs de spin e o¡bital de cade elét¡on pticamente ativo do átomo

ät er;na. *"lot de Z, panfo-.t ,.Jtotento angular totâl e'-emreJuillt:Ï-".T.-t^T]i.Lt-T**iÏ
irT"t;:ä: äi*;i ffiil;r para formar o momento tngutttiot"t a-. todos os elétrons' como a malorh"

dos átomOS salo bons, ou pelO menos regulares, exemþlos de âcoplamento lS' considera¡cmos somentc eSSË 
".^rñ^i.ñenlo

;ï.:ÏÏ:å"J;itì'i:^ä'äffi;ìå'ü, ffffiäl'ã.*pi"'i*,orrem conexão com o comportemento

de pótons e nêutrons nos nú"l.o,, pois, em todos os núcleos, esþs pattículasmovem*e soba influênci¡dc

uma inleraça-o spinórbita extremamente forte'

A figura 10.3 ilust¡a o modo pelo qual se combinam os diferentes vetores momento tn'

gulãr, no ãcoplamento tr,g, no estado que é geralmente o de r¡ienor energía pata dois elétronç

oticamente ativos com núme¡os quânticos l¡ = l, s¡ =ll2elz=2,s2= l/2. osmomentosen'

gulares de spin S¡ e 52 precessionåm em torno de sua soma S',-S' tendã sua intensidade mádmt

possível (conespondent. . ,l = i ). À precessfo é rápida forquá ,.u ,.opl.."nto é relativament?

forte. Os momentos angulares orbitais L¡ e L2 prrc.rriànam também iapidamente tt,îi-t-d;:
forte, Os momentos angulares oroltals Lt ç L2 Prçveòù

sua soma L,, porque seu acOplamento também é relativamente îorte e L' tem também intenst'
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. dade máxima possívet (correspondcnte a l' = 3). soma.se a isso uma ¡ente precessÍo de S, c L,
cm torno de sua soma J', J' tendo a menor íntcnsídadc ¡nssível (corrcspondente a/ = 2). Essa

i,l preceseo é lente porque o acoplamento entre S'e L'é relativamente fraco. Finalmentc, J' pre-
' æssiona ao âcåso em tomo do eixo dos z, para satisfazer o princípio de incerteza essociado ão

fnomento angular, sendo sua componente Ji ao longo desse eixo uma constante dada pela con.
difo de quantização

J'' = njh

ni = -i', -Ì' + 1,...,+ ¡' - l,+i

(r0-r 2)

(r0.r 3)

,A fìgura I 0-3 foi deænhada para o caso ^j = i' . Â quantizafo do módulo 
"1, 

do momento angu.

lar total, e de sua componente z, t'r, é um requisilo necessário pcla Inexistência de torques ex.
temos que atuem sobre o átomo, isto é, trata-se de uma conseqüéncia da lei de conserrração do
momento angular em mecânica quántica,

A figura l0'3 mostra somente um dos estados quánticos que pode ser formado no acopla-
mento LS de dois elétrons oticamente ativos com números quânticos l¡ = l, s¡ = | 12 e It = 2,

h = l12. Na verdade, existem doze diferentes conjuntos de estados, com dlferentes números
quânticos s', l' e i' que podem ser formados por esses dois elétrons, E cada um desses doze con.

FIGURA lG3. O acoplamenlo de dife¡entes vetorcs momento angular num estado de acoplamento típico tS' de energia mínima. Esquerda: Os momentos angularcs orbitais Z, e l, dos dois elétrons pre-
cessionam tapidamente em lomo de sua soma veto¡ial I'. Analogamente, æus spins S, e S,
precessionam rapidamente em torno de sua soma .S'. D¡rc¡lai O momento angular orbital totalI L' e o momenlo angular dc spin tolâl S' precessionam lentamente em torno de sua soma J',
momento engular total. Finalmcnte, J' precessiona âo acaso em torno do eixo dos z-

¡l
'juntos 

contém estados com 2i' * I diferentes valores possíveis de mi, Aregra que especifìca os
dife¡entes valores possívcis de m'¡ é expressa por (10-l 3). As regras qúe fornecem os valores pos-

- 
síveis de s' , I' e i' sfo convenient'emente expressas pelos diagramas de adição vetorial, empregan-

;do'se vetores cujos comprimentos sâo proporcionais aos números quânticos - como fìzemos na
seçlo 8-5. Para os dois elétrons em questão, esses diagramas sãô os apresentados na figura 104.
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FIGIJRA 1(}4. Diagramas de adição vetorial para os núnrcros quánticos /, = l, r¡ = ll2iI, = 2, s, = 1¡2.

O leito¡ poderá verificar que os valores posÍveis de s', l'ei'gue sufÉjfa¡¡nosdiåg¡arusvetoi

riais são os mesmos dados pelas eguações

f = br -s21, ls¡ -srl + 1,...,sr ts¡
f =llt - l2l,llt - rrl +1, ...,11 +12

,'=ls'-I'1, ls'-r'l +1,...,f +f.

Como s¡ = sz = l12, a primeira equaçalo fornece

(rGt4)

s'= 0, I

Isto é o mesmo que (9-21). As duas outras equações podem ser deduzidas com o mesmo tipo de

argumentaÉo baseada em desig¡aldades yetoriais usadas na dedução de (8-33). É claro gw a ge'

nei.tizaçeo dos diagramas de vetores pode ser utilizada para determinar os números quânt¡cos

posíveis para os carcs de mais de dois elétrons otícarnente ativos.

EXEMPU} IO2

Determi¡e os ralores possíveis de l, I' e !' para uma confguraçã'o com três elétrons oticåmente atiYot

e de núme¡os quánticos I, = l, l, = 2 s lt = 4.
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s, = l/211
si = 1¡2 llr = 3¡2 s¡ = t/2 f,[ s, = r/2
¡, = l/2 1l s¡ = I/211 s'= l/2

11
il

,,=.ll

ll'='
1t

"='ll
Ät,,=tll

Iz=2

l¡=l

I',=t

lt=4

rii.
lr.

F¡GURA lGS. Diagramas de adiçaio vetorial para os valo¡es máximos e mínimos de d numa confþuração de

três elétrons oticamente ativos com l, = l, I, = 2 e l" = 4.

Com a ajuda das construções gráficas da figura l0-5, concluímos que o menor valor dc s' é ll2 eo
v¿lo¡ máximo é 3/2. Os valores possívcis sa:o portanto s' = l12,3/2, As construções mostrtm também que

o n¡cno¡ valor de l'é I e o maio¡ T..Osvalorespossíveissera:oentâol"= 1,2,3,4,5,6e 7. Eosvalorespos-

síveisde¡'scra;oi'= ll2,312,St2,7t2,912,lllZ,1312,l512el7l2.Os2i' +lvalorespossíveisdemjPara
cada v¿lo¡ der' nio estão indicados nas fþuras l0-5 e I0{. Na ausência de campos externos, a cnergia do áto-

mo nío depcnde de mi, a

FIGURA lOó. Desdob¡amento dos níveis de energia numa confþuração de acoplamento trS típico.

A figura l0-ó ifistra o desdobramento de um nível degenerado de uûiâ configuraçã,o par'

ticular de um átomo com dois elétrons oticamente ativos, devido às interapes coulombian¿ re'

sidual e spinórbita. A configu racÃo é a 3d't 4pt , ou em forma abreviad a 3d4 p, que envolve os

mesmos números quânticos considerados nas figuras t0'3 e 104: /¡ = l, s¡ = ll2ilz = 2,
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sz = l12. Na figura aparece também a notação empregada pclos espectroscopistas para indiciar

os números quánticos dos níveis. Por exemplo, o ní'æl de energia mais baixo é identificado pclo

sfmbolo 3d4p3F2. A primeira pade do símbolo dá a configuração. Asegunda partedáosva.

lores de s', t' e i'. A letra especilìca o valor de /' de acordo com o esquema da tabela 9'3 (exceto

pêlo uso convencionat de maiúscula). lsto é, Fsignifica l' = 3. O índice inferior dá o valor de¡'.

isto é,¡, = 2. O índice inferior dá o valor de2s' * l (se s'( I'este será o número de componen-

tes em que estão desdob¡ados os níveis devido â interação spinórbita). Isto é, 2s' + I = 3, e lo.

go s' = l. A segunila parte do símbolo é lida como "triplete F2""
Não poã.mos-.pr.rentar equåções a partir das quais se possam calcula¡ as energias de

todos os níveis da fìgura l0ó, mas podemos escrever uma equação que dá a dependência comi'

da energia de interaçá'o spinórbita. Essa dependência separa os níveis de s'= I e um dado l'e¡¡
níveis tripletes. Consideremos novamente (8-35) para a energia de interação spinórbita, escito

na forma'

E = xl,fV + l)-r(r + l)-s'(f + l)l (r0.1 s)

¡5ta equafro prevê o vzlor esp€rado da energia de interaç¿to dos vetores momqnto angular total

de spin e orbital S' e L', desde que seja válido o acoplamento l.S de modo que esses vetores te.

nlramsentido. Agrande:z Knãoésimplesmenteproporcional aumtermo aoff,o(1¡rþVffi,
como se¡ia dc se esperar das aplica$es anteriores de (8'35), porque o potencial é mais comple'

fio no caso atual. contudo K tem o mesmo ralor para todos os n íveis de energia do que se cha.

na wn multþlete, isto. é, para todos os níveis de energia de uma configuraçáo com valores co-

muns de ¡'e l'. Podemos, portanto, calcular de (10-15) a separação em energia entreosníveis

adjacentes de um multiplete. Se o nf¡mero quântico associado ao nível de menor energia for¡",

o número quántico associado ao nível de energia mais alta será7' * I e a separaçâo E em energia

dos dois níveis será

e = K[(i' + lX]" + Ð - r( + l)-s'(s' + l)l

- KÍi'(j'+ l) - r(r + l) - s'(s' + l)l

= KIU'. + t)U', + 2) - i',U', + t)l

O qw dá o resultado simples

8=zKU'+ t) (ro-16)

Vemos assim que a díferença de energia I de doß níveis adiacentes de um multiplete ë propor'

cíon¿l-ao ¡um,ero quåntico associado ao momento angular total do nível de energia mais alta,

Esta previsão de (10-l 6) é conhecida como tqrd do intenalo de Landé. Ela é freqüentemente

utilizada em física atômica, como veremos nos exemplos l0-3 e 104. Essencialmente a mesma

regra é utilizada em física nuclear e molecular.

EXEMPLO IG3

Na confþurat'o !d3d do átomo de toCa há um multipletc (um triplete no caso) de níveis: ¡Po, lPr c

tpr. Oisena+e-que o nível de energia mais baixe ê o !Ps, seguido pelo !P, e o de maior cnergia é o-rPt'

A åiferença de cnergia a, medida, eñt¡e os níveis ,P, etÞo,éde 16,7 x lO-' eV, e, entre os níveis 
!P¡ e

tPr, é de 33,3 x l0-' eV. Compare esses rralo¡es de I com as previso-es da rcgra do inlervato deLandé'

00-l6).

4s6

Â tco¡ìa nío ptevð um valor prcciso pere K em (tO-t6). mas prevê que cssc lr¡lo¡ seri o nre*mo para
todos os nívcis do mulliplcle. Podcmos entáio Òblcr com prccisâo uma prcvisfo para a razäo dos dois valo¡es
dcB.Paraonível deencrgiamenorl'=0; puaoscguinte/-=lipa¡aodemaìorencrgia¡"=2.¡rOr.Oo
lrrten¿älo de Landé prevô enlaÎo

e(rP,,rP,) _ zKU,+l)f=r _2
8eP,, lPo) 2K(r' + l)i,_o I

A ra?å:o ent¡e os yalo¡es medidos de I é

8(rP2, rP,) 
_ 33,3 x l0-. cV

8('P,,'Po) lO,f , lO-.li = l'99

TABELA t0-2. Desdobrâmentos de Estrutura Fina do Átomo de Cálcio

Níveis

Razão

Separaçá'o Níveis Separação Exp. Téor.Confìguração

3d3d
4s4p
4s3d
3d4p

t,99 2ll
2,02 2ll
1,59 312
I,50 312

tPr,tp, 33,3 x lo-. evtPr,tp, l3l,2x lo<ev
t Dr,t D, 26,9 x t o-. cV
t Dr,t D, 49,6 x lo-a eV

.i:
áJ,
9i
I,{

':lì

Este aco¡do excelcnte entre os valores medidos cxperimentalmentc e prcvisto leoricamentc para a ¡a:
za:o enûe os 6 forncce uma boa evidência para a cxistôncia do acoplamento lS no átomo de toCa. Em out¡as
palavras, a rcg¡a do intervalo dc Landé pode ser usada como um teste da p¡esença de acoptamento ¿S. ^

A primeira linha da tabela l0-2 resume a aplicaçã'o com êxito darcgra do intervalo de
I¡ndé como teste da presença do acoplamento 1.9, efetuada no exemplo l0-3 para um triplete
em uma das confìgurações do átomo de 20Ca. As demais linhas mostrâm os resultados obtidos,
com êxito idêntico, na aplicaçtr-o desse teste para tripletes em outras confìguraç6es do mesmo
átomo. Temos assim uma evidência convincente da presença do acoplamento L,S no átomo de
20Ca. 

Quando esse teste é aplicado a mutfipletes em várias configurãções diferentes de outros
átomos, com mais de um elétron oticamente ativo, observa+e que o acoplamento LS é vdlido
em todos esses átomos desde que Z tenha um valor pequeno ou intermediário.

EXEMPLO IO{

Medidas feitas nos espectros emitidos por um certo átomo de Z intcrmediá¡io mostram que a separa-
Çai entre níveis adjacentes de energia c¡cscente, num multiplcte parlicular, está'o aproximadâmentc na ra-ai 3 para 5. Use a regra do inlelvalo de Landé para associar os números quânticos t, !' ej' a esses níveis.
E-ste exemplo dá uma idéia do processo usado pelos espcctroscopistas cxperimentais na análise de suas expe-
riências,

_ A informaçaìo experimental está indicada no diagrama de nível de energia da figura 10.7. Se a separa-
çalo entre o par de níveis de energia mais baixa é 8, a separaçalo entre o par de energia mais clevada será apro-
ximadamente (5/3)S. Embora nalo se conheça inicialrncnte os valotes de¡' para os níveis, sabe-se que os valo-
tes possíveis difcrem de uma unidade e que o nível de mais baixa energia conesponde ao menor¡". Se o valor
desse número quântico for ¡- para o nl'vel mais baixo, entalo ele terá valores 7' + 1 e j' + 2 para os níveis de
onergia sùcesiramente mais hlta.

- Mas a regra do intervalo de Landé diz que a separação entre níveis adjacentes é proporcional ao valo¡
de/'do nível superior. Então a separaç:--o cntre os níveis do par mais baixo será

tP,, tPo 16,7 x I o-a eV
tP,, tpo ó4,9 x lo-a eVtDr,tD, 16,9x lo-a eVtDr,tD, 33,1 x lo-a eV
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Ë=2K(i.+ tl

e a sePeraçâo cntre us nívcis do par ntais clcvado scrá

(s/3)e=2KU'+21

Dividintto a primeira equaçdo pcla segunda, parl clinrinar a irìcó8n¡ta K, obtónÌ{c

36

58

2KU' + l)

ZK(¡' + z)

i'+2
(5/3) I

\
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F¡GURÂ t0.?. Ilustrat'o da identificaça-o dc

observadas.

dando

ou

e

e

Somando obtemos

núnrcros quliuticos cnì um ntultiplclc, a partir das sc¡raraçõcs

5j'+ 5=31 + 6

2i'=t

s'-l'=ll2

! + r =512

ou

\,.-.,

\
h

,'ï\;,
t.: J

I

h
\eJ

\ê
à

i'= tlz

Os valo¡es de,i' desses níveis selão portanto, em ordem cresc4ntc dc encrg i¡,,1' = | 12' 312 e 512'

Pa¡¡ determina¡ os valofes de I e ¡'do multiPlete usarcmos a tcrccira das cqua$cs (10'14)

¡' = ls' -l'1, ls' - r'l + 1,...,s' + r'

Como o r¡lo¡ mínimo del" é Ll2 e o valo¡ máximo é 5/2, tcrcmos

ts'-l'l=Ll2

e

s' + l'=Sl2

Para t¡Etü I equação Com valor absoluto, considerarcmos dois casos. No primciro s') l'c as duas equaçõcs

sefão

t..

t 458

2s' = 612 { =312
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.

q

E sub"aindo 
2r = 4rz ou

No scgundo caso I ( l'e as equações a ¡esolver sa--o

t'=l

Soma¡do

- (s' - t'l = rl2

I +l'=512

ou2t' = 612 t'= 312

ll¡s este últino resultado não é válido pgis o número quântico /'associ¿do ao momento angular orbital total

nabpodete¡umv¿lorsemi-intei¡o.Oprimeirocasoéportantoocorretoeconcluímosquef=!l2el'=1.
O espcctroscopista desenvo¡ve esse tipo de cálculo com todos os multipletes de uma dada confrgura-

çã'o, ændo os níveis agupados em conl-rguiaScs pela scmelhança de suas energias Tendo obtido os valores dc

,' dos mult¡pletes da configuração, os númcros quânticos I da configuração salo identifícados usando a scgunda

das equaSes (t0-la) (ou usando uma extensío óbvia da equa$o se ele sabe que existem mais do que dois

clétrons oticamente ativos porque aþuns dos valo¡es de s' são maiores do que l), A identificação dos núme-

ros quánticos z associados aos dife¡entes números quânticos I nalo é difícil, se os números quânticos n da con-

frgurat'o dö estado funda¡nental são conhecidos, usando o fato de quc a energia das subcamadas com valo-

¡es comuns de I cresce monotonicamcnte com valores c¡csccntes dc n, A identificação dos números quánticos

r da configuração do estado fundamental dos átomos baseia*c no mesmo fato. a

Iù5 NÍVEIS DE ENERGI,A DO ÃTOMO DE CARBONO

Ainda como um exemplo do acoplamento L^S, consideramos nesta seção o diagrama de ni
veis de energia do átomo de óC, que aÍ,ueæ na fìgura l0-8. O estado fundamental desse átomo
tem a configura 60 I E2 2s? 2p2, de modo gue existem dois elétrons p que são oticamente ativos.
A escolha do znto de energia do diagrama é øl que o valor da energia total do átomo em seu es-

tado fundamental é þual à energia necessár¡a para ioniur unra vez o átor¡o. Em conseqüência o
diagrama é comparável di¡etamente aos d¡agramas semelhantes feitos para os átomos alcalinos e

o I H, onde o z€ro de energia foi definido da mes¡na forma. Os níveis de energia estão indiciados
pela confìguraøo dos dois elétrons oticamente ativos e pelos símbolos espectroscópicos que es-

pecific4m s',1'ej'.
Considere prime¡ro a energia média dos níveis dæ diferentes configurações. Na configura-

gão de menor enefgia, 2p2, ambos os elétrons perrnanecem na mesnu¡ subcamada ocupada por
eles no estado fundamental do átomo. Em outras conf¡guraøes, um dos elétrons per¡nanece

nessa subcamada e o outro ocupa uma subcariåda de energia superior. Observe que æ energias

médias dæ confìgura$es dependem dos números quânticos n e I do elétron da subcamada de
energia mais alta esencialmente da mesma forma que se esse elétron fosse o único elétron otic¿-
mente ativo de um áto¡no alcalino.

Na configuração 2p2,uma das de menorenergiamédia,osestados3Po,r,2 iêmenergia
menor do que os estados I Ss e I D2 porque est¿Ío associados a um maior \¡¿lor de I e os estados

'D¡ têm energia menor do que o estado r.So porque correspondem a um maior valor de l', Ob-
se¡ve que a dependência em s' é mais intensa do que a dependêncía em f. Encontra-se qu¡Ise

s€mpre qu€ a energ¡a associada com o acoplamento da interaçã'o coulombiana residual do mo-
mento angular de spin é ligeiramente ma¡of do que a energ¡a assoc¡ada com o acoplamento da
interação coulombiana residual do momento angular orb¡tal. Dos três níveis de energia quaæ
suPerpostos correspondentes aos estados 3Po,r,¡ e que estariam resolv¡dos num diagrama de
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FIGURA lG8. Algtrns nweis de energia do átomo dc ca¡bono'

. escala maioÌ, o n ível correspondente ao estado 3 
Po. é o ðe menor energia,pofque cofresponde ao

menor vator de /,. O estadå fundamental do átomo é então o estado 2p2 rPo. Isto é, no estado

fundamental do iarbono existem dois elétröns na te¡ceira subcamada parcialmente cheía (a

subcamada Zpl,queestão acoplados de forma a ter uma unidade dc.momentoangulardespin

total, uma unidade de momenio angutar orbital total e modrento angulaf total nulo' O estudo

dos estados excitados de baixa energia dos átomos leva a uma descrição extremamente completa

de seus estados fundamentais!

Na configuração 2p3s do 6C o nível conespondente ao Yalor máximo de s' é o de menor

energia, exatamente como na confìguração 2p2. Observam'se desvios dessa regra e daregraæ'

zundo a qual o valor máximo ¿e i ¿¿ o nÍvel de menor energia, em configurapes de maio¡

:;;rú;d,;,;r;;;;õnão há exceções àregradequeor¡¿tormínimo dei'dáaenergiamí-

nima.
Não aparecem na figura l0-8 alguns níveís de energià da confìguração 2s2p3 que nfo sfo

excitados normalmente. Também n¿to aParec¡m as æpaiações dos níveis de energia devidas à

interaç.¿fo spinórbita pois são muito pequenas Para serem vistas na escala do diagrama'

Embora não âpareçam no tC,.å muitõs átomos há uma sqaração hiper/'ina dos níveis

de energia. Ela é menor do que a såparaçeo produzida pela interaçtro spinórbita por um fator

da ordem de 3 ordens de graådeza. Á *ptoçfo hiperfina é devida a um ou ambos dos seguintes

efeitos: (l) interaçâo entró um momento de ãpolo mtgnético íntrínseco do núcleo e um cafnPo

iagnétiào'produádo pelos elétrons atômicos, e/ou (2) interaSo entre vrn?. dísttibuíção de cdt'

go-nucl"or-nlo esfericamente siméffíca e um campo elétrico nã'o esfericamente simétrico Pro'

{uzido pelos elétrons atõmicos. Esses fenômerios são de interesse sobretudo Por fornecerem in'

foimações extremamente úteis sobre o núcleo e serão discutidos no Capítulo 15.

Observe no diagrama de níveis de energia do óC da ligura l0-8 a ausênciadcníwispara

osestadosf Pr e l.tr na configuração 2p?.lsto é uma conæqüênøadoprinclplodeexcluúo.

Em todas as demais configurages do diagrama, o princípio de excluslfo é satisfeito sutorr¡8ti'

camente pelo fato de que os números quánticos n dos elétrons oticamente etivos sÍo diferentes.

¡4as na conlìgunção 2p2 ambos os números quânticos n e f são idênticos, de modo quc o prin'

cípio de exclrrsão impõe restriçÕes sobre os valores possíveis dos demais números quánticos. Na

aproximação deHartree,essessãoósconjuntosdenúmerosquánticosm¡cnt'urnconjuntoPa'

ra cada um dos elétrons oticåmente alivos ìndependenfes tendo valores comuns para os números

quânticos n e L Nessa aproximaçâo a restríção do princípio de exclusão é de que dois elélrons

não podem ter o mesmo conjunto de valores para os quatro números quánticos. No acoplamen'

to l.S onde os m¡ e rn, não slo úteis, usando-se em seu lugar os números quânticos I', s',l', mj

paia especificar o modo como interagem os elCtrons oticamente ativos, âs rcstrições impostas

¡rlo princípio de exclusão sfo mais complexas. Os argumentos usados para explicitar âs festri-

ções do princípio de ucluúo para o acoplamento LS, no caso geral, slfo muito compliødos e,

mesrno no caso de situações particulares mais simples, eles também sÍo algo difíceis, (Os lei-

tores interessados encontrarão uma amoslra de tais argumentos, e suas conclusões,ho Ap0ndi-

ce K.) Mencionaremos aqui somente duas das conclusões obtidæ com tais raciocínios. A primei-

ra é que a ârrsência dos estados rP, e 3S, numa confìguraFo 2p' ,e a de outros estâdos em ou-

lras configura@es onde os elétrons têm os mesmos números quânticos n e l, pode ser explicada

pelo princípio de exch¡são. A outra conclusão é a de que quando existem tantos elétrons com

mesmos números quânticos n e I quanto são p€rmitidos pelo princípio de exclusão, o únlco es.

tâdo que ocorre é o t .i6. Essa restrição pode ser expressa dizendo*e que,qwndo uma subcama'

dd esrd completamente cheio, o único estado perÌnitido ë aquele para o qul o momento angtlar

de spìn total, o momento angilar orbitdl total e o momento angular rotul sûo todos ruilos.Uma

conseqüência da inexistência de momentos angulares totais numa subcamada totalmente cheia é

que nâo existe nenhum momento de dipolo magnético resultante. Conseqüentemente, somente

os poucos elétrons que nâ'o se encontram em camadas cheias de um átomo estfo envolvidos em

interações com campos magnéticos externos - uma importante simplifìcação.

Esta rcstriçâo particular do princípio dc exclusâo aplicado ao acoplamento lS é, cxrtemcnte, o quc s€'

ria de sc csperar do princípio dc exclusfo aplicado à aproximaçalo dc Ha¡t¡cc. Pa¡a enlendê'lo, suponha que,

numa subcamada totalmenle cheia, os clétrons não intcrajam cnt¡c si. O comportâmento de cada um deles

pode scr então dcscrito pelos númc¡os quånlicos mleñs, Corno a subcamada está complets,cncontrar{e{o
clétrons com todas as combinações possíveis ðe m¡ e m, mâs como todos os elétrons têm o mesmo z c mes'

mo l, cada combinaçâo de m¡ e m, oco¡rerá uma única vez. A conseq{lôncia disso é quc, para cada elétron

tendo uma certa compôncntc z positiva do momento angula¡ orbital (porque ele tem um cerlo v"lor Posit¡'
vo dc my', haverá um elét¡on tcndo uma componente t negaliva corrcspondente (porquc cle tcm o v¿lor ne'

gativo då m¡ corr€spondente). O momento angular orbital total dos elétrons numa subcamada cheia será pot'

tanto nulo. O mcsmo ocorrerá para seu momento angular de spin lotal. E, conseqf¡entemcnte, seu momento

angular total será tambóm ze¡o.

fu linhas do espectro ótico do átomo de óC, ou de qr¡alquer outro átomo de acoplamento

LS, podem ser construídas a partir de seu diagrama de níveis de energia calculando+e a energia

e freqüência dos fótons emitidos em todas as transições possíveis que nllo violam as seguintes

regras de seleçdo do acomplamento LS:

l. Só podem ocorrer transições ent¡e configurações que diferem nos números quânticos n
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e , de um único elétrcn, Isto signifìca que doís ou mais clétrons nâo podcm fazer simultanea.
ment€ transições entre subcamadâs.

2. Só podem ocorrcr transiçõcs erìtre confìguraScs para as quais a variação do número
quántico I para esse elétron satisfaz a mesrnt restriç5o quc sc aplica a átomos monoeletronicos
(8.37)

A/=11

3. Só podem ocorrer transiçÕes entre estados destas confìguraSes para os quais as mudan.

ç¿s dos números quânticos s', I' e i' satisfazem às restriçõcs

As'= 0

Al' = 0, 1l
Ai' = 0, tl

(r0.1 7)

(mas não de ¡' = 6 para i' = 0)

A primeira das equações (10-l 7) proÍbe transições entre estados singletes (s'= 0) e triple-

tes (s' = l). Obænramse no entanto trans¡Fes entre estados 2p' t D, e estados 2p2 3 Po,r,2 do
óC. A razão disso é que todas as exc¡taÉes desse átomo para estados singletes produzem even-

tu¿lmente a população de seus estados 2p2 | D2, Pois a figura l0'8 mostra serem eles os esta.

dos singletes de menor energia. Quando eles se encontram altamente populados, o número to.

tal de transições pof segundo para os estados 2p' tPo,r,, torna-se aPreciável, embora seja muito

pequena a probabilidade de que um único átomo faça uma tal transiçá'o, pois ela viola a regra

de æleção As' = 0. Fisicamente, esså regra diz que se o acoplamento do spin do elétron muda

nuuu transição atômica, o átomo não poderá emitir radiação do tipo produzido por momentos

de dipolo elétrico oscilantes. Se o acoplamento do spin muda, é emit¡da radiação, mas a uma

taxa muito peguena. A radiação produzida por momentos de dípolo nugnético oscilantes, asso-

ciada com a rariaçå'o do acoplamento do spin, é emitida com poucå efici€ncia. As dr¡as últimæ

regras de seleçá'o (10-17) são análogas a (8-37) e (8-38).

IG6 O EFEITO ZEEMAN

Em 1896 foi observado por Zeeman que, quando um átomo é submetido a um camPo

magnético externo e então excitado, as linhæ espectrais emitidas no processo de desexcita$o

se separam em vár¡as componentes. A figura l0-9 ilust¡a exemplos do eþito Zeetnan. Pa¡a cam-

pos menores do que vários décimos de I tesla, a separaçãb é proporcional à intensidade do c¿m'

po. A separaøo Zeeman em tais cåmpos é menor do que a separação de estrutura fìna, que' por

suå vez, é proporcional à intensidade do campo interno rto átomo - bem mais intenso. O efeito

keman indic¿ claramente que os níveis de energia do átomo se separam em várias componentes

na presença de um canrpo magrìét¡co externo, Em alguns casos especiais, ditos de efeilo 7*ernÉJ.t

'hormal", essas subdivisões dos nÍveis de energia podem ser explicadas por ¡¡rna teoria clásiæ

deænvolvid¿ por Lorentz. Mas nos casos mais gerais, dcnominados de efeito Z¿eman 'hno.

malo", nalo foi possível da¡ nem mesmo uma explicação qualitativa antes do desenvolvimento

da mecánica quântica e da inuodução do spin do elétron.
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de elétrons oticamcntc ativos.
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FIGURA lG9. Representat'es de chapas fotográfìcas moslrando as subdivisõcs de dife¡cntes linhas cspcctrais

no efeito Zeeman no¡mal e anômalo. As flcchas mostram as subdivisões prcvistas por uma teo'

¡ia clássica de Lorentz.

As subdivisões dos níveis de energia, tanto do efeito Zeeman normal quanto do anomalo,

são fáceis de serem explicadas em termos da teoria moderna. Exceto no caso de se encontrar

num estado t.to, um átomo terá úm momento de dipolo nugnético total pd,ewd'o aos momen'

tos de dipolo magnético o¡bital e de spin, ¡r¡ e ¡r' de seus elétrons oticamente ativos, (Os demais

elétrons esta;o em subcamdas totalmente cheias que não posuem momento de dipolo magnético

resultante.) Quando esse momento de dipolo magnético do átomo está submetido a um campo

magnético externo B, ele terá a energia potencial de orientação usual

AE=-tt.B ( r0-l 8)

Cà<ia um dos nÍveis de energia atômicos se subdividirá em várias comPonentes discretas corres'

pondentes aos diferentes valofes de AÉ' associados a diferentes orienta@es qwntiÍicadas de

pem relaçâ'o à direça-o de B. Em outras palavfas, pelo fato do átomo ter um momento de

dipolo magnético, sua energia dependerá de qual das diferentes orientações posíveis - que

pode assumir no campo externo - ele se encontra'
. Para entender qualitativamente o que estd por trás da distinção entre efeito Zeeman nor'

¡nal e anômalo, calcularemos g, usando (8-9) e (8-l 9) para obter F, e Fs Para cada elétron otica-

mente ativo em termos de Seus momentos angulares orbital e de spin e então somamos sobre

todos os elétrons. Isto é. tomamos

111 11î
Anô¡nalo

_!tl_s,_8{,s,_...
hh

= -Ull:", +L2 +...) + 2(s¡ + s, +'")l
h"

Inserimososvalores 8¡=Ie8¡=2panosfatoresgorbital edespinquedeterminamarazão
entre momento angular e momento de dipolo magnético. se o átomo obedece ao acoplamento

l.S, os momentos ängulares orbitais individuais se acoplam para compor o momento angular

orbital total L' e os morilentos angulares de spin individuais se acoplam pwa dar o momento

,= -+L, -sJ!þL2 -...
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angulardespintotals'.Aexpressãoquedáomomentodedipolomagnéticototaldoátomo
se simPlifica imediatamente Para

p= -+[L'+ 2s'l

Vemosqueomomentodedipolomagnéticototaldoátomonãoéantiparaleloasevmomento
angular total

J' = L'+ S'
(r0.20)

culo da energia potencial orientacional AE'

i,i:'iiJï:'ñilä'ö a intensidade do campo magnético interno que age sobre un

^árã^ ^rrP o CâflfPO

.Ë,," J i:;å".;1" iï: :i üffi ..;;' ä*ã ; 9' i "'r', 
s'iry': 1ï:1'i:,:::, i iËå:

*ï':å,:i':Ïåiå'iiåJ:i:'i'J;:,ï1ï"il!:ì;iïï:;4i:'":xl'::lî'JL^i,Í:
iî:lÍiä: å:',ii: å ff: i:ffi ï J"' ä ;;' ;; r ; : ; r : r'i: : l1.i:^ L: :1liill:
::iif; il:iJl'lJ'Ïiil¿:;il;;ä;;''i""ï'1¡1n:':ï::'":i:"i::,Í:i,':,';;
:; ïi:"ff îli:ä:ff i.:.1äJÏ,:iili,i JÏ:ï, :,iì;ä"' pà'"" i "¿ 

d i a de ¡'; na di

t"ttïortå1; 
determinar agora quantitativamente os desdobramenros Zeeman para níveis de

energia típicos ¿e ¿tomosie ti'oft'ttnto /"S' aplicando o que aprendemos sobre o compor'

tamento dos diferentes verores momento angular em.tais átoåos. vemos de (10-20).quc L 
' 

S',

e I'estfto sempre no mesmo plano. Mas este.plano pricessiona em torno de J'devido à precessão

del¡rmordeS,nocampomagnéticoatômicointernoassociadoaL.(istoé,,devidoàinteraçfo
spinórbita). A equaçlio (8.1ö";;;i;; lue essa freqticncia de precesslfo é pro.porcionalà intensi'

dade do campo magnérr.o ìní.rno ¿o åtomo. De (lo-ls) vemos que ¡r também se encontra no

plano que precessiona . .nl g.r.ïit" é antiparalelo a J" Assim, ¡r dcve também precessionaf em

torno de J' com uma f"qtiËntit f'oporcional ao. campo magnético interno do átomo' Se um

campo magnético B for t;li.;;; to ¿ìo*o hav-erá tamlém uma tendência para p preæssionar

emtornodadireçâ'odesstc'mpo'comumafreqüénciaproporcionalâsuainlensi<Jade'Seo
campo externo for fraco em comparação com o campo rio.i* interno., a precessão de p em

tornO de B será lenta comparada à sua precessâo .tìorno de J" O movimento de ¡rserá enlão

algo semelhante ao que #-ì i*ä;;íiû"ti ro-ro. Mesmo no caso de um campo externo re'

lativamente fraco, o ,""i..ia ã. ¡, ,.rálo,nplicado mas não o suficiente para impedir o cât'

(l 0.t e)

A¡azãodissoébasicamenteadiferençadosfatoresgorlritaledespin.Aconseqüênciaéu¡
comportarnento ,rl.ti*r.i1e complicado ile p porque sua orientação espacial nÍo está rela'

cionada de forma ,irpr., .åã .-oii.n,rçuo de J'. se entretanto S' = 0, isto é, se os momentos

angularesdespindoselétronsoticamenteativosseacoplamdeformaaterresultantenula,gse.
rá antiparalelo a J'c o toåpoittttnto de ¡r be.m como do termo p ' B que produzo desdo'

bramento dos níveis ¿' tn'iJ''"t* iais simptes' ot ft-t"-'^iï::.t:Ï.:i::,:i:.ïi::i':r:i

i,lrfii'iäåiril"ir;.",2 rarha. Fara-se então de desdobramento Zeeman anormal' Essa

tcrminotogiafoiintroduz¡da-,nuito'ntt'queateoriaquánticaforneceseÙmâcompreensfo
totat de todos os aspectos io, J.rãou"tn.nto, d. Teeman e, de um ponto de vista moderno.,

nãoémuitoapropriadapo'qu'n'verdadenadaexistedeanômalonosdesdobramentos'E
interessante observar q". j,i;,ilrri.ri", anômalos poderiam ter sido utiliz¿.dos há muito

tempo pafa demonstrar ..*iuã".i, do spin e a existência de um fatorg de spin diferente do fa'

:f*'åtffi:i;ffii: ,r" ; comportamento.de. q ' B podeser satisratoriamente explicado 
';

pera verha teoria de t""l';' ;i.{"ï-:^d-"^ i:'.'":tj:T::,1:##:iï.:îil'i;}'iÍ]"il; '
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componcnlc na aircç;o do campo lcm valor l3 indicado na figura'
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.orto óe 1.. Esta se catcuta multiplicando g pelo co+eno do ângulo entfe F e J'. E finalmente

¡r, r.ra arao pelo produto de ¡.r¡, pelo co'seno do ângulo entre f'e B' Isto é

¡r'J',
Ut.= P--;-

lu (L' + 2S') . (L'+ S',)

J'

:í':. -:

ìä ;; ;i;;;;;;ì;;;¿; o ral-o' revando¡ ",p'",î::::1ï,:T:",'i:::';:'co'n 
a mesma ve-

.î:; rocidade. n ä".J""..i' ã.ì p"rp.n¿i"uù' a -J' tcrá-então té0"il11:i^:*1""':*,1i
:,i ffJr:'-i ;;áiï;';;;"í;;;;;;;,,. Dr.¡er?a: Num campo magnético fraco apricado

¡f B, aparece um torque que faz' com quc a d'irccaio dc -J" sobre a qual ¡ tem a componente

i média consrantc p J', prcccssionc urn to'no ¿t. t:::!1i 
1l,-t--"^srim 

o valor médio dessa

r' ' B r; -_ ¡,¡ (L-+ 2Ð:llj Ð/i.
Its= Irt' Jß = ltt' J, 

= It J,2

'/

FIGURAI0-l0.Esquerda:omomenloangulafofbitsltota¡L.eospinlotals.ecoplam.sefo¡mandoomo.
rn"nto angut"r'ioi"i ¡; ¿.-"r átomo típico. o momento dc dipolo magnético olbttål total

l¡ c o momenio ãi aiporo magnético dì spin total 
"f 

t:"pl'Tl:-d-t-m-esm¿ form¡ fo¡¡¡an-

¿o o .or"nro'ài J,p"i",re"éîi." toral ¡. Como a co'nßtãnte de proporcionalidade cntre L'

e trr é dmelâdc da constante de propotcionalidadc entre S' e ¡'" o momento de dipolo to'

ìiio"'r.ri.-.irm.r,t" ,nriprr"t"lo " 
¡,. corno L. c s,precessidn.i rp:9t_T:":i:j:t::
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onde cscolhernos o eixo dos e na direçfo de B. Calcula¡rdo o produto cscalar

lJt, J:u"=-i u-'' +2s'" + 3L' 's')Ë

Escrevendo (8-34) com linhas, teremos

3L' . S' = 3g'2 -,.'z - 5'z)!2

u"=-l[u2 + 2s'2 +3(J'2 - L'2 - s")14#

(3J'2 + S'' - L''\ ,

-J

2J'2

E de acordo com (10-18)

L,E=-lt.B=-uSB

e a energia potencial orientacional será

rz

No estado especificado pelos núnteros quânticos s',l', i'em'¡ asgrandezas dinâmicas.S'2,

L'2,lzeJ;tCmosvaloresexatoss'(s'+t)h2,r'(/'+l)h'?,i'Úi'+l)h',emj'hrespectivamente.
Usando esses valores em (10.21), obtenros uma expressão para a energia do desdobramento de

Zeeman que pode ser escrita na seguinte forma mais convenientc

h 2J',2

LE = u6ßgnti

lç + t)*s'(s' * l) -r(r + l)

(t 0-21)

(t0-22)

(l 0-23)

onde

\
,ì\üt'

ìr

I
ì

ì,
i
I
ì
ì

l¡
Ì

t,
iì

j,

I

8=l+
2l (j' + t)

Agrandezagédenominad^latorgdeLandé.Observequeseu valoré,g=l=Ctquandos'=0
e entâ'O/'=l'. Seuvalorserá g=2=gs quando l'=0ei' =s'. Essessãoexatamcrìteosvalores

esperados, pois, se s' = 0, o montent; angular é só orbital e, sc l' = 0, o monrento angular é

puram.ntu äe spin. O fator I de Landd é entûo u¡na especic tlc fatorg variável que determina a

razão entre O momento dc dipolo magnético to(al e o momento angular total enr estados ot¡de

este momento angular é parcialnrente dc spitt c parcialrnentc orbital, De (10-22) vct¡ìos que' num

campo magnético exfcrno de intensidadc lJ, cada nlvel {e encrgia se desdobrará cm2i'+ I

componentcs, unla para cada valor r.le n{, Vcruos tantbórtr que a rnagnitutle <Jo dcsdobr¡nlcnto

serd dife¡ente para níveis con) difcrcntcs ÍatoresSi dc Lultld.
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ExEMPLo lo's

Determine o fatof ¡i de Landé para o nível ¡P, na configuração 2p3s do átomo de ó c, e use o resulta-

do par¡ prever o desdobramento do nível quando o itomo for submetido a um camPo magnético exte¡no de

b,l teila.
Para o estado tPv s'=l'=i'= I' Então

pua j, = I os valo¡es possíveis de mj úo -1,0 e l, de modo que o nível se dcsdobfa em 3 componen-

tes, um com a mesma energia e os outros deslocados em energia de

¿t=vflsn}=!ttb\c= t9'3 x lO-a A-m¡ x l0-r teslax lJ

= tll x l0-¡' J

= t8,7 x l0-' eV

^l
+ 312

+ ll2
- rl2
-312
+ ll2
- rlz

+ t12

-r12

23
I +---

2x2 2

sem ca¡nPo

magnético extefno
campo magnético

externo fraco

FIGURA fQ-ll. O desdobramento Zeeman dosprimeirosníveisexcitadosdosódio,'P-,ry edeseuestado
fund¿mental ¡Srril Aparecem indicadas as transições permitidas pelas regras de seleção.

Compare as linhas espect¡ais tesultantes com :rs.que aPafec€m na figura I0'9.

A fìgura l0-l I mostra, em escala, os desdobramentos do nível de energia do esta-do funda'

mental 2^9¡12 e dos nÍvois dos dois estados de mais baixa energia,zPtn ê2P3¡2,do átomo de
I I Na, quando este é sujeito a um campo ¡nagnét¡co externo fraco. Observe qtre o cømpo magné-

tico extemo remove o ítltÍmo vestígio de degenerescência dos níveis,poß a energia depende de

ør1. A fìgura mostra também as trânsiøes permitidas pela regra de seleção de rtj:

Am} =Q,tl (masnâ'o mi =9Pa:a^i =O seAi'=0) (r0-24)

Esta regra de seleçã'o é muito próxima da deduzida no exemplo 8-ó. Mesmo com suits restrições

¡obre as transi@es permitidas, o efeito Zeeman desdobra cada linha espectral emitida pelo áto'

mo numa confìguraçõo que em geral contém várias comPonentes. O leitor deve comparar as
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transipes permitidas, indicadas pclas flechæ na figura l0.l l, com a confìguraçlfo anômala de ll.

nhas emitidas pelo It Na dessas transiç{es' e que é mostrada na figwa-10'9'

Todas as tinhas espectrais proædentes de transições entre estáAos singletes são desdobra-

das numa configuraç.lfo simples de duas componentes dispostæ s¡metricamente em torno de

uma terceira componente que tem a mesme freqüência do que a linha única de campo nulo, c6-

mo pode ser observado na configuraç.lfo normal de linhas da figura 109, A razão é que s' = 0
paraestados singletes, de modo que todos os fatoresg têm o mesmo valorg = l. Ë fácil mostraf

que isto produz linhas espectrais com somente três componentes, construindo um diagrama se.

melhante ao da figura l0-l l.

EXEMPTO IO{
A evidência mais fácil de interpfetàr quanto âo desdobfamenlp dos níreis de energia alômicos num

crmpo magnétlco externo é a Ressonâncla de Spln Etetr6nlco, Se álomos de rr Na no estado fundamental fo-

rcmìolocados nurna regiâo contcndo radlaçã'o elelromagnétíca de freqflôncia v e sc um campo magnétho dc

inlensidadc ! for aflicado a essa regiâo, havc¡á forle absorçâo de cnergh elettomagnélicâ quando os fólons

tiverem energia åv idêntic¿ à separaçai cnt¡e as duas componcntes do desdob¡amenlo Zeeman do nível de

cnergia do esiado fundamenlal. A raza:o disso é quc esses fótons podem induzir transi$es entrc as componen'

tcs, indicada na fþura l0-l 2, e então sa;o abso¡vidos. Numa experiência típica rr = l',0 x l0ro lJz. Dele¡minc

o vztor de g para o qual a freqüência definida pelo desdobramentô Zecman está em ¡essonáncia com esg

freqllência de microonda.

^i
,.-----7--lit2tS,o { I

\----l- - t/2

FIGURA tGl2. tlustração da t¡ansiça:o obserr'¿da em ressonância dc spin elctrônico envolvendo os nívcis dc

energiâ do estado fundamental do Sdio, dcsdob¡ado por um cãmpo magnético externo.

O estado fundament¿l do ttNa é um eslado t.S,, r, para o qùal 8'= 2 c m'¡= tll2, (10'22) prcvê cnllo
que o deslocamento em energia das componcntcs do nível associado ao eslado'fundamcnlal num campo cx'

terno I se¡á

ÃE = y¡Bsmi = p6B2(t I 12) = t 48

lgualando /rv com a difercnça de energia cntre essas duas conlponcntcs, leÍemos

hv
B=-

2yb

hv = ZtbB

6,6 x l0-!t J-s x 1,0 x l0ro/s

2x9,3x10-t'A-mt
= 0.35 tesla

Este efeito é muito utilizado por químicos prra mcdir a intcnsidadc do campo a que cstá sujcito um elótlon

oticamente ativo num átomo que faz partc dc umr molécula. A rltdiação elctromagnéticâ ó fornccida po: um

oscilado¡ de microonda e a potência eitraída do oscil¡do¡ é monito¡ada quando sc varia a fieqüôncia aló quc

se obse¡ve a condiçâo dc ressonância. ^

o efeito zeeman é muito útil em espectroscopia exPerimental. Analisando os desdobrâ'

mentgs Zeeñan das linhas espectrais de um átomo, o espectroscopista determina os desdobra'
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rrlentos Zeeman dos nÍveis de energla do átomo. tsto pode confìrnur definitivamcnte a ¡denti-

ficação do número quântico /' de cada nível, porque o número de componentes em quc se des-

dobra um nível é igual a 2i' + l. Além díso, a amplitude do desdobramento entre duas quais.

quer componenles dá o lor de u¡Bg e, cofno ¡rä e B sâo conhecidos, obtém-se o lalof deg
pâra o nrvel de energia. Como o valor deg depende de s', t'e7', se o ¡ltoriro obcdecer ao âcopla.
mento ¿.t, seu conhecimento pode ser usado para confìrmar a identificaçâo de s'e f. A identi-
ficação inicial desses três números quánticos é geralmente feita pela aplicåçáo da regra do inter.
valo de Landé às separa$es medidas dos níveis de um multiplete, como no exemplo 104.

Um campo magnético externo B, fraco em comparaÉ'o com o câmpo magnético atômico
interno que acopla S' e L' para formar J', nlo pode pertwbâf esæ acoplamento e protÐca ex.
clusivamente uma precessâo relatir¡¿mente lentâ de l'enr torno da direção de B. Sc, cntretanto,
B for mais intenso do que o campo magnético afômico, aquele supcr¡¡ este e destrói o âcopla.
mento de S' com L'. Neste caso S' e L' precessionam indepcndentemente em tomo de dkcçfo
de B. Fste é o denominado efeito Paschen-Bach, observado para campos extemos pouæ supe.

riores a I tesla. Se o átomo obedece ao acoplamento ls, seu momento de dipolo magnético
total será ainda dado por (10-19)

$ = -+[L'+ 2s.l' h'
pois nem o acoplamento entre os momentos angulares de spin individuais para formar S'
nem o acoplamento entre os momentos angulares orbitais individuais que forma L' são destruf-
dos por um campo externo desse tipo. Neste caso, porém, pg é simplesmente

lJt
ur = -ïu'i+2si)

ondc escolhemos o eíxo dos z na direcão B. Então

LE = - p' B = -uBß = # U., + zli)

LE=¡.t68(ni+2m'r)

Os números quânticos mi e m', sã'o úteis pera um átomo submetído a um campo magnético ex-

terno m¿is forte do que o campo magnético interno, porque ll e S; têm valores defìnidos nesse

caso. Observa-se que ds regras de seleçõo para os dois números quânticos slfo

I

e obtemos imediatamente

Alz;=6
Ani=6,+¡

(r 0-2s)

(r 0.26)

( r 0-27)

..)

.,)

_)

A primeira diz que o momento angular de spin total e o momento de dipolo rnagnótico não

mudam de direçã'o numa transiçá-o atômica. Como tais transições envolvem a emissÍo de radia-

çâo de dipolo elétrico, enquänto quc um momento de dipolo magnético de direçâo variável pro-

duziria a emissão de radiaçf,o de dipolo magnútico, fica óbvio a origem desta regra de seleção. A
segunda foi deduzida no cxemplo 8-6. Todas as linhas espectrais sÍo desdobradas pelo efeito

Paschen-Bach em três componentes, como no caso do efeilo Zeeman normal.
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Este capítulo está condensado na tabela l0-3, que enumera, em ordem decrescente de im-

portância em termos de energia, todas æ intera$es signifìcativas a que estão submetidos os elé-

t¡ons otica¡nente ativos nurn átomo multieletrônico típico colocado num campo magnético ex-

ternO fraCO, EntendemOs Por tipico um átomo Com subcamada externa menos do que meio

cheia e cujo número atôm¡co Z é sufìcientemente.Pequeno Para que o átomo obedeça ao aco'

plamento-LS.Se Z for muito grande, o átomo obedece ao acoplamento"I.f e a interação fraca

nrais importantp é a ¡nteração spinórbita, Se o campo magnético externo for mais intenso do

que o citmpo magnético interno, a interação produzida é chamada de intera$o Paschen-Bach e

C mais irnportante do gue ¿ interação spinórbita do acoplamento LS. Campos externos elétricos

têm efeito semelhante porém mais complicados do que campos externos magnéticos.

Se os elétrons oticanpnte at¡vos estiyerem nu¡¡u subcamada mais do que meio cheia,o sinal

da interaçáo spinórbita é invertido porque o átomo age como se tivesse buracos Çarregados positi'

vamentelm vez de elétrons carregados negati\r¿mente, o que inverte a direção relativa dos veto-

res momento de dipolo magnét¡co e momento angular. lsso resulta num valor máximo de¡'em
yez, de mín¡mo para o nÍvel de menor energia. Mas para tais átomos s'e /' máximos ainda estão

associados ao nível de menor energia, porque o sinal da intärage'o coulombiana residtul perma'

nece invariáyel: ela é repulsiva entre buracos positivos exatamente como entre elétrons nega'

tivos.

TABELA l0-3. Interações nufn Ãtomo Típico (Acoplamento L.S, Subcarirada menos do que

Meio{heia) Submetido a um Campo Magnético Externo Fraco

Nú¡neros
quânticos que

determinam a

energia

Menor
enefg¡a

PArA

Interaçã'o
preponderante

Interação fraca

mais importante

Ligeiramente
menos

¡rnportante

Muito menos

¡mportattte

De menor

importância

Hartree

Coulombiana
residual; acopla.
mento de sPi¡ì

Spinórbita

Zeeman

Coulombiana Elétrica;
residual; acopla- dcsvios do

mento o¡bital polcncial
nrórlio

Elétrica;
potencial

médio

Elétrica;
desvios do
potencial
nrédio

Magnética;
canlpo interno

MagnCtica;

calnpo externo

Conjunto de

n, I

s'

Menor ¿

Menor I

Maior s;

Maio¡ l'

Menor l'

..:t
I:.,|t

\...:,'..
r'., "r

mj

4'10

fl'; ffâlS

negatlvo
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QUËSTOES

D€ um exemplo de um sistema estudado em Ciências ou engenharia, diferente de um áto-
mo multieletrônico, que seja tratado mais adequadamente por uma sucessâ'o de aproxima-

@es cada vez mais precisas.

,^
i 2,) Por que os astrônomos são tão dependentes das informages obtidas a partir dos espectros
\'/ óticos?

Por que não é possível fornecer uma pequena quantidade de energia a um elétron que se

encontre numa subcamada interna de um átomo? O que ocorre se for cedida uma grande
quåntidade de energia a um elétron que se encontra numa subcamada externa?

Onde se supõe que o potencÍal resultante é esfericamente simétrico na aprofmação de

Hartree?

Explique, em termos simples, por que a interação spinórbita se torna mais intensa quan-
do Z aumenta.

Os átomos de Z gande têm em geral mais elétrons oticamente ativos do gue os de Z pe-
queno?

Os químicos falam de elétrons de valência. Qual o termo correspondente empregado geral-

mente peios físicos?

No estudo da interaçâ'o coulombiana residual, são utilizadas autofun$es que são antlsi-
métricas em relação à troca das coordenadas de parès de elét¡ons oticamente ativos. Qual
a razão para não se usar autofunções que sejam anti.simétricas em relação à troca de coor.
denadas de quaisquer pares de elét¡ons do átomo?

O acoplamento do momento angular de spin de um elétron oticamente ativo, num átomo
típico, com o momento angular de spin de outro elétron oticamente ativo, envo¡ve uma
interação magnética entre os momentos de dipolo magnéticos associados aos spins? Se

não, explique por quê; explique também em termos simples a que é devido o acopla-
mento.

Explique a origem física do acoplamento entre momentos angulares orbitais dos elétrons
oticamente arivos de um átomo tÍpico.

Por gue existe uma explicação clássica para o acoplamento dos momentos angulares orbi-
tais dos elétrons oticamente ativos fnas não para o acoplamento dos momentos angulares

de spin?

Em quantas componentes se desdobram os níveis de um multiplete com 3') /'devido a

interaç5o spinórbita? Considere o multipletc discutido no exemplo 104.



13.

t4.

Qual a diferença entre acoplamento lS e./"1?

Qual a relação entre os estados quânticos permitidos pelo princípio de exclusão do eco.

plamento trS para uma subcamada com um buraco (isto é, totalmente cheia a menos de

um elétron) e os estados quânticos permitidos para uma subcamada com um só elétron?

Haverá uma relação simples entre as excitaSes óticas de um átomo halogênico e as de urn

átomo alcalino?

Como seria o princípio de exclusã'o para o acoplamg,l*gil?

O fator g de þndé Pode ter ¡¡n vatot menor do que I ? Maior do que 2?

Qual seria o efeito de se colocar um átomo num câmpo magnético externo de intensidade

muíto maior ilo que a intensidade do campo magnético interno?

É possívcl remoyer totalmente a degenerescéncia dos níveis de energia atômicos sem usar

um ornPo magnético externo?

15.

16.

17.

18.
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PROBLEMAS

(a) construa um diegrama de n íveis de energia para o I I Na, semelhante ao da fìgura l0.l ,

mostrando todos os níveis de energia mais baixa que o nfvel 5s. (b) Encontre uma forma
para indicar o desdobramento spinórbita dos níveis. (sugestÍo: Veja a fìgura l0€.) (c)
Indique quais as transições entre esses níveis permitidas pelas regras de seleçfo.

(a) Preveja os valores de s', t e 7" no estado de maior energia de dois etétrons oticamente
ativos com números quânticos lt = l, s¡ = ll2;12 = 2, s, :' ll2. (b) Faça um desenho,
semelhante ao da figura l0-3, mostrando o movimento dos vetores momento angu.
lar nesse estado.

Determine os vatores possíveis de s', l' e /" para uma confìguração com dois clétrons oti-
camente âtivos com números quânticos It = 2, s¡ = ll2, l7 =3,s7 = l/2. Bpecifìque
quais/'estão associados com cada combinação f, s'.

(a) Bcreva os núme¡os quânticos para os estados descritos em termos da notação espec-
troscopica como 25372, 3D7 esP3. (b) Determine se algum desses estados é impossível
e em caso afirmativo explique por quê.

Faça um desenho semelhante ao da figura.l0-6, ilustrandó os desdobramentos no acopla-
mento Z.l dos níveis de energia de uma configura$o 4s3d. Use a rcgra do interrato de
L:ndé para prever as razões entre os desdobramentos de estrutura fìna de cada multiple.
te, de modo que eles possam ser desenhados em escala. Identifique os níveis com notação
espect roscópica.

(a) Use a tabela periódica da figura 9-l 3 para determinar as confìgurages do estado fun.
damental dos átomos 12Mg, 13Al e InSi. (b) Preveja os números quânticos num acopta.
mento l,.S para o estado fundamental de cada átomo. Bcreva seus resultados em notaç{o
espectroscópica.

Use o proccsso do exemplo l0-3 para verificar a prevísâ'o teórica da tabela l0-2 para o tes.
te da regra do intervalo de Landé sobre a presença do acoplamento ZS na conlìguração
4s3d do átomo de 20Ca.

Num átomo que obcdece ao acoplamcnto l.S, as separa@es entre níveis adjacentes de

energias crescentes de um multiplete particular com cinco níveis estã'o na Íazão I :2 ;3 :4.
Use o processo do exemplo 104 para associar os nitmeros qruînticos s', f' e 7' a esses

n íveis.

Considere uma subcamada d totalmente chcia, isto ó, contendo os dez elétrons permitidos

pelo princípio de exclusâ'o. Despreze as interações entre os elétrons, de modo que os nrl-

meros quânticos n, l, m¡, rn, da aproximaçlio de Hart¡ee possam ser usados para descrever

cada elétron. (a) Mostre que cxiste um único estado quántico possível para o sistema que

satisfaça o princípio de excluslo. (b) Mostre que nesse estado as comPonentes na direção
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z do momeàto angular orbital total, do momento angular de spin total e do momento an.
Sular total são todas nulas. (c) Dé um argumento mostrando que essas conclusões impli-
cam que o módulo do monrento angular orbital total, do momento angular de spin total
e do momento ar¡gular total são também nulos. (Sugestão: Se um vetor momento angula¡
não tem módulo nulo e tem componente z nula em um dado estado quántico, então have-.
rC outros estados quánticos onde ele tem çomponente z não nula.) (d) Considere agora as i
intera$es que realmente exjstem entre os elétrons. Elas podem mudar a conclusão sobre
o momento angu¡ar total da subcamada? E sobre o momento angular total orbit¿l e de '

spin?

(a) FaE um desenho aproxinrado dos nÍveis de energia do óC nas conlìgurações 2p2 c

2p3s, uando inforrna$es da lìgura l0-8. Indique os desdobramentos de estrutua fìna
dos níveis exagerando sua intensidade. (b) Mostre todas as transises permitidas.pelæ re.

SIas de seleçå'o do acoplamento l.S.

(a) Encontre um estado com números quânticos s', l' e j' para o qual o fatorg de Landé

esteja fora do inte¡valo g = l, g = 2. (b) Faça um desenho do tipo da figura 10-10 que re.
produz os vetores momento angular e momento de dipolo magnético para esse estado.

Considere a contìguração 2p3s do átomo de uC para a qual a ordenaçâ'o dos níveis de

energia segundo s', I' ej'e a dependência relativa da energia com esses números quânticos
é a normaln¡e¡lte prevista pclo acoplanrento.l,S. Faça um diagrama de nívcis de energia

esquemátíco para esta configuração, como o da lìgura l0-6. Use a mesma cscala (exagera.

da) para o dcsdobranrento de estrutura lìna, dada pela regra do intervalo de Landé, para

todos os níveis de um dado nrultiplcte. (b) lrrdicie cada nívcl conì a notação cspcctrosco-
pica.

No diagama de níveis de encrgia do problcma 12, desenhe, na mesma escala(altamente
exagerada) os desdobramcntos Zcernan, dados pclo fator g de landé, para cada nível
sob a influência de um campo nragnético externo fraco.

(a) Conte o número total de componentes obtidas no problcma 13, isto é,o número to.
tal de estados quánticos diferentes na mesma confìguração. (b) Mostre que esse número
é igtul à degenerescóncia da configuração na aproximação de Hartree, isto é, o produto
dos fato¡es de degcnerescência 2(21 * l) para cada um dos dois elétrons oticamente
ativos da conlìguraSo.

þ¿drrza q¡¡¿ expressão para o desdobrarnento devido ao efeito Zeeman num estado single'

te. (Sugestão: Comece pelo início e considere s' = O de modo a obter uma expressifo sím'

ples para o momento de dipolo magnético.)

(a) Faça um diagrama, análogo ao da ligura l0-l l, mostrando as transipes permitidæ pe'

las regras de seleç{o entre os estûdos singl.t.r 2p3stP, e 2pz 'D2 do átomo ¿e óC.(b)

Verilìque que o padr5o Zcer¡rar¡ ¡¡or¡nal dc tris li¡rhas cspcctrais scrá ot¡servado nessai

tran$¡ç6es. (c) Determine as difercnç:rs cm ten¡ìos de comprimento de onda elìtre ess¡l$

trôs linhæ quando o ¿itonro estiver subilìctitJo a u¡n carnpo externo de 0,1 tcsla. (Sugcsl

tio: Use a fórnlula para a difcrença enr conrprirncnto de onda dcduzida no exemplo l0'l')
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(d) Calcule o comprimento de onda da única linha obtida qundo não existe campo exter'

no aplicado, usando informação da figura l0-8.

(a) Refaça os d¡agramas de níveis de energia da figura l0-l I no caso da intensidade do

iampo magnético externo ser aumentada até que os desdobramentos sejam descfitos pelo

efeito Paschen-Bach. (Sugestão: Aquii' não é mais um bom número quântico.) (b) Indi'

que as transições permitidas Pelas regras de seleção mi, e mi, como na figura l0-l I 
' 

e mos'

tre que elas produzem linhas espectrais desdobradas em somente três comPonentes.

(a) Use as informafes contidas na figura l0'8 para estimar a intensidade da energia aso'

ciada com o acoplamento dos dois momentos angulares de spin para formar o momento

angular de spin total e com o acoplamento dos dois momentos angulares orbitais para for'
maf o momento angulaf total, na configuração 2p2 do itomo de óc. (b) calcule em segui'

da a intensidade do campo externo que produziria uma energia de orientaçâ'o çom o mo'

mento de dipolo magnético de c¿da elétron oticamente ativo maior do que a energia de'

terminada em (a). Em tal campo os acoplamentos dos momentos angulares dos elétrons

oticamente ativos ser¡am totalmente destruídos. (c) Existe um campo dessa ordem no la'

boratório?
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lr.l INTRODUçÃO

À medida que o número de componentes de um sistema físico aumenta, torna-se mais
complexa a descrição detalhada de seu comportamento. Assim, ao prosseguir noso estudo
passando de átomos monoeletrônicos para átomos multieletrônicos, depois para moléculas e, fi-

, nalm'ente, para sólidos, podemos antecipar uma complexidade crescente e difìculdades no trata.
'- mento detalhado desses sistemas. Usando um exemplo familiar, considere a difìculdade envolvi-

da em descrever o movimento de uma molécula de um gás num sistema contendo u¡n litro desse
gás em condições normais (da ordem de 1022 moléculæ). Felizmente, não é geralmente necesá-
rio dispor.se de uma info¡¡naçå'o tã'o detalhada para determinar-se as propriedades mais impor.

'tantes do sistema, isto é, srus propriedades mensuráveis, como pressão e temperatura. Além do
mais, a grande compleúdade de um sistema contendo um grande número de constituintes é

.muitas vezes responsável por muitæ das propriedades simples observadas, como passsremos
a explicar.

Se aplicarmos os princípios gerais da mecânica (tais como as lèis de conservação) a um sis-
tefna de muitæ partículæ, poderemos ignorar o ¡novimento detalhado ou æ interapes de cada

Partícula e deduzi¡ propriedades simples do sistema a partir de considerações exclusivamente es.
tatísticas, Com efeito, mesmo uma abordagem estatística elementar permite descrever e explicar
ume vasta gama de fenômenos físicos e fornece uma boa compreensão do comportamento de
sistemas físicos reais. Isto se deve â eústência de uma relação entre as propriedades obserradas
e o comPortamento provável do sistema, se este contém um número suficientemente grande de
partículas Para que seja válido fazer.se considerações estatísticas. Considere, por exemplo, um
sistema isolado contendo um grande número de partÍculæ clássicas, em equilÍbrio térmico
entre si, a uma temperatura ?. Para atingir e manter esseequilíbrio,aspartÍculasdevempoder
trocar energia entre si, Nessas trocas, a energia de qualquer uma dessas partículas irá flutuar,
tendo por vezes um valor maio¡ e por vezes um ulor menor do que o valor médio da energia por
partícula do sistema. Contudo, a teoria clássicada mecânica estatística obriga a que os sucessivos
ulores da energia de uma p¿¡tÍcula, ou, o gue é equivalente, as energiæ dæ diferentes partí-
ct¡las do sistema num instante parti€ular se distribuam de acordo com uma funçã'o de dis-
ttibuiçâ'o de probabilidades definida, denominada distribuiçdo de Boltznønn, que depende.
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da temperatura ir sabendo as probabilidades com quê as partículas do sistema irão ocl¡par

os diferintes estados de energia, poderemos determlnar uma série de propriedades importen-

tes ate todo o sistema, usa¡do essas probabilidades de ocupaçã'o no cálculo das médias feitas

sobre o sistema das propriedades correspondentes das partículas, quando elas se encontram

neses estados.

Um exemplo mais específìco, que o leitor deve ter encontrado anteriormente em seu es-

tudo de física, é a relaçâo entre as propriedades de um gás clássico e a distribuiçã'o de Maxwell

das r¡elocidades das moléculas do gás. A distribuiçâ'o de Maxwell é um caso especial da dist¡i.

buição de Boltznrann. Ela é descrita pela função de distribuição y'y'(u), onde N(u) du dá a pro'

ba6i¡¿ade de que uma molécula tenha velocidade compreendida no intervalo entre u e u +du.

A partir dessa distribuição, poderemos calcular grandezas tais como a velocidade média (rela-

cionada com o momento das moléculæ), a velocidade quadrátice média (relacionada com a

energia das molécutas), etc. . . , e então, em funçãodesasgrandezasmédias,poderemoscalcu-

lar froprie{ades observáveis t¿is como pressão (relacionada com o momento), temPeratura

(relacionada com a energia), etc' ' .

Tratamentos estatísticos também sã'o aplicáveis, como aproximação em sistemas que

contêm apenas um ntlmero moderadamente grande de partículas. Aplicaremos no Capítulo 15,

por exemplo, um tratamento estatístico a um núcleo (contendo = 102 núcleons) no chama'

ão mo¿elã de gás de Fermi de núcleos. Mas esse tratamento nfo utilizará a distribuíção de

Boltzmann, poiJesta não é válida pera pãrtículas quânticas como as que existem num núcleo.

Neste ãpítulo, veremos fun$es de distribuição que são válidas e aplicáveis a partículas

quânticas. Veremos que existem dois tipos: a dístribulção de Bose, que se aplica a partículas

descritas por autofun$es simétricas em relaçfto à troca dos índices que identíficam quaisquer

duas particulæ (como as partfculas c e fótons) e adìsnibuiça-o de Fermí, que se aplica a par'

tfculæ <tescritas por autofunções anti-simétricas numa tal troca de índices (como elétrons,

prótons e nêutrons).
Rereremos inicialmente os procedimentos usados na mecânica estatística clássica, de'

senrolvida no Apêndice C e utilizada no Capítulo l, e que deram origem å distribuição de -

Boltzmann. Veremos, então, de que modo as considera$es quânticas exigem mudanças

significatiras nos procedimentos ctássicos. A seguir, deduziremos as funSes de distribuiçáo

quånticas com âigumentos simples de equilíbrio partindo da distribuiçã'o de Boltzmann, para

entlfo compararmos essas distribuições entre si e, com isso, ganharmos uma bOa comPreensã'ô

do signifìcado das mesmas. Finalmente, daremos uma série de exemptos de aplicação de øda

uma delas, e compararemos suas previsões com os resultados experimentaís. Nessa abordagem

do problema, estudaremos muitol fenômenos importantes, como superfluidez, calores especi

lìcoi eletrônico e da rede de sólidos e amplificação da luz por emissão estimulada da :ødia'

çâo (laser).

I T.2 INDISTINGUIBILIDADE E ESTATISTTCA QUÂNTICA

A distribuição de Boltzmann é um resultado fundamental da física clássica e nÍo da

física quântica. Éla é, contudo, freqüentemente utilizada nas discussões em mecânica quân'

tica, como já vimOs e COmo veremos ainda, Por essa razå'o, incluímos neste liwo dois agu'

mentos bem diferentes que levam à distribuição de Boltzmann. Essas deduções se encontrâm

no Apêndice C e o leitoié aconselhado a le¡ ou reler esse Apendice antes de prosseguir na lei'

tura deste caPítulo.

Nosso primeiro argumento, no Apendice C, envolve contaf o número de maneiras distín'

tas em que åntidades idênticas, de um sistema em equilíbrio térmico, podem repartirentresl

a energia total, fixa, do sistema. A distribuição de Boltzmann decone da hipótese de que tooas
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rs possíveis rePert¡Ées são lgualmenle prováveis. Nese processo, ume repertiçfo ou oonfìgu.
raçÍo é considerada distinta de outra, se el¡s diferircm entte si fror rearranjor de enridades idên-
ticas enfre estados energdtícos difcren(cs. Isto é, cntidadcs ídênticas slo traìadas como distlnguí.
wis em tais rearranjos. No segundo argumento que dá origem à distribuição dc Boltzmann, su-
pomos que a Presen$ de uma entiriade, em algum estado de energia particular, de nenhuma for-
ma inibe ou reforça a chance para quc outra entidade se encontrc nesse mesmo estado, e, norra-
nente, todas as possíveis confìgura@es para a energia do sistema ocorrem com a mesma pro-
babilidade.
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Estas hipóteses são perfeitamente aceitáveis em física clássica. Na física quântiø, a hi-
pótese de que todas as possíveis repartições ou confìgurações ocorrem com a meima probabili.
dade pcrmanece aceitável. fu outras hipóteses sfo porém inaceitáveis. Como vimos ne seção
9-2, se existe uma superposiçfo apreciável dæ funFes dc onda de duas partfculæ idênticæ
num sistema, surgem efeitos não clássicos muito importantes pror€nientes d,a ìndßtìnguibíltdøde
de partículas idêntic¡s (isto é, entidades idênticas). Um deles é que os resultados de medidas
não podem depender da atribuição de índices a partículas idênticas, Asim, a definiçfo clás-
sica de reparti$es distintas de energia de um sistema falha porque se não fo¡ possível, sem ám.

bigüidade, marcar as partículas idênticas do sistema, não haverá como distinguir entre dues re.
partições que diferem somente pelo rearranjo dessas partículas, mesmo quando esses rearranjos
envolvem estados quânticos diferentes (isto é, estados de energia). Outro efeito da indistingui-
bilidade das partículas quánticas é que a presençå de uma dclas num dado estado quántico in.
fluencia de forma drástica a chance de que outra partícula vcnha ocupar o mesmo estado.
Mmos que, se duas partículas idênticas forem descritas por uma autofunção total anti+imé-
trica - isto é, se elas forem, por exemplo, elétrons que obedecem ao princípio de excluslfo -,
a presença de uma delas num estado quântico particular inibe totalmente a possibilidade da
outra encontrar-se nesse estado. Veremos, brevementc, que se duas partículas idénticas forem
descritas por wna autofunçÌio total simétrica, isto é, se.elas forem, por exemplo, partículas c
que não obedecem ao princípio de excluslo, e presençã de uma delas num estado quåntico
particular, pelo contrário, reforça consideravelmente a chance para que a outra se encontre no

. mesmo estado.
; É claro que se o sistema, embora contendo partícutas idênticas, for tal que exista somente
'uma superposição desprezível das funções de onda dæ partículas, elas poderlfo ser distinguidæ
'experimentalmente, Nesse caso, os efeitos da indistinguibilidade se tomam desprezíveis e,
'como mencionamos anteriormente nas seções 9.2 e 94, æ hipóteses usadas na distribuição de

.Boltzmann permanecem válidas, um exemplo de um tal sistema é, mais uma vez, um gás. Para
'os ralores da densidade normalmente encontrados nos laboratórios, as funfes de onda dæ
moléculas, que são certamente partículas quânticas idênticas, n¿fo se superpõem apreciaræl-
mente, e então a distribuição de Boltzmann pode ser corretdnente aplicada para prever as pro.
priedades do sistema.

Nas estatísticas quânticas, æ partículas descritæ por autofunções anti*imétricas são
denominadas fêrmions e as partículas descritas por autofun$es simétricæ stfo chamadæ
åósons. Em outras palawas, as autofun@es de um sistema de férmions mudam de sinal quando
se trocam os índices de dois deles, enquanto que æ autofunções de um sistema de bósons não
mudam de sinal numa tal troca de índices. Uma lista parciat de férmions e bósons se encontra
na tabela 9-1. Esses nomes foram dados em homenagem a dois físicos, Fermi e Bose, que tive-
ram grande participação no desenvolvimento das estatísticas quânticas.

O fato de que um férmion impede outro férmion idêntico de juntar{e a ele no mesmo
estado quântico, isto é, o princípio de exclusão, e algumas de suas importantes conseqü€ncias, é

algo com que já estamos familiarizados com nosso estudo dos átomos multieletrônicos. Isto po-

)
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i, de ser descrito, mais formalmente, dizendo qve se id ex¡slem n férmions num estado quintico,

a probab¡lidade para que um outro se ¡unle a eles serd reduzida por um Íator de inibiçfu de
(l - n) do que seriø esta probabilidade se não houvesse unø exigência quôntica de indistingui-

bilidade. Se n = 0, o fator valerá (l - 0) = l, e nâo haverá nenhunra inibiçâo da probabilidade

para que o primeiro férmion entre nesse estado' Mas, para r¡ = l, o fator valerá (l - l)=0,e
então um segundo férmion será totalmente inibido de entrar no mesmo estado. Observe que s
fator limita automaticamente o núnrero r¡ de fér¡nions enr qualqucr estado particular quántico

aosvaloresn=Oou¿=l,deacordoconoprincípiodeexclusão.Ousodopluralnaafir-
maçáo em itálico acima ¡rode enlalo parccer pouco adequada. Ele foi usado para tornar a afir.

mação an¡¡loga à que será feita para bósons e, também, porque de outra forma o argumento

imediatamente abaixo seria redundûnte'

Não tivemos ocasifo de moslraf que a presença de unl bóson num estado quântico re.

força a probabilidadc para que um segundo t¡óson idcntico se encontre no mesmo estado,

porque, ao des€nvolver. a mecân¡ca quântica de partÍculas indistinguíveis, pouco lidanros cqrn

bósons. Vamos mostrii.lo agora.

Considere a autofunção simétrica para u¡n sisterna de dois bósons idénticos, (9-8)

':ì

.t

1
\

'..:.,

1

4.

I
Ús =,5[ú"(l)rrp(2) + úp(l)úa(2)l

Iæmbre-se que r/o(l) signifìca que a partícula i¡rdiciada ou marcada I se encontra no estado

quântico q, úg(2) signifìca que a partÍcula ? está no estado p, etc. . . e que embora sejam

usados índices para as partículas, grandezas mcnsuráveis como a densidade de ptobabilidade

újúg têm valores que sfo indcpcndentes da marcação ou indiciamento das partículas. [ærn-

Uie.æ tamU¿m eue ús é normaliz¿da pelo fator de normalizaçõo ll.,/T,se supuscrmosque

tlrr(l)rþß(z) e þu[)rlt"(z) sfo norrnalizadas. Coloquenros agora antbos os bóso¡ts no nles'

mo estado, por exemplo no estado p, fazcndo a= ß. A autofunçalo se esc¡everá então

I
ú s = 

çrlú a(t)ú p(2) + úp(l)úp(2)l

2
= 

fr,tre1),t)rre) 
= J2úp(t)úp(2)

e a densidade de probabilidade será

i!!t

új üs = 2 'þi[){tÃe){t ß(r),þ ß(2)
(r r-l)

Como seriam a autofunçalo e a densidade de probabilidade desse sistema de duas partí'

culas idênticas, se não tivéssemos levando ern conta a exigência da mecánica quiîntica de in'

distinguibilidade de partÍculas idênticas? A autofunção seria da forma dada por (94) ou (9'5)'

já que obtivemos essas expressões diretamente da equaçâo de Schroedinger antes da aplica'

ção da exigência de indistinguibilidade. Considcremos (94)

Ú = Ú"(tltrp(2)

Essa autofun$o ry' é normalizada, pois assumimosque r!"(l)úø(2) era normalizada. No caso

em estudo, onde q = P, teremos
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t = úp(r)úp(2)

c a densidade de probabilidade normalizada será

,þ. ú =,1$(r),ltiQ){r p(r){t ß(2)
(1r.2)

É cor¡eto comparar æ densidades de probabilidade (ll.l) e (11-2), pois ambas foram

devidamente normalizadas. Ao fazê{o, notamos que a probabilidade r/jr/g de eistirem dois
'bósons no mesmo estado quântico é duas vezes maior do que a probabilidade þ-tlt de tal si'

tuaøo ocorrer æ o sistema for descrito por uma autofunção que não satisfaz a exigência de

indistinguibilidade da mecánica quântica. Podemos exprirnir isso dizendo que a probabilidade

de dois bósons se encontrarem num mesmo estado é duas vezes maiol do que ocorreria com

partículas clásicas. Assim, a presença de um bóson num estado quântico particular duplica

¡ chance para que um segundo bóson esteja no mesmo estado em comparafo ao c¿so de

pørtículas clássicas, quando não eúste nenhuma correlação particular entre os estados quân'

t¡ços ocuPados Pelæ Putículas.

EXEMPLO II.I
Compare a probabilidade para que três bósons estejam num dado estado quântico mm a probabili-

dade para que três partículas clásicas ocupem o mesmo estado.

Um exame da autofunçto simét¡ica Fara um sistema de t¡ês bósons, encontrado no exemplo 9'3,
most¡agueelacontém3t=3x2xl=6te¡mosdotipo'ra(l)úÉ(2)úr(3)caueacônstantedeno¡ma'
li,zaso uale t /Jjr, no Íazer s = p, = .1 paß situar todos os t¡ês Msons io mesmo estado, a densidade de

probabilidade conterá (31)¡ termos idênticos, mas também estará multiplicada pelo quadrado da cons-

tsnte de nomal¡zacão, (t/v3l):. Asim a probabilidade será maior por um fator (31)¡/3t, do que seria se

existisscm três partícuhs idênticas clássicas no mestno estado. A probabilidade pa¡a o caso de bósons æ¡á

portanto maíor por um fator de 3l a

O resultado do exemplo I l-l pode,.obviamente, se¡ estendido ao caso de ¿ bósons idên'

ticos, no mesmo estado quântico, e deduzido que a probabil¡dade desa ocorréncia será maior

por urn fator de z! =¡(¡ - lxn - 2) . . . l, em comPareÉo coma pfobabil¡dade de uma tål

ocorrência com ¿ p¡utícuJas clássic¿s idênticas. Este resultado pode ser apreciado de um ponto

de vista må¡s út¡l ao respondermos à questão segu¡nte. Se eústem ¿ bósoru num dado estado

quântico fìnal de um sistema, no qual os bósons estão faz€ndo transises entre diferentes es'

tados iniciais para diferentes estados fìnais, qual será a probabilidade de que mais um bóson

; faça uma transiçeo paraesse estado final dado?

Seja P¡ a probabilidade para que o primeiro bóson seja colocado nese estado Particular,
originalmente vazio. Se o efe¡to de reforço que estamos discutindo não existe, a probabilidade

de que haja z bósons nesse estado será s¡mPlesmente a Potência n€ésiÍia de P¡, pois as proba'

bi.üdades de acresc€ntar bósons sucessivos seriam todas idênticas e estes æriam adicionados

independentemente (probabilidades independentes são multiplicatiras). Isto é,

pn=(pry

Mas a probabilidade real pafa que haja n bósons no estado é aumentada e atinge o talor

¡obóson =¿¡ pn=nt. (p.l

A probabilidade real para que haja n * I bósons nesse estado será
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PFfI=(n*l)tPn*,

Como (n + l)! =(n +tl)nl, e comoPn*, =(PrX+ I = (P'XPt = PrPt,teremos

pf.i" = (n+t)ntPnP¡

Pm" = (l +n)PrPfsn

n¡R¡-2 =f12R2+t

Mas llósn é a probabílidade para que haja realmente n bósons no estado' EntÍo, a respostå à

p..gruü. formulaãa "Se existemjá n bósons num dado estado lìnal quântico' . .?"' será (l + n)Pt '

Mas P¡ é a probabilidade de acrescentar-se um bóson qualquer a mais se não ex¡ste reforço.

Concluímos, portanto, que, se /ri existem n bósons num estddo quântico, a probabilidade pdra

que um outro se ¡unte a eles serti aumentada por um fator de (l + n) do que seria essa probabi

Iídade se não houvesse uma uigência qwântíca de indistinpibilídade.

It-3 AS FLNçÕES DE DISTRIBI'IçÃo QUÂNTICAS

O prooesso mais freqüentemente usado para se obter as funções de distribuiça--o compatí-

veis com a exigência de inåistinguibilidade das part ículas quânticas consiste em modificar o pri-

meirO argumento dO Apendic. C, da forma a satisfazer essa exigência, e estender o cálculo

f.r" o ..io de um granåe número de partículas e estados energéticos. Vamos utilizar aqui um

ãutiop,o.rrro, benimais simples, e que está no espírito do segundo argumentô do Apêndice C'

õonsidere, inicialmente, um sistema de partículas clássicds idênticas em equilíbrio tér'

mico. As partíçulas trocam energias.mas agem independentemente' no sentido de que uma

nÍo influencia o comPoftamento específico da outra. Concentre'se em doís estados de energia

particulares 8r e å2, onde o númóro médio de partículæ seja n¡ e n2 respectivamente. Seja

il,-, , taxa média com a qual uma Partícula que se encontra noestado I dosistema fazuma

trånsìçeo para o estado 2 e^R2-1 a tãxa com a qual uma partícula que se encontfa no estado

2 faz-umã tfansição p.r. o.rt.ào l. Tanto Rr*z guanto R2*¡.sfo tâxas por partícula, isto '

l, probabilidades po¡ sègundo por partícula. Assim sendo, a taxa total com que partículas do

sistem.faæmtransipeJt -2-éniRpz,.pois,nr éonúmerodepartículasquetêmopoitu'

nidade de razê-lo, e Rt-z é a probabilidade por segundo de que cada uma delas aproveitará

a oportunidade. A taxa tot.l com que partículas do. sistema tealizam transições 2 +l vale

n2R2- r,
Se essas taxas de transiç¿io totais são iguais, isto é, se

(r I .3)

(ll4)

e se o mesmo ocorrer para todas as taxas de transiçâo totais "para cima" e "para baixo" entre

todos os pares de .rt.ào, de energia das partículas, a população média de .11.t u. desses es'

tados permanecerá, obviamente, constante no tempo. Mas populaçOes mëdías dos estados

constantes é o que caftcterizÀ o equilíbrio térmico. A equaçao (1 14) é uma condição que

garante que o equilibrio, que supomos em todos os argumentos que usaremos' será mantidO'

Em tese, o equilíbrio poAeiia turbe. ser mantido por um balanço ligando entre si difefentes

ciclos de transições, envolvendo poltanto r¡ários estados de energia, ,.--. u¡1 balanço individual

dos pares de taxas de transiFo tot¿ris como em (l l-4). Nlo existe, no entanto, nenhuma evi-

dôncía de que uma tal situação ocorra na prática. Ou, em outros termos, (l l-a) pode scr con.

slderado como ull postulado, denominado balanço detallndo, cuja justifìcaçá'o se encontra no

fato de que lerr¿ a resultados quc concordam com a experiência.
Observe que (l l4) implica em

nl _ Rz*l
t12 Ar-t

(l r.s)

No equilíbrio térmico, a média ou ni¡mero provável nr de partículas em nosso sistema clássí-

co que se encontrará no estado I é dado pela distribuiçã'o de Boltzmann, deduzida no Apen-
dice C. Entro

nr e-etlkT
-- = 

è- e,¡fT

(ll-5).e (l l-7) mostram, portanto, que as laxas de transição por partícuta deverão ter como
Íazão

n1 = n(8 ¡) = 11¿- &1lkT

e da mesma forma para n7. AtazÃo entre as popula$es será entâo

n,R,{Tn = nrRsîn

(r r.6)

(r r-7)

(l t-8)

(r l-e)

Rz-t e- atlkT

Âr-, = e-6,lrr
para partículas clássicæ.

Vamos aplicar agora a condição de equilrbrio térmico (lla) a um sistema de bósons.
Bcreveremos então

onde z¡ e nl são as populações dos estados quânticos considerados r R,{?" e R}jfn sro as

taxas de transição por bóson entre esses estados. Essas taxas poderão ser expressås em termos
das taxas de transiçâo de partículas clássicas simplesmente multiplicando*e as taxas clássicas
pelo fator de reforço (l + n) deduzido na seção I l-2. Isto é, como existe em média n2 bósons
noestadoquântico2quandoatransiçãol+2ocorre,aprobabilidadeporsegundoeporpar-

tícula, RrETn será maior por um fator (l * n2) do que o valor,lt¡-2, taxa que teria uma
partícula clássica que não satisfaz a condição de indistinguibilidade. Como n raria de = 0 (pa-
ra um estado que quâse nunca contém um bóson) a ralores cÂd^vez maiores (para umesta-
do que contém cada vez mais bósons), o fator de aumpnto varia de = I (quase nenhum refor-

ço) a valores cada vez maiores (cada vez maiores reforços). Em resumo, teremos

(r l-10)

e analogamente

R,Ti" = (l +n2)R¡-r
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nrt:T" = (l {rr¡)R2-r

Conrbinando (l l-9),(l l'10) c (l l-l l),obtcnros

(l t.¡ t)

l1(l *rr2)ßt*¡ =rlr(l *l¡!12*¡

rr¡(l *nr) R:-t
n¡(l *4,) Rr*:

Onde usamos (11.8) para determinar a razão das taxas de transição cldssicas por particula e¡¡

termos da Jistribuição dc Boltzmann' A equação (l l -l 2) podc ser expressa

c- tÅtlkT

e- e rlkT
(l t.t 2)

(¡ r-13)

'\

O membro esquerdo dessa igualdade nlo envolvc propriedades do estado 2 e o ntenrbro di¡eito

n¡o conr¿rn piopriedades do estarlo l. Conscqücntenìente, o valor comum de ambos os mem'

bros não pode conter propriedades particulares ¡ nenhum dos dois estados, mas somente uma

propriedaäe.orur rì,núos. Trata-se obviarnentc de algo relacionado à temperatura de equi'

tibrio conrunr I que.existc em anrbos os nre¡trbros' ConcluÍnlos assim que a¡nbos os nlentbros

¿e (r r-r¡) seo igr.rais a algurna função de 2r, que por convenirência escfevefemos como e-û,

onde c = a(7). lgualando o ntenrbro csque rdo a esse valor comum, tetemos

ìtt 
esJkr - 

ttz 
,Ê,rlk7

l{r¡r l*nz

ttt 
,ï;kr = ,-a

I *nr

nt 
= r- (a+erlkr)

I *n¡

ñ t = 1 tê- @+a,lkT) I 
"- 

k+aJkT)

n¡ll - e- (a+a'lkT)7- ,- (a+a,lkT)

,- @+a,lkT) I
nr= r:;:T;lãJkn = Vea,nf ^

Jr

I,

ì
_.\-)

\J
.¡r

t'¡s

rà

I

então

Então

Se uarmos o membro esquerdo de (ll-13), obteremos um resultado totalmente análogo pua

adepenilênciaden2 coms2.Naverdade,esteresultadoéObtidoparaonúmefomédio,oupro'
wível, de bÓsons que ocuPam qualquer estado quântico de energia 8. Assim' teremos
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lsþé rdistribuição tle Bose, que especilìca o número provável de bósons de um sistema, em

cquilíbrio à temperatura I, que ocupará o estado quântico de cncrgia 8.
O mesmo tipo de argumcntação pode ser adotado a um sistenra de lénnions em equi'

tíbrio. Para esas partículas, escreveremos a condição de equilíbrio térmico, (l l4), na forma

n,,clé:lbn = nzRléïbn (il.rs)

onde Rf,é3lbn é a taxa de trursiça'o por férmion entre os estados quânticos I e 2, Rf:Ìt" é

o mesmo para transições 2 + l, nt e n2 são as populações médias de férmions desses estados.

por c¿usa do princípio de exclusão, as populaSes instantáneas de qualquer estado só podem

ser I ou 0. As populações flutuam no tempo, devido à natureza estatística do processo que

mantém o equilíbrio térmico, e têm valores médios dados Por t¡r e ¿2. As taxas de transição

dos férmions podem ser expressas em termos das taxas de partícula clássicas multiplicando{e

simplesmente as taxas clássicæ pelo fator de inibição (l -n)discutido na seçalo ll-2. Interpre-

tando.se n como a população média do estado quântico, (l - n) será o valor médio do fator de

inibiçã'o e isto é tudo o quanto necessitamos. Quando n varia de = 0 (para um estado que

quåsg nunca contém um férmion) a = I þara um estado que quase sempre contém um fér-

¡ruon), o fator de inibição raria de = I (quase nenhuma in¡bição) a = 0 (inibição quase total),

de aco¡do com o princÍpio de exclusalo. Assim terefnos

n@)= -#r .

RléTon = (t -n2)R,-,

RIîî" = (t -n¡)R2,¡

ttt 
ee,lkr =J-ra1*rl-nt l-nz

nr(l -nz) - *r-, =r-"'ll,'=
n2(l - n¡) R,*z e-a'lkr

(r l.r4)

(il-16)

(r l-l 7)

(r r-r8)

(l r.le)

R¡*2 e R2-¡ são as taxas de transição pafa uma partícula clássica que nalo satisfaz a

bndição de indistinguibilidade que leva ao princípio de excltsão para férmions.

Combinando (l l-5), (l 1-6) e (l l-7), obtemos

nr(l - nz)Rr- z = nz(l - nr )Rzr r

onde usamos (11-8) para determinar a ft?Áo entre as taxas de transição clássic¿s por partí'

cula em termos das probabilidades de Boltzmann. A equação (ll-8) pode ser exPressa na

fo¡m¿
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Pelo mesmo raciocínio usado anteriormente, vemos que ambos os membros dessa equaçaort6¡

iguais a alguma funçâo de I, que escreveremos no\amente como e-o, onde a = o(I), lgua.
lando o lado esquerdo a esse valor comum, leremos

âssim

- 
t:- 

,*,lkr - r-o
I -nr

ttt 
=e-(t+6r/k1)

I -nr

n¡ = -nr¿-(ata'lkT) 1r-G+atlkT)

nr [ + e-(â+8,lkTl1 -,-Þ+a,lkTl

onde novamente não escrevemos o índice I porque o mesmo resultado é válido para qualquet
'cstado quântico. Essa é a distríbuiça-o de Fermí, que especifìca o número provdvel ou médio

de férmions de.um sistema, em equilíbrio à temperatura ?n, que ocupará o estado quánticodc

energia 8.

il4 COMPARAç.ÃO ENTRE AS FI.JNçÕES DE DTSTRTBTJTçÃO

Considere inicialmente a distribuição de Boltzmann (l l-6)

n(8) = '4'- 
elkr

Se fizermos a constante multiplicativa,4 igual a e- d,adistribuiçtio de Bolrzmann se esc¡everá

Portanto

-(c+8,/tf) I

lll =
I + e- (r+8,/kf) =Vee,ilry.l

E finalmente

I
n(e")=--;-Ef¡r _

I
n sor"(8) =Vraill

De (l I-l ), vimos que a distríbuiçäo de Bose é dada por

l
n so*(8) =;"e4ET_T

(r r-20)

0t-2tl.
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'í(lt-20) 
nos diz que a dístribuiçtt-o de Fermí é definida por

I
n ¡.-,i(8) = &at-tVT I

.\

(il-23)

|las relapes acima, ,t é a constante dc Boltzmnnn e ?né a tcmperatura de equilíbrio do sislema.

Q parámetro û, para uma dada temperatura e um dado sistema, será especificado pelo número

total de partículas contido no sistcma. No lì¡n do A¡rcndice C, por cxemplo, determinamos

A = e-o para uma forma espccial da distribuiçâ'o de Boltzmann que se aplica a um sistemà de

osciladores harmônicos simples, para o qual dcfinimos tr Box"(8) como a medida da probabili.

dade de se encontrar um osciladorparll'culdr num estado de energia 8. Fncontramos como resul-

lado A = l/,tL Se tivéssemos defìnido n go¡o (G) em termos da probabilidade de se encontrar
qualquer am dos osciladores nesse estado, ou o número provável nesse estado, teríamos obtido
obviamente A =.41 lkT, onde-4/é. o número total de osciladores no sistema. Esta é, funda-

rnentalmentc, a forma pela qual definimos ngo¡r(8) aqui, pois, (ll.2l) dá o número prová-

vel de partículas clássicas no estado dc cnergia 8. Em outras palawas, A é umt constante de

normalizaçfo cujo valor, para um dado 1, ó especificado pelo número total de partículas no

sistema descrito pela distribuição de Boltzmann. O mesmo oconerá, portanto, para o parâ-

metro û que aparece na distribuiçfo. Islo também será válido na distribuiçfo de Bose, lsto é,

c será especifìcado pelo número de bósons no sistema, a uma temperâtura l dada, e essa dis-
tribuiçâo dará o número provável de bósons no estado de energia 8. Â afìrma$o correspon-

dente lambdm se aplica å distribuição de Fermi.

Na ligura I l-1, aparccc a funçfo distribuiçfo dc Boltz.mann em funçã'o da energia, para

t¡ês valorcs dc T e a. Observe que essa distribuiçã'o é uma exponcncial simplcs que cai de um
faßr I le para cada aumento de energia dc /cI, como foi discutido em detalhc no Capítulo l.

Na fìgura I l -2, aparece a funçalo distribuiçã'o de Bose em função da energia, para três

wlores diferentes de ?". Escolhemos a = 0, em todos os casos, de maneira que d = l, e que

0123
8(cV)

FICURA t l.l. Funçâo distlibuiçâo dc Boltzmann em funçío da cnergia, para três valo¡es difcrentes de I c

dc a. Essa funçâ'o é uma exponcncial simplcs, dccaindo de lle pa¡a cada aumento kI da

cncrgia. A energia kI para cada uma des três tcmpeiaturas aparece na parle de cima da figu-

ra. Â figura foi descnhada para um sistema de partículas de mesma densidadc do quc o da

figura I 1.3. A escolha da densidade fixa o valor de a para qualquer temperatura ?"

I
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se aplica a um gás de fótons, a ser discutido ¡nais tarde. Obscrve gue, para energias pcquenaii

em conrparaçâo corn k1n, o ñúmero de partículas por cstado quiintico é maior para a distr¡;

s(ev)

FIGURA 11.2, Funçío distríbuição de Bose em função da energia para três Yalorcs difc¡entcs dc T, sempre

com q = 0. Pua energias grandes em comparaç:lo com /<1, esra fungio se aproxima da forma

exponencial da distribuição de Boltz¡nann, mas part energias pcquenas em conrparaçdo com

kT, ela ê supcrior aos valo¡cs de Boltzmann, tcndendo para o infinito, quando a encrgia se

aproxima dc zcro. A energia kl para cada uma das três lempcraturas aparsce na partc dc cima

da fþuta.

F¡GUR lt-3, Funça-o distribuiçâo de Fe¡mi cm funça-o da encrgia, para quatro valorcs difcrcntes dc led'
O princípío de exclus¡¡lo impõe o lirnitc tle uml partícula por cstado quåntico, A cncrgia de

Fermi 8p dc cada cu¡va aparcce nc partc infcrior da figura e a cncrgia ,tÎ na parte supcrior'

O dcc¡óscin¡o da tunçío, que ocorrc nu¡n intcrvalo dc largura &f cm torno dc 8¡?, tornô'sc

mais lcnto à mcdida quc Â lempcrûtu¡û crcscc. A temFiraturas c cnergias altas, a funçJo

se aproxinra da funçäo distritruiça-o dc lloltznrann. A figura foi fcita para um nü¡tcri¡¡l cuja

densidadc eletrônica é æmclhsnis à do potiissio, de cncrglr rtc ljcrmi aproxinrartamcntc dc

2,1 cV. A escolha da dcnsi¡lads fixa a cncrgil rlc l"crmi c, para uma d¡då tcntpcraturo f, fixa

t¡ntbém o,
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i,u¡øo ¿. Bose do gue para a distr¡buição de Boltzmann. Isto é conseqúência da existência

i. Lrmo - I no denominador da lei de distribui$o de Bose. Para energias grandes em çom-

ifl,,liruc¡o cnm kT, no entanto, a distribuição se aproxit¡u da forma exponencial ca¡acterísti-

'i i"'1^ distribuiça-o de Boltzmann, Pois, nesse intervalo, o termo exponencial em (ti-22) su'ä'ãl ¿¡r,r¡Uuiça-o de Boltzmann, pois, nesse intef lo, o termo exponencial em (ti-22) su-

p€ra de muito o termo - l,Para esse intervalo, o número médio de partículas por estado quánti-

' co é nuito menor do que um'
Na fìgura ll-3, aparece a função distribuição de Fermi em função da energia, para qu.Ír.

tfo valores diferentes deT e u. Como o princípio de excltsão se aPlica aqui, nã'o pode eústir

mais de uma partícula por estado quântico. Isso explica a forma totalmente dilerente das

aurrrr, r baixas energias, em comPafação com as outras duas distribuições, onde não havia

n.nhumr restriøo contra a ocupação múttipla dos estados. Definindo-se a eneryia de Fermi

.oro a¡ = -akT, de forma QU€ 0 = -f"FlkT, podefemos escfevef (l l-23) de forma mais

conveniente, como

I
n P.rr¡ (8)

lsto facilita a interPretaç5'o da função distribuição. Por exemplo, Para estados com I ( 8¡ o

termo exponencial da eqUaçã'o aci¡na é Praticamente nulo a baixas temperaturas e 4p.,-¡ = I'
Bses estados contêm um férmion. Pa¡a estados com I )) 8¡, a exponencial domina o deno'

minador a baixas temperaturas e a distribuição de Fermi se aProxima da distribuição de Boltz'

mann. ObseÍve que, nessc intervalo,o número médio de partículas Por estado quântico é muito

menor do que um. Para I = 8p, o número médio de partículas Por estado quántico é exatamen'

le I 12 em conseqüência da maneira Pela qual foi definido 8p'

Se I = 0, a distribuição de Fermi dá n p"rnu = l para todos os estados com energias infe-

riores a 8¡, € n Fcrm¡ = 0, para todos os demais estados dc energias superiores a 8p. Assim, a

I = 0, os estados de menor energia são preenchidos, a part¡r do limite inferior coloca¡rdo'se

um férmion em cada um dos sucessivos estados de energia mais alta, até que o último férmion

'do sistema ocupe o estado de energia mais alta em 8p. lsto minimiza obviamente a ener8ia

total do sistema, como é esperado à temperatura do zerc absoluto, Observe na fì8r¡ra l1'3 que

patt T 11 ïplk, 8p tem praticamente o mesmo valor que para T = 0. Nessas tempefaturas

--- ¿=-1,0

-¿=-0.1

(tt-24)

t,5

có

:ì;{i
'.ii,i

#'
.,*
.::i.

elkT

FICURA l14. Funções distribuição dc Bolrzmann, Bosc c Fermi em funçá'o de 6lkTPatadoßvzlo¡esdife'

fentesdea,-0,1e-l.0.obse¡vequeaosedesloca¡ascurvastracejadasparaaesquerdade
(-0,1)-(-1,0)=0'gunidades'elascoincidemcxatamentccomascurEscheias'Essaob'
scrvação pode fo¡nece¡ uma oulra viu;o da interpretaç¿:o física de c'

' Bose

Boltz
Fermi ^\ /boseV rBollz\\ \'á\-// öo¡tz
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relativamente baixas, a energia térmica do sistema é utilizada pâre levar férmions de

cuja energia é pouco inferior ao valor de 6p quando I = 0, para estados cuja energia é

superior a esse valor. As mudanças populacionais ficam assim restritas a estados cujas energlag

se situam num intervalo de largura ,tI, pois kT é uma medida da energia térmica por part

TABELA I l-t. Comparação das Três Funções Distribuição

Boltzmann Bose Férmi

äo sistema. O decréscimo de populaçã'o.dos ní'æis de energia inferiores :o 
*lot d: 8p pa1

lis¡¡peratura zero é praticamenle sir.néjri3 ao acréscímo de popula$o dos nívels de_enetgia

,u'*iorcr a csse vator, e então 8¡, definida como a energia para a qual np.* =0,5,Pratiø'

mente nfo muda de valor. Para temperaturas mais altas, 8p cOmcça a se deslocar em direçã'o

a ralores inferiores, à medida que essa simetria começa a desaparecer'

Dcvemos explicitar algumas das característiøs gerais das funções distribuiçá'o. A altas

energias (8 >> kn, quando o número provável de partículæ por estado, na distribuição clás'

sica, é muito menor do que um, as distribuições quânticas se confundem com a distribuiçã'o

clássica. lsto é, nF.*i = nrrJtu. = f Bose << I. A bairas energias (S << eD, quando este nú-

¡¡ero é comparável ou superior a l, as distribuiSes quânticæ se situam de um lado e de outro

da distribuiçã'o clásica. Isto é, np.-t ( nBoto ( nBo*, S nBota ) l. F¡ses comportamenlos

são facilmente detectados na lìgura ll4, onde aparecem as três fun$es distribuiçâo em [un'

cÃo da nzão de energias 8/kT para o mesmo valor de a. Esses comPortamentos s,Io exåta'

;ente aqueles es¡rcrados a partir das considerações feitas na seÉ-o I l-2, Quando n¡o¡¿ (( l,

os efeitos de indistinguibilidade de cluas partículæ idônticas terão muito pouca chance de se

manifestar porque existe pouca probabilidade de quc as duas partículæ estejem no mesmo

estado quântico. Esperamos, portanto, que as distribuições quânticas se supcrponham à dis'

tribuiça-o clássica quando ngo,o ( l. Quando a distribuiçã'o clássica prevêuma_probabilidade

aprcciável para a existênc¡a ãe ma¡s de uma partícula por estado, isto d, n Bon¿ ) l, então essâ

piobabilidade será reduzida Por um fator de inibição, no caso de férmions, e aumentada por

um fator de reforço, no caso de bósons, e assim as distribuições quânticas diverþirão da clás'

sica na maneira indicada pela figura ll4. A tabela ll-l resume os atributos mais imponantes

das 1rês funções distribuiçã'o.

It.5 O CALOR ESPECIFICO DE UM SOLIDO CRISTALINO

ir, Âprcsentarcmos, nessa seç5o, o printeiro de vários exemplos dc aplicação da distribuição

1f;. a. nottrrnrnn a sístemas quânticos. Observou.se, para um sólido, nas primeiras experiencias

,ij.. de calor especrfìco feitas por Dulong e Petit (a temperalura ambiente) um valor semelhante

# oara to¿os os materiaís, cerca de 6 cal/mol-K. tsto é, a quantidadc de encrgia térmica necessá'

Ìd. iir por molécula para aumentar a temperaturâ de um sólido de uma determinada quantidade

¡ parecia ser a mesma, independente da composição química do malerial que compunha o sólido.

i Este resultado era entendido na época no quadro das idéias de estatística clássica seguinte. Exis'

lr

\

I

i--
I

i.:

ia

Características
básicas

Exemplos de

sistemas

Autofunções das

partículas

Função de distri-
buiÉo

Comportamento da

função distribui-

ção em função de

slkr

P¡oblemas específi.

cos de aplicação

neste capítulo

Se aplica a parlí-
culas distinguíveis

Partrculas distinguí-
veis ou aprodma-

çlfo de distribuições
quânticas para

f">> kT

¿r- slkT

Exponencial

Gases a qualquer tem-
peratura; modos
de vibração nui,tt

recipiente isotér-
mico

Se aplica a partË
culas indistlnguí-
veis que nlfo obe-

decem ao princí-
pio de exclusfo

Bósons-part ículas

idênticas de spin

zero ou inteiro

I

,%illk\ I

Para I )),t1, ex-

ponencial

Para I (( rtl, va-

lores superiores

a Boltzmann

Gás de fótons
(cavidade de ra-

diaçã'o); gás de

fônons (calor es-

pecífìco); hélio,
líquido

Se aplica a partí.
culas indistin.
guÍveis que

obedecem âo

princípio de

exclusão

Férmions-partí.
culas idènticas

de spin igual a

inteiros ímpa.
res divididos
por dois

Anti-simétricas
numa tfocå

dos índices das

part ículas

e@-s F)lkT + |

Para I )) k?", ex.

ponencial
quando
I )) 8¡. Se

F"p)) kT,de'
cresce abrupta'

mente em tor'
no de 8¡

Gás de elétrons

(calor esPecífì'

co eletrônico;
potencial de 

.
contacto' emls'

são termoiôni'
ca)

Nenhuma exigência de Simétricas numa
simetria troca de índí.

ces de partículas

?

I

(

r

t

iem /üo (número de Avogadro) átomos num mol. Considera-se que cada átomo executa oscila'

ções harmônicas simples, em tomo dc seu sítio em uma redc cristalina, em trës dimensões de

form qu. cada mol ào sólido tem 3Ns graus de liberdade. A cada grau de liberdade está asso'

ciada uma energia total k?', segundo a lei clássica da equipartiçá'o da energia, de maneira que

E = 3NokT=3RT

oncleR é a 'ionstante 
universal dos gases. O calor específìco a volume constante será entã'o

,tÊ
c.. =- = 3R=6cal/mol-K"dT

Essa é a chamad a lei de Dulong e Petit.
Experiências posteriores mosfraram de forma conclusiva, no entånto, que o calor especí'

fico varia ao se abaìxar a temperatura. Na verdade,o calor específico de todos os sólidos tende
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!.zero, qr¡ando a temperatura diminui, r¡¿riando como ?"r próximo ao zero absoluto. Fo¡
Einstein guem obærvou que o fator kT, da lei dc equipartiçâo clássica, deveria ser substiturdo
Por tü¡l fator que lev¡¡sse em consideraç5o a quantização cnr energia de um oscilador harmônico
sirnples, de fornu andloga ao fcito por Planck no problema de radiação de unra cavidade. Ele
rePresentou um corpo sólido como unta colcçdo de 3.1V6 osciladores ha¡mônicos sinrples, ds

mesrna freqüência fundamentat e substituiu kr pclo resulrado hv¡1!'l*r - l), obrido er¡
(l'26) pcla combinag'o da quantização da energia de Planck e a distribuição de lloltznunn.
Ele encontrou asimI

(l t-2s)

A partir dessa expressâ'o, ele calculou o calor específìco cu = dE/dT e encontrou um acordo
qulitativo com a experiência, a temperaturas razoavelmente baixas. Embora todas as substân.
cias tenham curvas de c, em função de I da mesma forma, é necessário escolher uma freqüên.
cia ca¡acterÍstic¿ v diferente para cada substância para descrçver os resultados experimentais.
Além do maís, a temPeraturas muito baixas, a fórmula de Einstein nâ'o contém o termo em 13
na dependência com a temperatura eúgida pela experiência.

Peter Debye, de uma forma simples e geral, encontrou a abordagem teórica que explicou
com suc€sso os resultados experimentais. Os tratamentos prévios consideravam os átomos
num sólido como se vibrassem indepenclentes uns dos outros. Na realidade, é claro que os
átomos estão fortemente acoplados entre si. Em vez de lr'o átomos vibrando em três dimensões,
independentemente, à mesma freqüência, estanros diante de um sistema de 3y'{s vibrações aco.
pladæ, Um tal problema dinâmico é difícil de ser lratado dirctamente, e também não podemos
usar a estatíst¡ca de paitículas sem interação, pois os átomos interagem forte¡nente. Contudo,
Debye salientou que urna superposição de modos elásticos de vibrações longitudinais do sólido
como um todo (cada modo sendo independente dos demais, como os modos independentes de
dois pendulos acoplados) produz os mesmos movimentos individuais dos átomos que o acopla-
mento real. As vibrações térmicas dos átomos de um sólido são equivalentes a uma grande com.
binaSo de ondas elásticæ estacionária de um grande intervalo de freqüências. As vibrações
atômicas nurnâ rede cristalina aparecem como vibraSes elásticæ macroscópicas que envotvem
o cristal como um todo. O Problema restante é a determinaçâ'o do espectro de freqúências dos
modos el¡lsticos das vibrações longitudinais. Cada modo poderá, portanto, ser tratado como um
oscilador independente, cujos autovalores quantizados são conhecidos. Assim, c,om uma soma,
pode-se obter a energia total do sistcma.

At¡tes de ccintinuar e proccder ao cálculo, devemos salienta¡ que a distribuição de
Boltzmann d aplicável ncsse caso. Na formulação inicial do problema, òs átomos individuais
podem ser tratados como partículas distittguíveis. Os átolnos slo distinguidos uns dos outros
Por sua locelizaçdo espacial nos sítios tta redc do cristal. No cntanto, a hipótese das primeiras
formula$es de que essas partículûs nfo intcragcnr é ol¡via¡ncnte er¡ada. No modelo de Debye,
os átomos sãq substituídos pelos rnodos rlc vibração elásticos do sólido como um todo. Btes
são elementos independentes e quc nâo inreragem: osciladores harmônicos independentes.
A.lém do mais, esses elementos sa? distinguíieis uns dos outros, pois cada modo de vibraçâ'o
(onda estacioniÍria) é caracterizadopor um conjunto de números (n* n, nz) diferente e que

corresPond€ essencialmente aos números dc nós distir¡tos de cada módo ã. vibração. Dois
modos de vibração distintos naio podem ter unl conjunto idêntico desses nú¡neros.

Para obter o espectro de fieqüência ¡los nrodos de vibração, Dcbye considerou que o
sólido se comPorta conlo unr corpo tridinrensional, contínuo e clástico, sendo os modos per'
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¡itidos aqueles correspondentes às úbrações longitudinaís com nós nos limites. Isto é, em

princípio, idêntico ao cálculo dos modos de vibração das ondas eletromagnéticas numa ca-

ii¿a<le, cons¡¿erado na æção l-3. O número de modos com freqüências entre v e v * dv seút

entá'o

4tV -
N(v)dv =-7r" d, (l l-26)

(tr-27a)

(r l -27b)

(r l-28)

ondeuéavelocidadedeondaselásticæeVéovolumedosólido.Estaexpressãoéidêntic¿
t (1.12), exceto que u substitui c e retirou{e um fator 2 porque com ondas longitudinais, dife'

rentemente das transversas, ná'o existem dois estados de polarização. Debye supôs ainda que o nú-

mero de modos é limitado a 3.f/e por mol, o número de graus de liberdade translacionais de

flq átomos, para levar em conta a naturezå atômica de um sólido cristalino. Os modos permi'

tidos va¡iam então em freqüênCia zêro 4 uln valor máúmo v^.Pua obter ym Debye escreve

obtendo

vm

I N(v)dv = 3Ng

:ì¡,,
4rV ^
-;;v"^=3No

/s¡ro \'",^=ul4ovl

Se agora cada modo for tratado como um oscilador unidimensional de energia média I
dada pela quantizaSo de Pla¡rck e pela distribuição de BoltzmaÛi, então

-hvI =.;ñi*r -7
e a energia elástica total do sólico será

um

f hv 4ttVt =J ft;:j-,'a,
Esta expressâ'o pode ser colocåda sob forma mais cor¡pacta se introduzirmos uma va¡iável de

integraçâ'o sem d¡mentior =hvlkT de modo quexm =hvmlkT'Engo

, =#I#+,=#ff)^,Ii*
xmvm
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e, após substituir 4nV lu3 = 9N6lv3^ e alguns símbolos, obremos

Ím

E=3Rr+ f *
x'^J C -l

0

que é a fórmula de Debye.
Como x é uma grandeza sem dimensa:o, hv^lk tem dimensalo dc temperatura. Chama.se

freqüentemente de temperatrtra caraclerística de Debye, O, da substãncia considerada. Çsrn
x^ = @lT, (l l -29) escreve-se

@lr

T4fx3
E=9R æJ ¿_ru, (11.30)

0

e a fòrmula de Debye para o calor específico de um sólído é

dE
-u dr

olr

'^l^H'Ij-,, +o,*,f
A teoria de Debye envolve um parâmetro O que, devido à sua relação com as propriedades elás.

ticas do sólido, pode ser determinado independentemente do calor específico, como veremos

no exemplo I l-2. Usando esses valores determinados independentemente da teoria, obtiveram-se

os excelentes acordos com as medidas experimentais de calor específico ilwtrados na fìgura

I l-5. Em particular, a teoria fomece a dependência em 13 a temperaturas muito baixas.

,ørgnr+rAaa''r

+Al
o CaF,
ÂCu
v Kcl
oNaCl
xPb
oZn

{
l(
94

gJ

0,2 0,4 0,6 0,8 I ,0 I ,2 I '4 I ,6 I ,8 2,0

Tlo

FIGURA ll-5.O calor específico a volume corlstântc, mcdido para difcrentes matcrrais, cm funq:a-o da lem'

peratura. A linha horizontal I rcprcscnta a lci de Dulong c Pct¡t c a curva ll rcPrcsenta ât
- previsões da teo¡ia de Debye.

EXEMPLO II-2
(a) Mostre como O pode ser obtido diretamcnte a parti¡ das propriedadcs clásticas dc um sólido.

Como@ =hvJk,á.".^orobtervmantes.De (ll-27\,v^=u'(9Nol4tV)"t deformaqueo=(/ru/k)
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2,8)K

(r r.29)

(r r.3l)

.gt
'.Y

ii
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(9Nol4rl/)ta. Todas as grandezas que aí apareccm podem ser medidas experimentalrnente, logo o será de-

termirsda pelas medidas de t/ (o rolume molar) e o (a velocidade das ondas etásiicas),

Na eerdedc, como ta$to es ondas longitudinais (de compressâo) quento âs trãnsversâ is (de cis¿thamento)

s€ lransñiteni num sólido e como as velocidadcs rcspccti s são diferentcs, substitui¡ernos u poÍ uma expres-

sa-o mais gcral. Assim, sendo ul e velocidade das ondås longitudinais e u, a velocidade das ondas transve¡gts num

sólido, imporemo s 3N o = (4nVl3 ul )vt'n + (rrllùll2vt^ no lugar d; ( I l -2?a) e onde levamos em conta os

dois cstados de polarização das ondas transverss. Usando isso em (l l -27b)

t lt 2\
u! \ri "ì/

A partir de medidas dc ut e uI, detcrmina*e u. Aparecem abaixo alguns resultadqs obtidos essim para O e rr:

if 'tt

f\

.d.\

Éñ\

ti'

,íi

ì,

t

t

I

t,

¡"1"

(

\-

vm=9,7 x 1012 s-r
vm = 8'3 x l0r2 s-l
vm=4,4 x l0rt s-r

(b) Mostre que quando ?¡- 0, c,,* consl. x ?'!, na rclaçalo de Debyc (ll-31).
Temos

qT

""=*[.É) í;:,,i,#-]
Quando 1 diminui, o/l torna*e muito grandc. Islo ó, rluando 1- 0, OIT - - c o último tcrmo tcndc a zero.

Entío

,,-r^,(:) Ë:,_
e como ¡i r!/(er - l)dx = r'/15, lercmos

l?t' R

"'=, 
"rt

@m o comportamcnto cm 1r exigido a baixãs tcmpcralutâs.
(c) Mostre como o pode ser oblido a pîrtir dos lcsullados dc calor específico
Sc 1= o, então de (l I -31) temos

',= t^V*- - *l = 2,856Â = 5'6? car/mor-K

c po¡tento a lcmperáluÌa dc Dcbye O podc scr tlcfinid¡ como a tcmpc¡âft¡ra na qual cu= 2,856R. Os r¡¿lo¡cs

assim ohti{os saîo comparávcis aos dclcrmin¡clos cm (a) cnconttrndo*c 455K para o fcrro,420K para o

alumínio e 215 K para a prata. ^

Ë notável que um modelo tão simples com o dc Debye dô resultados tfo espetaculares.

O espectro de freqüências dos modos de vibração deve depender da estrutura cristalina parti-

cular do sólido cristalino e deve diferir dos resultados do modelo do continuum de Debye. Tais

Fer¡o O=465K

Alumínio O=395K
Prara o=2t0K
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diferenças cntre os ralores encontrados expcrimcntalmente e as previsões de Debye existem e

podem ser explicados pelas diferençås entre o especlro real e o de Debye, de forma que os fatos
experimentais concernentes ao calor especifico dos sólidos parecem totalmente compreendi-

dos. Consideramos aqui somerìte á contribuiçlo ao calor cspccífico dos sólidos devido às vi-

brafes da rede. Na seção ll-ll, verenros a contribuição dos elétrons livres ao calor espccí.

fìco dc um sólido conduto¡,

I t{ A DISTRTBT,JIçÃO DE BOLTZMANN COMO UMA APROXIMAçÃO ÀS

DISTRIBUTçÕES QU.ÂNTICAS

Vimos que quåndo o número médio de partículas por estado quântico é muito mcnor do

que um, as distribu¡çðes quánticas se confundem com a distribui$o clássica. Particularmente

útil nesa região é o fator de Boltzmønn

nnou(8¡) .- e_GÅz_e^trlkr
z ,o¡, (E r) 

ttr ' (l l'32)

que fomece o número relativo de partículas por estado quiîntico a duas energias diferentes

8¡ e 82, num sistema em equilÍbrio à temperatura T. Já utilizamos essa aproximaçâ'o no exem-

plo 4.7. Ela pode ser aplicada a qualquer sistema quântico com valores de energia maiores do

gue vários kT acima do estado fundamental: os estados são espariamente ocupados e n go¡o é

muito menor do que um. Por exemplo, quando consideramos colisões térmicas de átomos num
gás em equilÍbrio à temperatura I os estados excitados dos átomos são normalmente escassa.

mente populados. Assim, podemos obter a população relativa no equilíbrio de vários estados

em função da temperatura, us¿ndo o lator de Boltzmann. Como as intensidades das linhas es-

pectrais dependem dessas populações, podemos prever a variação das intensidades espectrais com

a temperatura, Com majs freqüência, aplica-se o processo inverso, isto é, partindo do conheci-

mento das intensidades relativas, pode-se detcrminar a temperatura da fonte, como a estrela

cons¡derada no exemplo 4-7, A mesma idéia é apliclvel ao espcctro molecular, como veremos

no Capr'tulo 12.

A distribuiçâ'o de Maxwell das velocidades das moléculas de um gás que se movem livre-

mente dentro de uma caixa i corretamente deduzida a partir da distribuição de Boltzmann por.

que n Botr¿, para todos os estados de partículæ livrcs, é nruito pequeno nas condições existen'

tes wualmente na naturezå enr gases co¡nuns.

EXEMPLO II.3

A técnica d,e ¡essonânciÀ'nuclear magnética é utilizada para sc obtercm informações sobre os campos

magnéticos internos dos solidos. Ela é mais scnsível do que as técnicas químicas, por exemplo, na idcntifica'

ção de impurezas magnéticas num cristal Ela permite sobrctudo a utilÞaçäo dos núcleos como uma sonda pa'

ra se obterem informações sobrc os solidos, assim como os traçadorcs radioalivos sío utilizâdos nos sistcmas

biológicos, Para núcleos de spin diferente de zero, a degencrescência dos nível de ene¡gia com respeitoà orien'

tação dos spin nucleares é levantada pclo ca¡npo nragnético, (lsto ó análogo ao efeito Zeeman.) A absorçalo

r€ssonante da.energia elctrornagnerica ocorrc quando os fótons quc bombardciam o sólido têm aenergia
apropriada pûra excitar transiçõcs cnuc csscs nívcis, A intcnsidade rta absorçaio dcpende da dil'erença de

populaçâo dos nívcis cnvolvidos. Parû ilustrar a scnsit¡ilitlade da tócuica, utili¿e o fato¡ dc lJoltznânn pa¡a

calcular a difcrença cntrc as populaçõcs r¡¡ c r¡ dc dois nívcis à tenrpcratura âmbicnte sc a abs,orça:orsslo-
nantc é dstcctad¡ à froqüência ¡lc l0 Mllz.

O fato¡ ¡le Doltzn¡ann é

,, lglt'fti.f = e-$\ -tà,)lk7. _ n-,

It gu¡¡¿({i¡ ) nl

rl
.t

t

\i ,,,
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trlasf= 300K, 8, - 8, = þv ¿y= l0t s-r. Portanto

n, 
o "-hv¡kr

nr

__ 

"-6,6 
x l0-¡' J* x 101 s-¡/l I x lO-rt J.K-¡ x 300 K

= r-l,6xl0-Ó = t - l,6x l0-ó

'Lago

n.
l -i = l,6 x l0-ó

nr

ou

nt - n" 
=1.6 x to-.

nr

Assim uma diferença populaclonal de menos d€ duas partcs em um milha:o é dctcctável, o que ilustra bem a

alta ænsibilidade da técnica de RNM, O fator de Boltzmann é aplicável aqui porque a populaç:Ìo é espalhada

em vá¡ios níveis próximos, e, portanto, tanto ¿¡ quanto r. são peguenos. 
^

II.7 O LASER

Vimos na seça:o anterior que o número relativo de partículas por estado quântico em duas

energias diferentes de um sistema em equilíbrio térmico à temperatura T é dado, em certas cir-

cunstâncias, pelo fator de Boltzmann, ¿-(&z - at)lkT, Usaremos esse resultado para explicar
o conportamento de um dispositivo extremamente impolante denominado um laser, das ini-

cias de Eght anpliftcation by stimulated e¡nissions of rudiation [amplificação da luz por emis-

são estimul¿da de radiação], Um nuse¡ é o sistema análogo que opera na regiã'o de microondas
do espectro eletrornagnét¡co.

.. Considere as transiSes entre do¡s estados energéticos de um átomo na presençå de um
campo eletromagnétien, Na figura lló, ilustramos de forma esquemáticå os três processos de

transição, respectivamente, emissão estimulada, absorção estimulada e emisúo espontânea. Nz
em¡ssão espontânea, o átomo inicial¡nente no estado de energia super¡or 8r decai para o nível
de energia mais baixa 8¡ comaemissã'ode um fóton de freqüênciay =(Ez - 8r)/r. (O tempo
de vida médio de um átomo na n¡aioria dos estados excitados é da ordem de l0-8 s, Alguns
decaimentos podem ser bem m¿is lentos, sendo os estados excitados denominados neste caso de
metætáveis. O tempo de vida médio pode ser então até da ordem de l0-3 s.)Noprocessode
absorçã'o estimulada, um fóton incidente de freqüência u, de.um campo eletromagnético aplica-
do ao átomo, estimula o átomo a faz¡,r uma transição do estado de energia inferior para o supe-
rior, ændo o fóton absorvido pelo átomo. No processo de ernisão estimulada, um fóton inci-
dente de freqüência y estimula o átomo a fazer uma transição do estado de energia mais alta
para o de menor energia;o átomo retorna ao estado de energia mais baixa e dois fótons de mes-
ma freqüência, o incidente e o emitido, emergem.

O processo de absorçâ'o e emissã'o esti¡nuladas de energia eletromagnética por sistemæ guan'
tizados pode ær considerado como o análogo da emissa--o e absorçã'o de eneÎgia mecánica por um
sistema ressoru¡nte clássico sobre o qual atua uma força periódica mecánic¿ de mesma fregüência
do que a freqüência natural do sistema, Num sistema mccánico dcsse tipo, energia pode ser absorvi-
da ou retirada, dependendo das fascs retat¡vas do movimento do sistema e da força externa. O pro-
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FIGIJRA tl{l, llustraçlo do (a) processo de emissalo espontânea, (b) psocesso de aborçalo estimulada c (c)

processo de emissa:o esliñulada, para dois estados de energia de um átomo'

cesso de emissão espontânea, porém, é um efeito eminentemente quântico, Como foi dlscutido

na seção 8-?, a eletrodinâmica quântica mostra que existem flutuaFes no campo eletromagné'

tico. Por causa da energia de Ponto zero do campo eletromagnético, essas flutuaÉes oconem

mesmo quando classicamente não existe campo aplicado. São essas flutuaøes que induzêm a

emissã'o cspontânea de radiaçáo dos átomos em estados excitados. Todos os três processos são,

portanto, resultad'o da interaç1to da radiação com o átomo'
Vamos mostrar agora como estes trés procesos estão relecionâdos quantitatiramentc.

Seja p(u) a densidade de energia espectral da radiaçfo eletromagnética aplicada ao átomo. Su'

ponha que existem nr átomos no estado de energia 8¡ e n2 outros no estado de energia 81,

onde 82 ) 8r. A probabilidade por átomo e por unidade de tempo, ou taxrl de translção por

átomo, de que um átomo no estado I faça uma transição para o €stado 2 (absorção estimulada)

será obyiamente proporcional à densidade de energia p(u) da radiação aplicada, na freqäência

y=(8r -e-)lh.Naseção8-?argumentamosemostramosqueataxâdetransiçãoPerâemie
são estimulada também é proporcional à p(rr). Mas, tânbém como explicamos na seç.¿fo 8'7'

a taxa de transi$o para emissão espontânea não contém p(r), porque esse.processo nfo enrcl'

\æ o campo eletfomagnético aplicado.

As taxas de transição dependem também das característicæ detalhadas dos estados at&

micos I e 2 através do elemento de matriz do momento de dipolo elétfico (842). A probabl'

lidade por unidade de tempo para uma transição do estado I ao estado 2 pode assim sef escn'

ta como

R1-2 =Bep(v)

onde 8¡2 é um coeficiente que inclui a dependência nas caraçterísticas dos estados

probabilidade total por unidade de temPo de que um átomo no estado 2 fará uma

500

( I t-33)

le2'A
transição

ï pr. o estado I é a soma de dois termos, a probabilidade por unidade de tempo A 2¡ de em.ls.

{ são espontânea e a probabilidade por unidade de tempo Bnp(v) de emissão estimulada. Aqui
: 

tarnbérn, A21 e 821 sâo coefìcientes cujos valores dependem das ca¡acterísticas dos estados I e

2,alravés dos elementos de matriz apropriados. Assim

R7-1=421 +821p(v) (r r-34)

Observe mais uma vez que a emissão espontânea ocorre com uma taxa independente de p(v),

enquanto que a emissão estimulada ocone numa taxa proporcional a p(r).
Se considerarmos agora que os nl átomos no estado I e os n, átomos no estado 2 do sis-

tefna estão em equillbrio térmico â temperatwâ ?n com o campo de ndiaçâo de densidade de

energia p(v), então a taxa total de absorSo do sistema nrRr*u e a taxa total de emissfo

n7R2-l devem ser iguais, como em (l l4). Isto é

n¡R¡-2 = n2R7-1 (r r-3s)

Teremos então

nrB12p(v)= n7[A21 + B21pþ)l
.

Explicitando p(u) nesta equação obtemos

Azt

p(,, =;T, (rt.36)

^tBrr-'
agora que podemos usar o fator de Boltzmann (l l-32), com åv = 8¡ - 8¡, para

nt 
= ,{*r-or)lkr =rhvlkr

h2

e com islo (l l -36) se escreve

Att
Bzt

plvt =_ (ll-37)
!"- ro,lr, - ,
Btt

Esta equaS'o, fornecendo a densidade de energia cspcctral de radiação de freqüência I que está

cm equilíbrio térmico à temperatura I com átomos de energias 8¡ e 82, deræ ser consistente

com o espectro de radiaçã'o do corpo ncgro dc Planck, (l-27)

k

t
{
f'

I
rl"'

\"-

pr(v\=+(r"+)
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Concluimos daí que

Estes resultados foram obtidos pela plimeira vezpoÍ Einstein em l9l7 e são Por isso denomi'

nados coefícientes A e B de Elnstein. observe que esse raciocínio não fornece os valores dos

Coeficientes, mæ sirnplesme nle A tazão entre eies. Todavia, se determinarmos o coeficiente

A2¡ de emissâ,o espontânea a partir da mecânica quåntica, usando as técnicas da seçâ.o 8.?,

obleremos então os demais coeficientes usando essas fó¡mulas'

Mas existem outras cons¡derações físicas a sefem feitas aqui' Primeiramente' encontfamos

com (l1.38) que os coeficientes de emiss¡o estimulada e absorçã'o estimulada sã'o iguais' Em se'

guida,vimosqueafazÍoentreocoelìcientedeemissãoespontâneaeocoeficientedeemissão
estimulada varia com a freqüência em u3 (l l-39). lsso significa, por exemplo, que quanto maior

for a diferença de energia entre os dois estados, maior será a probabilidade de emissão espon'

tânea comparada com a emissão estimulada. A equåção (843) mostra que u3 aparece nessa¡azão

pofgue o iróprio l2¡ é proporcional a yr. um-outro rcsultado ainda, é que podemos obtera

iuø.ä ,nri. a prou.uitio.ae A21 de emissão esporìtâ¡rca e a probabilidade B¿r(v) de emissão

estimulada, exPlicitantente

Btz 
= l (u.38)

Bzt

Ar, =gg (ll-3e)
B^ c3

Ar, 
= ehvlkT _l

BuPQ)

taxa <le crnissã'o tt24r, * nzBztp(v)

taxa <tc absorçrio n¡B r2Pþ)

=[,. i^Å;
Seosestadosdeenergiasrotaisqueg2 -tår <<kr, outw11kT,(rr40)mostraquePodÊ'

mos desprezar o scgundo ternro no parôntcscs, nìuilo Pequeno tli¡nte tle um e obtetìlos e¡ltão

50?

Isto mostra gue' Pafa átomos em equilíbrio térmico com a radiaçÍÍo, a emissâ,o-espontâneaé

muito mais provável do que a em¡ssão estimulada se åy Þ kI. Como essa condiçã'o æ apliø

a transições eletrõnicæ tanto em átomos como em moléculas, a emissão estimulada pode ser

desprezadaemtaistransiçoes.Aemisã'oestimuladapode'noentanto'sersignificativase
¡v=kTepodeserpreponderanteselwllkT,condiçcoqueseaplica'àtemPeraturaambien'
te, a transit'es atômicas na região de microondas do espectro, onde v é relativamente pcquena'

grtu*ot em condiç5o, a-gora, dc entc¡¡dcr o conccito que está por trás de lasers e tnasefs''

Em geral, a faz'o entfe a taxJde emissão e a taxa de absorça'o pode ær escrita conro n2R2-tl

14¡R¡-2 OU
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(1r40)

(l l4l)

ql
(1142) il

taxa de absorção n¡ 
ll

Bte resultado é geral, na,.medida em que não supusemos a existência de uma situação ae equi- 
'li

líbrio. No caso de equttrorio térmico, quando o fator de Boltzmann se aplica' esPeramos que il

n2 1n1.Mas em ,¡tutço"'io'u-åo tquiiiU'io' qualquer razão é em princípio possível' Se então 
T

tivermos um mero o. ,nu.rt.lîpopiu'uo norÅal åos estados de forma que rz ) nr' aemis' :

sã.o ærá maior do qu..,.äaL'.-u'rorcäo. rc,o signifìca que a radiação aplicada de freqüência

v = (82 - 8r)//¡ ter¿ su'-¡"ten'iaaa| o^pti¡ciao pelo processo de interaçá'o' saindo muito

¡nais radiação oo gu. .ntrr. È.claro que um tal processo reduzirá a população do estado supe'

rior até que o equilíbrio se restabeleça' Para manter ? nro^cestt é 
":::::á1i:^î:ti 

algum méto'

do para conservar 
^ 

i^*nã"-;;-;iiil"ca" dos.esrados. os dispositivos que realizam isto são

chamados lasers ou rn',"',-¿tptn¿tn¿o ¿a-reqião..do espectro eletromagnético em que oPe'

lam. Deve'se in¡etar energiå no 'i't"t' 
mais ireqüentemente por um método' a ser descrito

maistarde,denominadobombeamenioóticoeasaídaéumfeixederadia$ointenso'coe.
,.ni. . tnonoatomático, como passaremos a explicar'-

Nas fontes de luz atômiäs comuns existe uma relação aleatória entre as fæes dos fótons

emitidos Por átomos ¿ifercnit' de forma que a radiação resultante i llilf,l1: 
A razão diso

éainexistênciadeumacorretaçãoentreos-instantes,,nqu.o'átomostransicionam.Nasfontes
de luz de lasers, por outro hdå, os átomos irradiam em fase com a radiação íncidente porque

suasoscilasesdecargaestãoemfasecomaradiação.Comoumlaseraradiaçãoindr¡zidaéum
;;;.;;;;ùil . .orr.ñ,. roim.¿o peta reflexÍo enrfe as extremidades de uma célula ressonante'

osfótonsemitidosestarãotodos,,nf.,".agíndocoerentemente.Ãintensidaderesultante,que
éoquadradodasamplitudescombinadasconstrutivaÍiente,éconseqüentementealta.osesta.
dosentre os quais r, ¿ao-u, tru*ùã.r rt" umestado superior metastável, cujo tempo devida

relativamente longo permite que seja altamente populadå e o estado fundamental inferior' de

tempo de vida infinitamen;ì;;;;:D";;i"lipiåi' i:::'.',:::::1:":":'l::::ff;"Hå:,f', |!,]fi: ä ;;i ää;" superioi, conctuimos que a inceftez¿ na diferença de energía entre os

#1 estados é pequena e a freqüincia da radiação emitida é altamente monocromática' Nos dispo'

H sitivos práticos, " 
f.i*;'ä;ü; eiälirìi*t, . pioprieaaOt de cocrência permitindo obter

Æ uma quase perfeita .ofin'.þo ou.focalização. tsto åfoiça :¡inda mais a. concentração de densi'

.ç dade de energia. uma inaiåaEo da concentração o. ,n.igi. num feixe de.laser é dada pelo fato

trr de que um laser com Potência menor do qu' utt tampãaa comum de iluminação pode fazer

frtr um buraco numa Placa de metal'

.*l 
""'"'N.u-i ;;;;; ã. ,r,.¿o sólido que opera com um cristal de rubi, alguns átomos de Al nas'

l# moléculas de Al2O3 são substituídos po, átorno, de Cr. Bsas "impurezas" atônricasdeCrex'

Itt plicarn a ação do laser. Na figura t l-? mostfamosrrma uersão srmplifica a do esquema de níveis

lT de energia do cromo, (o nível mais alto é na verdade um multiplete:) o nível de energia 8¡ é

ln i;il;a;'"ä" , o nível de energia 83 é o estado de energia mais alta instável com um

I öffi;;ääi; 
-lól' 

Ð, sendõ a-diferença de energia a'. slïlt'spondente a um

i comprimento de onda ã. o'¿"'át 5500 4' o niu"ì ã' co¡r-tsnond¡ 1^:Ïi"tttuo 
excitado in'

, 
te¡¡nediário, metastável, cujo tempo de vida num iecaimento espontâneo é de cerca de

i¡ 3 x l0-3 s. se os átomos de cromo estivefem ernequilíbrio térmi-co a população dos estados

ii será tal que n3 1 n7 1n ¡ ' "tlombeando" com f;;;çã; de 5500 '{ do comprimento de onda'

estimula+e a absorso de fótons pelos átomos dr c;;; estado fundamental, aumentando assim

a populaça-o ¿o .rr.¿oì-u ,î.ø.'a, u O.rpoputanåo o est.¿o de energia 8¡ ' Emissã'o espontâ-

nea, rrazcndo átomos Oo *rt.¿ä ¡ aó esta¿o i,relor4a ocupaçab 9tu: ::t:-d" 
que tem temPo

de vida relatiramente longo. O resultado derr. bo*bJumento Oiico é o aumento de n2 e a dimi'

nuiç6o de rt¡, de forma que n2 ) rr e aParece æ'im uma inversã'o de popula$o' Quandoum



átomo tfansiciona do estado 2 ao estado l, o fóton emitido, de comprimento de onda 6943 Â,

rai estimula¡ novas transições. A emissfo estimulada vai dominar a absorfo estimulada (porque

n2 ) n) e a produção de fótons de comprimento de onda 69434 ærá muito reforçada. Ob-

tém6e um feixe coerente monocromático intensifìcado'

Na prática, o laser de rubi é um bastão cilíndrico com extremidades oticamente planas,

paralelas e refletoras, uma delæ sendo só parcialmente refletora, como apârec€ na figura ll.?.
Os fótons emitidos que n¿fo se deslocam ao longo do eixo escaPam pelos lados antes de serem

citpít:æs de estimular muitas emissões. Mas os fótons que se mo1æm exatamente na direção do

cixo slto refletidos várias vezes e são capazes de estimular emissões repetidamente. Assim o nri.

mero de fótons cresce rapidamente e os que escapam pela extremidade parcialmente refletora

produzem um feixe unidirecional de grande intensidade e comprimento de onda altamente de-

finido.

Estado de vida curta

Decaimento espontâneo

Estado metastávcl

Radiação de

bombeamento #
5500 Â

emissio
estimulada

6943 A

Estado fu.damental

FIGURA ll-7.8m cimo;Os níveis de energia dos átomos de cromo quc sâo relevantcs para a compreensão

do lase¡ de rubi, o estado 3 é muito largo em chefSia (aE grande) porque tem vida cutla

(af pequeño). o estado 2 é muiro estreito (aE pequeno) porque tem vida longa (ôl grande).

O bombeamento ótico teva os átomos do estado fundamenlat I patã o cstado excilâdo 3, t
. largura do último facilitando o processo. Um dccaimento espontâneo ocorre enla:o Para o

estado 2, a energia liberada se ttansforma em gerat em energia mecånic¿ no ctistal dc.rubi

em vez de radiaçfo de fótons, Finalmente, o estado 2 dccai pan o estado fundamcntal' ou

através de emissei espontânea ou através de emissío estimulada devida a fótons de outras

transições do mesmo ìipo. Co*o o estado 2 é muito estreito e o estådo fundamental é infi'

nitamente estreito, essa radiaçalo scrá extrcmamente monocromática, Emhdìxo; Um esque'

ma do lase¡ de rubi, evidenciando a lâmpada de bombe¿mcnto ótico, a sarda dos fótons

que não se movem axialmcntc, o crescimcnto do número de fótons que se dcsloc¿m na di

reçâo do eixo e quc salo repetidamenlc ¡eflctidos estimulando mais emissõcs c finalrnente

a iração de fótoniaxiais que escapam pelo espclho scmitranspa¡cnte de uma das extrcmidâ'

des.

<n4

f Bsa descrigfo lembra a conclusão da seçifo I l-2 de quc n bósons que já se encontram

nurn estâdo quântico vâ'o reforçår a probabilidade p¡ra que um outro se junte a eles por um

fator de (l + n). A conchlslio se aplica aos fótons nos estados quânticos do bastÍo cilíndrico,

pois fótons slo bósons. É possível deænvolvc¡ a teoria básica do laser pela aplicação da distri-

úuiçfo de Bose aos estados quânticos do fotons, em vez de aplilar a distribuiçã'o de Boltzmann

aos estados quânticos dos átomos, como foi feito acíma. Mas os dois tratamentos slfo relacio-

nados (como é de se esperar pois levam ao mesmo resultado) porque a densidade de energia

p(r) de (l l-34) é proporcional ao número ¿ de fótons num estado de energia åv de maneira

que essa equação é muito æmelhante às equa@es de reforço, (l l.l0) ou (l t-l l), que utlliza-

mos ao deduzír a distribuiçá'o de Bose. Além do mais, (ll-35) é idêntica à condição (ll-14)
de equilíbrio térmico utilizada na deduçâ'o da distribuição de Bose.

De maneira geral, um laser é um dispositivo onde um material é preparado para que o

mais alto de dois níveis de energia seja mais densamente populado do que o nível de energia

mais baixo, e o material é fechado numa cavidade ressonante de resposta rÁpida.D sistema pro.

duz radiação coerente nas freqÍiências comuns da cavidade e da diferença de energia entre os

nfveis. Existe atualmente uma vasta rariedade de lasers - lasers de gás, lasers lfquidos e de esta-

do sólido - cobrindo várias regiões do espectro eletromagnético, A natureza coerente e intensa

da radiaçf,o por eles produzida tevou a um número crescente de aplicações em campos tais

como ridioastronomia, espectroscopia de microonda, fotografia, biofísica e comunicações.

ItS O CÁS DE FÓTONS

Nesta seção, começâremos a estudar aplicações da distribuição de Bose. A primeira será

a deduçâo do espectro de radiação da cavidade de um corpo negro obtida por Planck, onde os

fótons em equilíbrio térmico com as parcdes da cavidade à temperatura I são tratados como.

um gás de fótons governados pela distribuiçã'o de Bose. Segundo (ll-27),essa distribuição æ es-

I
n\F")==-;f-

e-'-'kr - |

A discussão que segue a (ll-22) mostra que o valor do parâmetro c é especificado pelo núme.
ro total de partrculas contido no sistema governado pela distribuição. Mæ, para o caso em ques-

tão, o número total de partícutas do sistema nÍo é constante. Um fóton pode ser totalmente

absorvido quando ele bate na parede da cavidade, ou a parede quente pode, em outro instante
qualquer, emitir um novo fóton. Assim, para um iistema de fótons, a distribuiçáo nÍo pode

conter o termo eo. Isto é, ¿ distribuiçtÌo de ßose para fótons (ou outros bósons que podem ser

criados ou destruídos dentro do sistema) deve ter a forma

li.

q

(.

L

' ':.

\

.:

\i.

t
;

l.

I
tlÍ

I
n(t')= 

"ç, ,
(u43)

O número de partículas no sistema especilìcou de fato o talor de Q: como o número varia é

necessá.rio 9ue a = 0, e então ê = l. A confirmação da validade dessa argumentação será ob-

tida adiante.

Se N(å) d8 for o número de estados quånticos para fótons na cavidade, no intervalo de

energiadeSaS*d6,en(8)scndoonúmeroprováveldefótonsPorestadoquântico,opro-

u[,:; 
l:,

.: iii,iii: iii
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duto n(8)i/(8) d8, duá o número de fótons no intenalo de energia. Contudo, //(8)d8 para

a radiação confìnada numa cavidade já foi calculado por argumentos geométricos no exemplo

l-3, embora a linguagem então seja diferente da que estamos empregando agora: lá falamos

de radiação como ondas e aqui falamos da radiação em termos de partículæ (fótons). Encon.

tramos lá

SttV
N(v)dv =---vz dv

onde lzé o volume da cavidade e v é a freqü€ncia da onda contida na cavidadc. Usando a re-

laçalo fam,iliar I = ltv para a encrgia do fóton associado, encontraremos aqui, depois de mul.
tiplicar e dividir os tcr¡nos v2 dv por h3 ,

8.lV 82 dfì,
//(8)dG = (r 144)

Fazendo o produto desa expressâo por n(8), multiplicando pela energia I associada a cada

fóton e enta-o dividindo pelo volume'l/ da cavidade, teremos

PrG) tls - 
8n(s){{6)ds 8n83 d8

,\, V = 
caltkeøf -¡

ondep¡(8)d8 é a energia por unidadc dc volunre no intcrvalo de energia de I a I +d8.0
espectro de Planck surge inrediatamcrìte ao usarnros a relaçio tì' = hv para exprimir {i ent

termos de v. Assinl

Sttvz ltv
p7Q)ttv= 

¿ rn;¡¡y-,tw
(il45)

\ .,.

t...

A equação (1145) é identica a (l-27), obtida no Capítulo I e verificada experimental'

mente. Observe que essa verificaçã'o co¡rfir¡na a validadc da distribuição de Dose para fótons

(1t43). Na deduçlo de Planck, a radiação é um conjunto de ondas conlìnadas na cavidade.

Cada uma dessas o¡rdas estaciondrias é um modo rlc vibraça-o quc é distinguívcl de todos os

outros, como no caso dos modos de vibração da ¡cde no modelo de Debye, e portânto é vá'

Iido aplicar a distribuiçâ'o de lìoltzmann. Na deduçâ'o atual, a radiação na cavidade é urn con'

junto de partÍcu¡as indistinguÍveis, fótons, para os quais se deve aplicar a distribuição de Bose,

T I.9 O GÃS DE FÔNONS

Fomos capazes de utilizar a dualidade onda-partícula para radiação elctromagnética ao

deduzirmos a distribuíçâ'o de radiaçâo termicanrente excitada numa cavidade tanto com uma

descrição de onda como com unra descrição de partícula. Analogamente, a distribuiçã'o de

vibragÕes elásticas excitadas termicamente nurn sólido pode ser deduzida aplicando-sc a duali'

dade onda-partícula para radiaça-o acústica. Assi¡n conto t¡s fótons sdo os "quanta" de radiaçâo

eletronragnética,, os f(tnons são os "quanta" úc radiaç'äo acústica, Assim como os fótons são

emitidos e absorvidos pelas víbrapes dos átolnos nas paredcs das cavi<iades, os fönons são enú'

tidos e absorvirJos pelos átonlos vibrando Èm tonìo rlos ¡nntos da rede cristalina nu¡n sólido'

As fontes dos dois tipos de radiação sâ'o quantizadas de for¡na quc as perdas ou ganlros de

energiit sfo discretos, A quantidade dc energia transfc¡ida de forma discrcta através do siste'
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ma t.m um valor igual a /ru, onde v é a freqüência das vibra@es acústicas para fônons e das

øútupæ eletromagnéticas Para fótons. Analogamente aos fótons cujo número não é fixo

ou conservado, também o número de fônons não se conserva ou perrnanec¿ fixo. A distri'

UuiE'o A. Bose com c = 0, isto é, (1 143), se aplica a fônons e fótons. Existem, é claro, dife-

renças entre os fônons e os fótons. Os fótons, por exemplo, se propagam no vácuo enquanto

oue os fônons se propagam através da rede cristalina. Isso leva a relafes energ¡a-momento
jiferentes, assunto ao qual retomaremos num capítulo Posterior.

A fórmula do calor específìco de Debye pode ser deduzid¿ a partir de uma descrição

de fônons regida por uma d¡stribuiçã'o de Bose de forma análoga à dedução da fórmula do

espectro de Planck feita uando-se a distribui@o de Bose para fótons. Isto é, a dualidade onda-

Dartícula para radia$'o acústica pode ser usada como antes usou-se a dualidade onda-partícula

para a :radiaçto eletromagnética. Não reproduziremos aqui o cálculo com fônons porque ele é

iotalmente análogo ao cálculo feito com fótons e não leva a nenhum resultado novo. O sólido

contém um gris de fônons assi¡n como a cavidade continha um gás de fótons'

lt-10 A CoNDENSAçÃO DE BOSE E O HÉLIO LIQIJIDO

Vamos exemplificar aqui uma aplicação da distribuição de Bose a um gás ideal para com'

parar os comportamentos quánticos e clássicos de um gás. Como aplicação prática ramos

considerar as notáveis Propriedades do hélio I íquido.

A forma geral da distribuição de Bose é

Para aplicar esta fórmula a bósons cujo número totallnum dado sistema petmanece ftxo,

devemos determinar o parâmetro a. Isto é feito impondo'se

onde /f(8)d8 é o número de estados quánticos do sistema no intervalo de energia entre I e

8+d8en(S)éonúmerodebósor¡sporestadoquântico,eaintegralésimplesmenteo
núme¡o totall{Usando (l t46) teremos

;[ = ln(s)/ú(6)ds
0

I
n(8) = e"¿ør;

ï r<*lotr= JVesi*r -,
o

(1146)

(l147)

tr
'¡1þ.

l'Ìr:l:
.{'

Para prosseguir, teremos de determinar /i(S)dS, o número de estados no intervalo de

energia entre I e I * dE, para um gás ideal. Suponha que as partículas de gás se encontram

num cubo de lado a. A energia potencial de uma partícula nunu ca¡xa tridimensional desse

tipo é a de um poço quadfado tridimensional infìnito. A equação de Sctuoedinger para um

poço de potencial guadrado infinito e unidimensional foi resolvida na seçâ'o 6-8, levando a

energias permitidas 8n = (h2 l8ma2¡n2. Por uma simples extenslo do cálculo encontra6e que

as energias I permitidas para um poço tridimensional sã'o
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onde os nl¡meros quânticos nx, ny e n, são inteiros positivos. O ntlmero de Qstados num inter.

mlo de energia dado pode ser obiido marcando*e os estados permitidos num espaço definido

þlos eixos n* nv e n, (que serão Pontos de coordenadas positivas n* n, e nr) e contando{s.

Fizemos isso. nuir contexto diferente, para o cálculo do exemplo l-3. Nessa ocasillo definimos

r = r,@S +Qe encontramos em (1.15) que o número de estados para r entre r e r * dr
eld

rl dr
N(r) dr 

,

O mesmo ocorre aqui. Traduziremos isso na forma desejada aqui,I/(8)d8, usando (l148) para

escrever

c tomando esta equâçâo e sua diferencial para calcular

nrz dr _ n 
I 
j) '''' 

to,o o^ =!4 (z^r\,,r8r,2 da
2 4 \ïma'/ h'

O número de estados quando I se sittra entre I e I * d8 será então

4¡V
¡/(å)d8 =::--12m1\tt2 8tt2 d& (1149)

h"

ændo V=a3,o volume da caixa.

Se combina¡mos este resultado com (l 147) e integrarmos obteremos

i

(l148)

(2nmkT)Y2 V -^.r =--1;- e - *#f +þ,-'"+ "

.h2
f" = -------':r'

8ma'

)(

Para simplifìcar o aspecto dessa equação, façamos e- o 
= A para que possamos escrever

(r l-50)

Para valores grandes da massa m e eltas temPeraturas T, A deve¡â ser muito pequenojá querl

é fixo, Nese cÍ¡so, os termos maiofes do que a primeira potência eml podem ser desprezados.

Mas valores grandes de m e altas temp€raturas devem conesponder à região clássic¿. De falo'

rerifìcamos que o primeiro termo fornece o resultado clássico de Boltzmann

,=9#2a(r**n*#n,. )

(2¡mkTlY2 v
.,tr =--j-a

s08
509

Observe que I =e*o é proporcional ållcomo no resultado de Boltzmann para um sistema

de oscíladores clássicos discutido em seguida a (ll-23). Obserw também que concluímosaqui

que como,,l/'é fixo, a deve ser muito grande (pois,.{ é muito peqtreno), o oposto de nossa con-

clusão de que c seria zeÍo par^ um sistema de bósons no qruø.l -rl"uaria'
Se calcularmos agora a energia total E dc um gás ideal de

obteremos

n = e#h*=,-"

,=e#Lrerùr(r + #n**". )

-E 3 f I rrh3 IE=T=-krl, -A, n_;*., 1

i

(r l-st)

t

I.

\

t

r
E = | 8"(8)¡/(8)d8

o

{

r

(l r-s2)

Mais uma vez o resultado clássico aparece para valores muito pequenos de.4. Desprezando

termos aléin da primeira potência emA eusando(ll-51),teremos E=(31Ð"4fkT.Isocor'
responde a um valor médio de energia por partícula El¿{igr'le.l a (312)kT, que é o resultado da

equipartição clássica da energia para um movimento de translaçÍo tridimensional. O resultado

geral de Bose para a energia média por partícula, obtido dividindo*e (l l-52) por (l 1"50)' é' ao

se considcrar termos até I 2 
,

f^
n
f'"

(r r.s3)

O termo que se segue a I na expressão em parênteses de (ll-53) corresponde ao desvio

do gás de Bose do comportamento de um gás clássico. Isto é algumas'æzeschamado deefeíto

de degenerescêncø. (Esse efeito de degenerescência, ou degenerescência do gás, não está relâ'

cionado com a degenerescência que descreve diferentes estados quánticos com â mesma ener'

. gia.) A equação (ll-53), que despreza termos de ordem mais elevada, Pertencc ao caso de de'

generescência fraca, Note que o termo de degeneresoência ê negatívo, de modo que a energia

média por partícuta é menor para um gás de bósons do que para um gás clásico. Isso cones'

ponde aos resultados obtidos anteriormente onde encontramos uma maior probàbilidade

para que duas partículas estejam num mesmo estado de energia na distribuição de Bose do que

na distribuição de Boltzmann, os estados de energia mais baixa sendo conseqüentemente mais

ocúpados no gás de Bose do que no gás clássico. Fisicamente isto se manifesta, por exemplo,

por uma pressâ'o do gás menor (momentp médio menor) à mesma temperaturâ num gás de

Bose do que num gás clássico.

EXEMPLO I I.4

Scmpre que a disrância média entrc parlículas for comparável ou t'nenor do quc o comprimento de

onda de dc Broglic âssociîdo ås partículas, a uma dada tempcratura' dcvemos esperar.obserw¡ efeitos ondu'

lató¡ios, isto ó, efcitos quânticos, num sìstcma dc partículas. Mostrc que essc c¡ité¡io leva à exigência de que
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o termo de degencrcscência-t 'ht /V(2xmk7)',¡ naio se¡a dcsprczível di¡nrc de , ,. ," Ou,r", obscrvâr dcsvios
do comportamcnto cüssico.

O comprimcnto de onda de dc Broglie dc uma part ícula é x = n ¡0. Num gás ern equilíbrio à tempcra.
tura I a encrgia cinórica módi¡ valc (312) kT dc nrodo quc p = JTrtK =.r/3ñIZ Assinr

h
À = (3'ntn"'¡

Se o volumc do giís for l/ e sc cxistirenr-y'':ítonlos dc gás, o volulnc por partícu¡a Vt,l^ftodc scr cscrito
como dr. onde d é a scparaçalo interalômica rnódi¡, Po¡tanto

/ v\'"d=l -lvt/
Sendo À ) d, esperamos que os cfcitos ondulató¡ios scjam importantcs. lsto impõe

(3mkTlt"

ou elcvando ao cubo ambos os mcmb¡os

ht

(3mkT''t'a

o que pode se¡ escrito

,l'ht

^3nr^'l')- 
''

Portanto,-l'ht lV(2nmkT)t'? dcverd scr supcrior a ccrc¿ dc l/3 c o tcrnlo difercntc dc I na partc cr¡trc
paténteres dc (l I.53) devcrí sc¡ supcrior a cc¡ca dc l/ló part tütisfüzcr norso crirório. ¡

Em que circunstâncias poderenìos dctcctar o cfeito dc dcgenerescéncia cxpcrirncntal.
mente? O termo de degencrcscéncia é dcsprczívcl para a nraioria dos gases, assumindo um valor
em torno de l0-s, e assim a distribuiçío tlc uoltzmann sc aplica quase univcrsalrncnte a cles.

Note gue o termo de dcgenerescéncia,.,\'ttt lV(2nmkT)3/2, torna.se mais significativo qu.anto
menor for a massa m, qu¡rnto menor for a temperatura Ie quantomaior for adensidadeÁ.|V.
Os gases de menor ¡nassa que obcdec¿¡n a distribuiçaìo dc Eose (momento angular de spin zero
ou ¡nteiro) sifo H2 e He. Se prepararn'¡os um desses gases para que se encontre co¡n densidade
alta e temPeratura baixa levarenros os mesmos a lìcarcm próx.imos de seus pontos de conden-
såção. Por essa razão, e outra que mcnc¡onaremos adiante, o efeito de degenerescéncia é às vczes

denominado condensaçdo de kse. Para H2 o termo de dcgenerescóncia no seu ponto normal
de condensação é meno¡ do que I / I 00, enquanto quc para o t.le próximo de seu ponto de con.
densação (a,2K) o tern¡o de degencrcsæncia d cerca dc l/7. Assim, devercmos observar ntais

facilmente efçitos apreci:íveis no hdlio. Â tcoria scr:i urna simples aproximaça-o nessc .caso,

Pois, para densidadcs tão elevadas o gds se comporta corno um gás real de partículasgue inte-
ragem e nlo como um gás ideal de partículas que nalo intcragcm. E, de fato, na læc líquida ou

condens¡da observa-se no hélio os mais notáveis efcitos nâ'o clássicos. Vamos descrever tais

fenômenos a seguir.

O gás hélio comum é composto quase exclr¡s¡vamente de átomos neutros do isótopo llea'
O momento angular de spin de um dtc¡mo desse tipo é zcro dc ¡nodo quc dcvc.sc usar a distri'
buição de Bose no tratamento do mesmo. À prcssâo atmosférica normal o hélio gasoso se li'
quefaz a 4,18K. Ele P€rmanece líquido, isto i, não se solidifìca. mesmo à temperarura do ae'
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ponto de ebuliçáo normal de 4,2K por e"aporaçaìo, usando-sc uma bomba de vácuo' ele fe¡ve

norm¡ilmcnle com Pcgucnas uoihas'-eo sofier a transição de fase de He I a He II no ponto À'

2.18 K, clc fcrvc rcpcntina e brcvcmente (vcja as fotos de cina e do meiol e igualrnentc

repcntinamentepriraìeferver (vcj'taîotodeiailol'AbaixodesscPontodctransiçãoohólio
líquido nalo fervc, mcsmo continuando o bombcio, embo¡a a cvaporaçalo e ¡esfrhmento con-

ti¡iuc¡n. (Co¡tesia de A. Lcitncr, do Rcnssclac¡ Polytcchnic lnstitutc)
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ro absoluto se lor resfriado sob uma pressão igual à sua própria pressáo de vapor. (Para se roll.
difìcar o hélio é necesário presswirar o líquido, sendo necesdrio cerca de 26 atmosfe¡¡s de
press!Ío a temperaturas.próximas do zero absoluto.) Se bombe¡mos o vapor sobrc o líquido.
reduzindo a temperatura do hélio líquido, a 2,18 K observa-se uma mudança dramática de suæ
propriedades. A temperatura de 2,18 K é chamada de ponto I porque o gráfìco do calor es.
pecífico medido em função da temperatura lembra a letra grega tr, com uma anomalia a 2,l g K.
O hélio líquido é chamado He I quando se encontra acime dessa temperatura e He II quando
abaixo. O He I é esenciàlmente um fluído clássico, seu comportamento sendo o usuat, mas o
He II contém uma componente wpertluida que produz efeitos quånticos espetaculares em esca.
la macroscópica, incluindo os seBuintes:

l. Quando se diminui a temperatura do hélio líquido por evaporação, ao se trombear o va. ,

por, o líquido ferve como um llquido normal. Quando, porém, o ponto À é atingido e ultrapas.,

sado a ebulição cessa repentinamente.,Embora a evapora$o continue e tanto a temperatun

quanto a presllo de I'apor ca¡am, o líquido fica totalmente câtmo sem o desprendimento de bo r

lhas que cancteú¡e a ebuliçlfo normal (veja a fìgura I I {). tsto se explica pelo fato de que o ca.

lor pode ser conduzido pâra fora do líquido praticemente sem ¡esistência, porque a condu.t

tividade térmica aumenta por um fator de cerca de um milhão, abaixo do ponto À. ,

2. Podemos determina¡ a viscosidade do hélio líquido medindo seu fluxo através de un
capilar fino. No ponto À; o rrrlor medido da viscosidade cai por um fator de cerca de um mílhão.

3. O mais cspetacular e pouco usual é a habllidade do hélio lfquido, abaixo do ponto )\, de

desliza¡ como um fìlme fìno ao longo dæ paredes de seu reciplente, como aparece mostrado na

fìgura I l-9. A velocidade desse movimento ordenado de masa pode atingir 30 cm ou.mais por

segundo. O efeito envolve inicialmente a absorção de hélio em toda a superfície do recipiente

frio, formando um filme fìno. O fìlme então age como um siflfo através do qual o líquido flui
com quase nsnhum viscosidade.

K, Mendelsohn escreveu a respeito do fluxo do füme como segue:

'Se o beche¡ lbr ¡etirado do banho, scu nível desce¡á até elingh o nl'vel do banho. Se o bécher fo¡
completãmente reli¡ado, o nível continuará a diminuir c pequenss Boles de hélío se formam no fundo do

becher, caindo de volta no banho. lsto é o tþ de coisa que faz o obserrzdo¡ otha¡ duas vezes e esfregtr
olhos perguntando-se se é verdade. læmbro-me a noite em que obserr"mos pela primeira ræz essa transfe¡ên.
cia por fìlme. Iá e¡a bem após o jantar e piocuramos pelo prédio e finalmente encontramos dois físicos nu.

cleares t¡abalhando ainda. Quando eles também viram as gotes ficemos felizes".

Todas æ propriedades do He II lndicam que ele posul um alto grau de ordem. Por exem.
plo, a quase completa aus€ncia de viscosidade signifìca que, ao fluir, o He II não desenvolrc a

turbulência em pequena escala que produz a perda de energia por fricção responsável pela vis'

cosidade dos líquidos comuns. A ordem é imposta pelo fator de aumento (l + n) encont¡ado

freqüentemente ao estudarmos o comportamento de baixa energia de um sistema de bósons.

Quando a temperatura torna.se suficientemente baixa pára permiti.lo, todos os átomos de hélio

do sistema tendem a condensar.se no mesmo estado quåntico de energia mais baixa. A compo

nente superfluida, cuja concentraç.lfo se aproxima rapidamente de 1Offi quando a temperatuftt

desce abaixo do ponto À, é formada pelos átomos que se encontram nesse estado quiintico.

medida que todos os átomos vão para o mesmo estado microscópico ele torna-se o estado de to'

do o sistema maøoscópico e este só pode se comportar de fo¡ma totalmente ordenada onde a

ação de qualquer átomo está correlacionada com a açã'o dos demais. Essa tendência é

mente pronunciada porque o fator (l * n) tem um valor muito grande se n for qualquer boiu

como o número total de átomos no béche¡ de hólio líquido.
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FIGURA I 19. O movimento de deslizamerìto de um filme de He' líquido, abaixo da tempÉretura dc t¡ansl'

çalo, demonstra a superfluidez do He II. O comportamento do frlme, sugc¡indo um Íluxo de

líquido através de um sifai, sparece esquemal'uado pan níveis de lfquido num ¡ecipiente (s)

abàixo e (b) acima do nível.do líquido no ¡eservatório de hélio. (c) é e fotog¡afia de um re-

cipiente de vidro parciatrnente cheio de He II líquido c suspenso por fios acima da superfície

do mesmo líquido visto na parte inferior da figura, O He It Obe ao longo da parede interna,

ultrapassa a bo¡da e descc ao longo da parcie externa na forma de U¡n filmC finO, fOrmando

u*alotu no fundo externo do recipíente. Quando essa gota cai uma outra Se forme eessim

succsiivamcnte até que o recip¡cnlc esteja vazio. (Cortesia de A' Leitner' do Rensselae¡

Polytcchnic lnstitutc)

II.II O GÃS DE ELÉTRONS LTVRES

. Aqui e na próxima seçfo, aplicarcmos a distribuiçalo de Fermi a sistemas quânticos.

.1 De forma análoga àqueta usada para um gás de bósons, Podemos deduzir o comPorte'
mento de um gás ideal de férmions. Com o mesrno grau de aproximação, encontramos, por
exemplo, que a energia média por partícula é
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que é o resultado de Fermi correspondente ao resultado de Boæ (11'53). O termo de dege.

nerescência aqui (o segundo termo entre colchetes) é positivo de modo que a energia média por
paftícula é maior para um gás de Fermi do que para um gás clássico. Isto conesponde a uma

probabilidade menor (estritamente nula) de encontrar duas partrculas no mesmo estado quânt!

co p.ua a distribuição de Fernú do que para a distribui$o de Boltzmann, os estados menos

energéticos estando relativamente mais populados no gás clássico do que no gás de Fermi. Fisi.

camente, isto se ma¡rifesta através de uma presãO maior (momento médio maior) à mesma tem.

peratura num gds de Femti do que num gás clássico. Observe novamente que os resultados de

Boæ e Fermi se situam de urn lado e do outro do resultado clássico'

Surge naturalmente I pergunta sobre um exemplo de gás de Fermi onde o efeito de dege.

nerescéncia possa ser detectado. No Capítulo l5 encontraremos um exemplo nos,nêutrons,

e prótons, confìnados em uln núcleo. O gás hélio contendo somente o isótopo He3 tarnbénr

obedece å distribuição de Fermi, co¡no aliás todas as partículas com um número semi-intei¡o

ímpar para o momento angulu de spin, ó ele pcrrnancce no estado gasoso sem se condens¿¡

até uma temperatura.suficientemente baixa onde o terûro de dcgenerescéncia de (lI-5a) édc.

tectável. [5te ¡sótopo é nrc e difícil de ser obtido enr grandes quantidades, mas o comporta.

[¡ento dos áto¡nos de Hel mostrou*e ser bern diferente do observado com os átomos de He{,

no æntido previsto pclas diferentes funções de distribuises aplicáveis a cada caso. Assim por

exemplo, a presão de vapor do He3 líquido, a uma dada temperatura, é muito maior do quea

do He4 líquido. Na verdade é nesse fato quc se bascia um método experimental de resfriamen-

to até 0,02 K.
Será,entretanio, muito mais fácil detectar o efeito de degenerescéncia em férmions se

pudermos obter um gás de elétrons, O ternro de degcncrescência pode ser escrito como nå3/

(ZrmkT)3n, onde n =¿flV é a densidade de partículas. Note gue uma Pequena massa m e

uma grande densidade n podem aunrentar. a importância desse termo, de forma análoga a unu

diminuiso da temperatu¡a ?n Como a massa dos elétrons é vários milhares de vezes menor

do que a dos átomos, o efeito de degenerescéncia deve ser detectável em elétrons mesmo a altæ

tempefaturas. Num metal a densidade ¿ de elétrons de condução também é muito grande, de

modo que esses elétrons de conduçã'o nurn ¡netal apresentam efeitos de degenerescencia quân'

tica. Per¡n¿nece enketânto a dúvida se podemos considerar tais elétrons, mesmo aproximada'

mente, como constituindo um gás de elét¡ons livres, isto é, um gás ideal.

Nu¡n sólido cristalino a maioria dos elétrons atômicos estã'o ligados acs núcleos situados

nos pontos da rede, ¡nas se o sólido for um condutor metálico, os elétrons das ca¡nadas externas

dos átomos estão relativamente liwes de se mover ao longo do solido. Esses sâ'o ss eléfions de

colduçdo, Como a repulsão mútua entre eles é cancelada, em média, pelas atra@es dos caroços

atômicos, podemos considerar os elétrons de condução como partículas livres e tratálos, c,om

boa aproúmação, como um gás ideal de elétrons (veja a fìgura 6'24). Na verdade podemos

co¡rsidera¡ o interio¡ do sólido como uma região de potencial aproximadamente constante Pafa

esses elétrons com os limites do metal agin(o como altas barrei¡as de potencial. O elétron sc

comporta entifo como uma partícula numa caixa cujos estados quånticos sã'o conhecidos (Yeia

seção ó-8).
Pa¡a dete¡¡ninar o númeroy'f(8)d8 de estados num intervalo de energia entre I e I *d8

basta contar o número de ondæ estacionárias, cada uma representando um estado defìnido do

mov¡mento, nesse interralo de energia. J¡í lìzemos esse c¡ílculo antes para um gás ideal nuß
caixa, obtendo os resultados descritos por (l la9), Os resultados aqui sâ'o os mesmos, desde gttc
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se leve em consideração as duas orientações posÍveis do spin pafa um elétron gue tem uma

dada autofunção esPacial. Isto é

- ¡/(s)ds = Y#118m da (tr-ss)

Multiplicando por r(8), o número provável de elétrons por estado quântico, obtemos

- ïrY(2mi)n e"tn d8
r(s!v(6) d8 = --= hr- F_wu *fl 8p = - ukT (l l'56)

Estz é, a distribuição de energia do gtis de elétrons constituídopelos elétrons de conduçio ram

metaL
se supusermos que a temperatura é muito baixa (a rigor, I = 0) sabemos que todos os

estados qurânticos até a energia de Fermi 8¡ estão ocupados e que nenhum dos'estados de

maior energia estão populados. Nesse cæo, o número total de efutrons liwes será igual ao núme'

ro total de estados d¡st¡ntos até a energia 8¡, e teremos um meio de calcula¡ a energia de Fermi.

lsto é

6,02 x l0¡¡ átomo/mol x 10,5 g/omt

108 g/mol

A¡

=ttg#I",, o, =lg\fL*T

*,=#(#1" (l l-57)

Para temperaturas tais que kT << 8F este resultado é uma aproxima$o excelente. Para os

metais comuns é necess¡írio temperaturas d¿ ordem de vá¡ios milhares de graus Para que ess¿

aproximação deixe de ær rrálida.

EXEMPITO lt-s
Considere a Prata no estado metálico, com um elét¡on (de condução) livre por átomo'

(a) Calcule a partir de (ll-57) a energia de Fermi'

À aensiaaae ãa prata é 10,5 Elcmr c seu peso atômico é 108' Assim

ag

'{ = I /v(s)ds

¿f
,¡ = -=v

Portanto

= J,! x l0r¡ elét¡on liwe/cm¡ = 5,9 x lO'r/m'

elétron tiue/átomo
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8 x 9,1 x lO-tr kg

(6,6 x l0-r J*)¡ I
I'(

,tt

)
l0_¡rlm3x5,9

= 8,8 x l0-r' J = 5,5 cV

(b) Calcule o tcrmo de degcneresc€ncia para os elélrons de conduçâo na prata metálica a 300 K

Temos

nhl 5,9 x lotr/mt x (6,6 x lo-x J*)r

(2¡mkT'lt'l (2¡x9,lx l0-!r kgx 1,38x l0-t! UK x300K)r"

= 4700

de modo que o segundo lermo do petêntescs de (l l'54) tcm como valor

I nht

2* er^rn- = 
:20

O termo de degenerescência é portanto extÍemamente importante e supe¡a tolalmentc o lermo restantc

(clássico) de (li-54). O gás de elétron é dito um gás de Fe¡mi toletmenle degenerado; islo é, ele se com'

portâ como sc f = 0 K com os elétrons ocupando a configuraça-o de mais baixa encrgie. Um tal gás apre-'

scntâ comportamento quântico (isto é, na;o clÁssico) até e lemperãtufa mais alta âtingida pelo metal, e o

gás de eléfrons na prat¿, por exemplo, permanece quase totalmente dcgcnerado até a tempc¡atura âtingir

l0 t K. A esas e a ma is altas iemperaturasr o termo dc dElenercscência torna-se pequeno d iantc dc um. 
^

Podemos entender agora um resultado inexplicável parâ a física clássica qual seja a ob-

servaçâ'o experimental de que os elétrons de condução não contribuem para o calor específìco

dos metais a temperaturas comuns. Segundo a visão clássica, os elétrons livres participam do

movimento térmico num metal, cada elétron liwe tendo uma energia média (312)kT. O calor

específìco de um metal deveria ser portanto não simplesmente 3R, devido às vibrações dos

àlomos nos sítios da rede, mas sim (3 + 312)R, onde (3/2)R seria a contribuição por mol do

gås de elëtrons. Este termo provém de E -- (312)kTNo = QI2)RT do qual se obtém

cv= dùfdT = (312)R, onde ¡y'6 é o número de Avogadro. Scgundo o modelo de Fermi para

nin gds de elétrons, esse comportamento clássieo nã-o aparece a menos que a temperatura atin'

ja ceìca de 105 K. Isto é, nfo existe equiPartição da energia entre elétrons e a rede, e o gás de

ilétrons não estaria, nesse sentido, em equilíbrio térmico com os átomos do metal que o con-

tém. Quando a temperatura aumenta, a distribuição de Fermi dos elétrons entre os níveis de

energia disponíveis é apenas ligeiramente afetada na extremidade de ¡lta energia (veja fìgura

l l-3) de modo que a energia média dos elétrons pouco muda. Isso signilìca que, a temperaturas

ordinárias, o gás de elétrons não contribui para o calor específìco do metal de forma apreciável'

Isto é, E + (312)kTNo, e em vez disso é aproximadamente independente da temperaiura, e ern

conseqüênciâ cr-= 0. A distribuição de Fermi está, portanto, em acordo com os fatos exPeri'

mentais ligados aos elétrons a temperaturas comuns'

À tämperatura ambiente, e mesmo â temperaturas suficientemente elevadasondea leide'

Dulong e peìit cu = 3R constitui uma boa aproximaç¿fo para a contribuição das vibrapes da

rede do sólido ao calor específìco, o termo do calor específìco eletrônico é muito pequeno cm

*fnp.r.çao com o calor específico atômico para ser detectado. A temPeraturas próximas do

zero absoluto, quando o caior específico da rede é muito pequeno' a contribuição eletrônice

será superior à contribuiçâo atômica. É, na gama de temperatura de poucos graus Kelvin que a

dependência com a temperatura do calor específico eletrônico é observada exPerimentalmente''

mais uma vez em acordo com as previsões da distribuiçao de Fcrmi.

5r6 5t7

I ,II.IZPOTENCIAL DECONTATO E EIi{ISSÂO TERMOIÓNICA

Até aqui tratamos o elótron num metal como uma pertícula numa caixa, isto é, supuæ-

¡os implicitamente que o elétron nfo escåftâ do metal, a caixa de ¡ntencial tendo paredes mui.
to âlies, Sabemos, no eîtaflto, que os elótrons podem escapar dos metais, como no efeito foto.
elétrico, emissã'o termoiônica, etc, . . , de modo quc devemos mod¡ficar de alguma forma a fun-

çå'o potencial. Dentro do metal a funçå'o potencial é aproximadamente constente, e próximo ao

limite do metal e¡a cresce rapidâmente atingindo seu elevado e constante rator fora do mesmo.

Se tomarmos como zero da energia potencial a posiçâo do elétron bem fora do metal, então

-lls representaní a profundidade do poço de potencial resultante ilustrado na fìgura I 1.10.
Podemos dete¡mina¡ /6 de expcriências fotoelétricas, especifìcamente do fato de existir

uma freqüéncia de corte v6 abaixo da qual os fótons nlo podem ejetar elétrons do metal (veja

seçfo 2-2). Isso sugere que os elétrons mais energéticos no metàl estejam num intervalo de
enetgia hvo abaixo do topo do poço de potencial. O fato da fotocorrente crescer rapidamente
quafldo a energia do fóton sobe acima do valor limite sugere um c¡escimento abrupto do nrime.
ro de elétrons com energia cinétic¿ menor dcntro do metal. Isto corresponde ao aspecto da dis.
tribuição de Fermi, os elétrons mais energéticos tendo energia cinétic¡r 8¡. e muitos elétrons
tendo energias próxirnas menores. Podemos então conservar a dislribuiçâo de estados quánticos
com a energia encontrade para uma partícula numa caixa, (Veja seção 6-8 para uma dlscusstto

das semelhangs dos níveis de energia de um poço de potencial quadrado finito e infìnito.)
A I = 0, todos os estados estão populados até uma energia 8¡ acime do fundo do poço, o esta-
do mais energético tendo uma energia total -[u6. Isto ê, -Vo + 8F = -hro. læmbre*e que

hvs =wç, a função trabalho do metal, de modo que - l/¡ * 8p = -l+,s ou

Izs=8p*ws (t l.s8)

.Para a prata, a funçã'o trabalho vale 4,7 cV e 8p 5,5 eV,de modo que lzs mle 10,2 eV. Para a

,maioria dos metais Zs se situa cntre 5 e l5 eV, como pode ser visto natabela ll-2.Atempe-
:¡aturas usuais a distribuiçâo de Fermi rão apresenta uma queda bnrsca em 8p mas se espalha
icontinuamente sobre uma estreita regíão em cnergia próxima de 8¡. Num intervalo da ordem

de,tI de cada tado da energia de Fermi, isto é, numa região de transição de largura 2kT,onir
mero de partículas por estado quântico vai de um valor próximo de um a um ralor próximo de

,æro. No limite f + 0, essa regi,fo de transição torna-se infìnitamente estreita.
Com ese modelo para o comportamento dos elétrons num metal podemos explicar a

de potencíal de contato entre dois metais e compreender o processo de emissõo

termoiônicd. Considêremos, primeiro, o processo de emissá'o termoiônica que tem enorme im-

.Portância prática por ser responsável pcla emissão de elétrons de um fìlamento aquecido numa
''válvula. A temperaturas elevadas (isto é, para ralores grandes de kT) a distribuiçáo dos elé-
, tlons entre os estados de energia disponíveis se estende até energia bem acima de 8¡.. A tem-

p€raturas suficientemente eltas alguns elétrons podem adquirir uma energia cinética maior do
'que I¡6 (istd é, maior do que 8p * ws) e em conseqüência escapar do metal. Podemos calcu'

:la¡ a densidade de corrente termoelétrica emitida pela superfície de um metal em função da
,temperatura a partir dd distribuição de Fermi e da distribuição de Boltzmann. O cálculo envol-

a determinaç.¿fo de quantos elétrons chegam à superfície do metal movendo€e na direção

'correta e com energia cinética suficiente para escapar. As duas distribuiSes fornecem depen-

'dências com a temperatu¡a diferentes para a densidade de corrente, e a experiência decide em

'favor da distríbuiçã'o de Fermi para os elétrons
Para o caso da diferença de potencial de contato entre metais, considere dois metais,4 e
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B que inicialmeáte não cstão enr co¡ltato, conro está indicado esquematic¿mente à esquerd¿

da figura ll-ll. Fora do metal a energia potencial de um elétron é z¿ro. Dentro do metal o
nível de Fermi do metal A estd a rvl abaixo de tßto e o nÍvel de Fermi do metal B se encontra

a rv¿ abaixo de zc¡o. Scja w, ) w¡ dc modo quc o nÍvcl de Fermi do metal.á seja mais alto do

que o de 8. Concctcntos eletricamcnte os nletais, conro aparcce ilustrado à direita da fìgura

I l-ll. Os elétrons mais energéticos do metal zl viio fluir para o metal B, enchendo os níveis de

-yo

FICURA I l-t0. tincrgia potcncial média dc unr clélron dc condução nunr mctal. O potcncial é um poço de

profundidade I/o quc crcscc rapidú¡ncntc próxinro aos lintitcs do mctal ondc valc zc¡o. Os

níveis dc energia crcsccm em dcnsidadc proporcionalmente a 8r/¡ e saîo populadosatéa

encrgia dc Fcrmi 6p' A funçã-o trabalho ó wo e Vo =vto + &,F.

TABELA I l-2. Função Trabalho e Energia de Fermi

Pafa Alguns Metais

Metal wo (eÐ 8r(.V)

'¡
Þ

Ì

:

.\

:

ÞJ

I

I
J
1

¡

I

Ag 4,7

Au 4,8

Ca 3,2

Cu 4,1

K 2,t
Li 2,3

Na 2,3

5,5

5,5

4,7
7,L
1l

4,7
3,1

energia em.B logo acirna de sua energia de Fermi e esvaziando os níveis superiores deA.Opro'
cesso continu,¿r até que o equilíbrio seja atingido;isto é, até que osnÍveisdemaior eîerg'tÀ99'

pulados emA e B estejam à mesma energia, porque a energ¡a total do sistema é minimiuda
quando tal situação é atingida, O resultaclo é que o metalá torna-se posit¡vamente catrcgadoc

o metal B negativamente carregado. Aparece então uma diferença de potenciat (wg - w¿)le

entre os dois metais quando estes sâ'o conectados eletricamente, resultado que se encontr¿9m

acordo com os valores experimentais.

5r8

Nívcis dc encrgia vazios

lNívcis de energia

V=O
Ì
I

Metal A Espaço Metal S Metal I Espaço Metat I

FIGURA ll-L!, Equerdaz EnergiÂ potencial de um elétron em dois metais separados á e å com funÉes tra'

balho dife¡ente¡. Direita:os metais estão conectados eletricamente pot um f¡o, tornando'se

carregados com cargas opostas e apfescnlando uma diferença de potencial de oontato'

T I.I3 DESCRTçÕES CLÃSSICA E QUÂNTICA DO ESTADO DE t'M SISTEMA

Vimos na s€çâo 4-9 um exemplo de como o estado de moúmento instantâneo de uma partlcula ctássi'

cr pode scr representado po, ut gonto no cspço de fase. Para o movimento unidimensional considerado cn'

iío]o"rp"çoãefaseeraú¡d¡m.niion"londc,aabscissaeraaposiçãoxeao¡dcnadaer¿omom€ntoPx'Par¡
um Í¡ovimento tridimcnsional o espaço de fsse é um espsço de seis dimensões de coordenadas Xf'1, Pr Py

c p' Quando a partícula se move, o ponto que a representa no esPaço de fase descreve uma trajetolta' s€ndo

esri uma elipse em nosso cxemplo anterior de um oscilador harmônico unidimensional. Se tivermos um glan'

de núme¡o de tais oscilado¡es te¡cmos um grande número de pontos representativos no espaço de fase' cor'

respondcndo à distribuiçalo instantânea dos oscilado¡cs. Pa¡a a maioria dos sistemas de inter€ss€, podemor

.*igu., 
" 

energía total de cada membro como E = K + V = lni + p', + p')l 2m + V(x, y: z) de modo quc

alôcalizaçãodeumponto (x,y,z,px,Py,P)noesPaçod€fasefoineceaenergiatotaldomembrodosir'
lema representado pelo ponto. A dhübuíção dos Pontos dá a distribuição em energia de todos os memb¡o¡

do sistema.
Alsi¡n, na estatística clássica podemos caractcrÍza¡ a distribu¡ção de energia de um sistema fo¡necëndo

o núme¡o de pontos cm cada pequeno volume do espaço de fase, diSamos Ax^yAz^Px^PyÂp" Denomina'

mos Um tal elemento de volume de uma célula no esPaço de fase, e os pontos nesta cclulà terãO energia to'

talentreeE + dE,correspondendoa valoresde momcnto enlrpxePx+ 6px,elc" 'evzloresdeposl'

çaloentre¡ex+A¡,etc,.,Acelulaéescolhidadefo¡maqucsejasuficientementePeguenaP0¡8quet
ãóergia total módia de seus pontos representativos difiram Pouco dâ encrgia de qualquer um deles, e suficic¡t'

lemente grande para que haja vários pontos por cólula pclrnitindo assim a aplicação de idéias cstatlsticss'

Portånto, embora o tamanho da célula scja aþo arbitrário i indefinido, uma vez escolhido, ¡ célula se¡á ca¡¡e

terizâda por uma energia total média 
" 

po, u,^ número que dá sua populag--o' A célula é assim o análo8o cs'

htístico clássico de um estado quântico dc uma estatístic¡ quîntica. Na figura I l-l 2, ilustramos 8 situaç¡io

pqra um sistema unidimensional. , _!-t- . ¡
Na mecânica quântica precisamos modificar a dcscrição anterio¡ devido ao princípio de inceftez¡' It

c€rto que nío podemos descrcvef a lrajctória de uma partícula dando o caminho do ponto ¡epresentativo nO

espasô de fase bidimensional pofque nalo podemos conhcccr simuhancamentc osvaloresexatosdcxepxda

uma partícula. O melhor que podcmo, fazer é situa¡ o ponto reprcsentativo, em qualquer instante' entre I C

x + A.x e px e px + op, onó Áiapr = å, de modo que em ìez de termos um ponto replesentativo tss'

çando uma linha teremos unr. prqur'nl supcrfície lraçando um caminho esPesso como-uma fita' no espaço

bidimcnsional de fase. Maís imporrante, contudo, ¿ o f.to ¿. ä"" "*ltt" 
um ìamanho mínimo Para uma cêlu'

la na dcscriçâo quântica. Uma célula em que axap é menor do que å nã'o tcm siSnif¡cado físico' constituindo

uma espccificação mais preciu do quc å permitida pclo princíiío de incertez¿' No espaço de fase Seral de

æis di¡nensõcs i menor célula te¡i portanto um "volume" /¡r.
Na descriçáo quântica é enøo possívet removcf a a¡bit¡a¡iedadç e indefiniçaio do elernento de volume

\9R- wA
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FIGURA ll-12. O espaço de fasc e pontos represcntativos dc um sistcmå unidimcnsional.

do espaço dc fase. Como o tamanho da cólula âfcta obviâmcntc à contâgcm das divisõcs distintas dâ cnergii

total do sistema, existc uma ccrta impÌccisfo nos ¡csultados da cstatística ctíssica, Â cntropia dc um siitcmrl
por excmplo, pode se¡ cscrita como ,S = rt log f, ondc Pé o númc¡o dc divisõcs distintas dc sua cncrgí¡ (isto

é, p é uma medida da probabilidade de que o sistema tenhâ uma dada encrgia), A enlropia clássica, porém,

tem uma constante arbitrária basicemente devido à indcfiniçalo do tamanho da célula. O mlor quântico { no

cntanto cxato, em conseqüôncia da dcfiniçâo dcsse tamanho c dá uma constantc absolula para a cntro¡th

de aco¡do com a cxpcriênciá c com as lcis da tcrmodinâmica. Na vcrdade foi csse resultado, c naio o mode

to rcfe¡cntc à radiação dc uma cavidade, que convenccu lt{ax Planck da justcza de suas idéias sobre a quanti-

zação da encrgia c a constante lr. Esse tamanho mínimo da célula no espaço de fasc da mccánica quântiæ

está na origem do fator å! que apa¡cce em muitas cquaçôes desse capítulo'
A partL das consideraçôcs feitas acima podemos também cntendcr a aplicabilidadc da distribuigio

clássica de Boltzmann a vários problemas quânlicos, Se não existc um tamãnho mínimo dcfinido para umd

cclula no espaço de fase então podønos sempre ter ume situåçâo ondc naìo cxista m¿is dc uma partícula,

por estado, Este porém é exatamente o caso que ocorrc a altas tcmperâturas onde as estatístic¿s clássic¡ c

quântica coincidem. A distribuição clássica é r,álida nessc caso, independentcmente da indistinguibilidade das

partículas. Como o mundo quântico rcal impõe um limite para o tamanho mínimo da célula, a distribuiçâo

clássica na--o ærá aplicável quando o núme¡o de partículas por célula fo¡ maior do quc um.

<1^ s2l

4.

)

I

6.

7.

8.

ll.
I

12.

13.

14.

QUESTOES

O quc dcscrcvcm cxatamente os fatores tlc inibição c aunlento? Qrral é sua origem?

Você pode imaginar ùm ciclo de transiçõcs cntrc três estados que mantcriâ um equilr'brio

na população dcsses estados com trânsiçöcs quc violariam o balanço detalhado? Será

razoável cstendcr cssa situação a unì sistcma com muitos cstados?'

Qual é a razão básica que explica que as distribuições quânticas se confundem com ã dis-

tribuiçaio clássica para energias muito maiores do que k7?

Expliquc por que o comporlamento da distribuiçío dc Boltz.mann se situa cntre as dis'

tribuiçõcs dc Bose c Fcrmi.

Dê excmplos de sistemas para os qtt.lis a distribrriçâo tlc Bollzmann scja aplicávcl cm prin'

cípio. Como uma boa aproxinìaçâ'o.

Que fatorcs deteiminãm o valor de t para as trôs dis{ribrriçõcs?

Intcrprcte fisicamcntc a cncrS¡a dc Fcrnri 8¡.-.

A expansão tdrmica está relacionada com a nalurezâ anármônica das vibrações dos átomos

num sólido. Seria então o modelo de Dcbye apropriado Parâ o cstudo da expansão tér-

mica dos sólidos?

No modelo dc Debye para um sólido, a frcqüôncia máxima yfr corrcsponde a um com-

primento de onda mínimo. Devido à natureza discreta do sólido, esse comprimento de

onda mínimo corrcsponde a umå vibração onde os átomos adjaccntes se movem dcfasa-

dos de I 80o um cm rela ção ao outro ; isto é, o espaço intera tô mico v¿ le me io comprimen-

to de onda. Será isso plausível? Explique.

Interprcte fisicamentc a temperatura carîctcrística dc Dcbyc O.

Em nossa análísc dos processos de emissâ'O e absorçâ'O dc um átomo num campo elctro'

magnético, desprezamOs os cfcitos dc rccuo. Dc quc l'orma isso afcta nossos resultados?

Fizemos bem em ignorar tais efcitos?

Quais são as dimensõcs dos coelìcientcs de Einstcin I c B?

Diz-se que um laser não é uma fonte de cncrgia mas um convcrsor de energia. Explique.

Dcsprezamos umå possível degencresccncia dos estados envolYidos na.ação do laser. Como

você levaria isso em conta? Qual o elcito que isso tcm?

Faça uma comparaçalo ponto por ponto das deduções da lei dc radiaFo de Planck feitas

a partir da distribrriçaio dc Maxrvctl c da distribuição de Bose.

a
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16. Faça uma Iista das semelhanças e diferenças entre fônons e fótons.

l7 ' A baixas densidades e altas temperaturas, o gás de Bose se comDorta como um gás ideal
clássico. Explique esse resultado lisicamente.

18. Aoescreversobreexperiôncias de cspalhamento de partículas a no hélio, disse Rutherlor¿:
"Em função da impossibilidade de se distinguir entre partículas a espalhadas e núcleos de
He projetados, os resultados fìcam sujeitos a certa ambigüidade". Explique como o conhe-
cimento das estatísticæ quânticas poderia remover esta ambigüidade. O que determina se
um gás obedece à distribuição de Bose ou Fermi?

19. Como pode o estado ordenado do He II explicar sua baixa resistência à conduÇão tér.
mica?

'20, Que exemplos de gás de Fermí existem além oo gás de elétrons e do gás de átomos de
He3 ?

21. Nas equafes do gás ideal usamos a massa de repouso dæ partículas. Por que nunca
usamos a massa relativística? Considere o efeito da temperatura e a naturezå da partíc¡la.

22, Dê um argumento plausÍvel para a relação (1 l -57) entre a energia de Fermi 8¡ e a den.
sidade de elétrons livres num metal.

23. Na distribuição de Fermi deduzimos què na energia de Fermi 8p o número médio de

partlculas por estado quântico é exatamente meio. Isto não é certamente o mesmo do
que dizer que 50% das partículas se encontram acima da energia de Fermi e 507o abaixo.
Explique.

24. Justifique a hipótese de que os elét¡ons de condução se comportam aproxiriudamente
como um sistema de partículas livres que não interagem.

25. Existe uma conexâ'o enlre Vs, a profundidade do poço de potencial dos elétrons de

condução num metal, e as experiências de difra$o de elétrons do tipo Davisson.Germer?
Pode-se determinar Izs de tais experiências?

26, Explique fisicamente o efeito de fazer h'+ O naexpressão para a densidade de estados,
como (l 149). Explique fisicamente o efeito d.e fazBr å + 0 nas equações que envolvem
o termo de degenerescência quântica, como (1 1-53).

522 523

ri{

:$

;#"

PROBLEMAS

O estado de equilíbrio é o de entropia .S máxima, na terrnodinâmica, e o de máxima pro-

babilidade P, em estatística. Supondo que .1 é uma função de P mostre que devemos espe'

rar S = k 1n P, onde & é uma constante universal. Esta relação é às vezes denominada de

postulado de Boltzmann. (Sugestão: Conside¡e o efeito em.S e P ao combinar dois sis'

temas.)

A distribuição de Maxwell pode ser desenvolvida a partir do estudo de colisões elásticas

entre duas partículas. Se essas partículas têm inicialmente energias 8¡ e E2 e energias

83 e E4 após a colisão, então

83+84=(8r-ô)+(8r+ô)

Se todos os estados possíveis forem igualmente prováveis, o número de colisões por se'

gundoPserá proporcional ao número de partículas em cada estado inicial, isto é,

P1,' = CP(8')P(8r)

onde P(E¡) é a probabilidade de um estado estar ocupado e Cé uma constante. De forma

análoga P't,q = cP(t"t)P(so). No equilíbrio, para cada colisão (1,2) + (3,4) delcrá ha-

ver unra colisão (3,4) + (l ,2). Portanto Pt,z = Pt,q' (a) Mostre que P(8) = e-t/kT ¿

solução dessa equação. (b) Use um raciocínio semelhante para deduzir a distribuição de

Fermi. Aqui, entretanto, os estados iniciais deverão estar populados e os estados finais

vazios, o número de colisões sendo

P1,, = cP(8¡)P(8rX I - P(8¡)l[ 1 - P(84)]

Mostre então que a equação P t,z = Ps,c pode ser resolvida por

t-1Ïg¿-l= ç,s¡tkr
L P(8) J

que leva a (1 l-23).

(a) De (t l-25), mostre que o calor específíco de um sóLido dado pelo modelo de Einstein

f ¿'tr' / h'\"f
Cu:'O' 

-t 

-. I ILllúxr-l)'\k7/ t
(b) Mostre que cu + 0, quando 1- 0, mas que a baixa temperatura I c, aumenta como

s-hvlkr emvezde obedecer a lei em 13.

: {ii'.
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4.

5.

6.

8.

9,

Mostre que os resultados do calor específico de Debye, (l l-31) se reduz à lei clássica cle
Dulong e Petit a altas temperaturas. (sugestão: Faça a expansão das exponenciais retendo
somente os termos de primeira ordem. Justifìque.)

suponha uma cavidade à tem-peratura 7' Mostre que o calor específìco, cr, da radiaçâ-o
contida nela é dado wt (32Ískvll5)(krlhc)3. Explique por que c, não tèm um limite
superior nesse caso, contrariamente aos sólidos.

Numa certa região de temperatura, o grafite pode ser considerado como um sólido de
Debye bidimensional, embora existam ainda 3y'y's modos por mol. (a) Mostre que
N (v)dv = 12nA lu2 ) v dv onde A é a ârea da amostra. (b) Deduza uma expressâ'o para r,,
e @ do grafite. (c) Mostre que a baixas temperaturas o calor específìco é proporcional á
T2.

,4/ âlomos distinguíveis estão distribuídos entre dois níveis de energia 8r = 0 e 8, = 6,.

(a) Mostre que a energia do sistema é dada por

"4r8 ¿- elkr
E = u r-^¡o

(b) Mostre que c, é dado por

/ e\2

"4rkË-le-elkr\kr/
a,, = --:1i:;--" (l + e-6t*' )¿

(Este é o chamado calor específico de Schottky e é obsérvado, por exemplo, em sólidos
paramagnéticos a baixas temperaturas; os nÍveis de energia correspondendo aos momen.
tos magnéticos alinhados paralela e antiparalelamente a um campo magnético.) (c) Faça

um gráfico da dependéncia do calor específico com a temperatura, com a variação correta

a altas e baixas temperaturas.

A variação da densidade p com a altitude y da atmosfera gasosa da Terra pode ser escrita

como p = pog-8ØolPo)1, onde þo e Po sâ'o a densidade e a pressâ'o no nível do mar. (a)

a partir da lei dos gases ideais mostre que isso pode ser posto na forma þ = þoe- mgylkT,

(b) Mostre que essa expressão tem a forma da distribuiçao de Boltzmann.

(a)Combinandon(E)de(ll-21)e//(8)de (1149) paraumgásideal departículasclás'
sicas. com

Nh3

524

Mostre que

t - --a -
(2nmkT)3n V 17.
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14.

n(s).ri(s)då = -# - 6rrzr-Llkr ¿6
\Kt Ï -Í"-

é a distribuifo de energia das partrculas de um gás ideal. (b) Mostre que a distribuição

de velocidade de Maxwell das moléculas de um gás, cuja forma é n(u) du = ç¿'2 ¿-mu, l2kr

du, onde Cé uma constante, segue diretamente daí.

Suponha que os nêutrons térmicos emergindo de um reator nuclear têm uma distribuição

de energia correspondendo a um gás ideal clássico à temperatura de 300 K. Calcule a den'

sidade de nêutrons num feixe de fluxo 10r3/m2-s. (sugestão: considere a velocidade

média e justifique seu uso.)

Num certo núcleo o momento magnético é | ! x 10-26 J'm2 /weber. Calcule a diferenp

relativa de população dos níveis nu.l.ura, Zeeman num campo magnético de I weber/m2,

(a) à temperatura ambiente e (b) a 4 K.

A ressonância paramagnética eletrônica é muito semelhante à ressonância nuclear magné'

tica, excetuando o fato de que são transiçõcs eletrônicas que são excitadas entre os níveis

atômicos zeeman. Se a onda eletromagnética tem freqüência de 32 KMHz (banda K),

calcule a diferença relativa na populaçã'o entle dois níveis Zeeman atômicos(a) àtempe-

ratura ambiente e (b) a 4K.

(a) Determine a ordem de grandeza da frap'o dos átomos de hidrogênio num estado com

númcro quântico principal n = 2 em relaçâo aos que se encontram com n = I num gás a

300 K. (b) l*ve em conta a degenerescéncia dos estados correspondentes aos números

quánticoi'n= I e 2 do hidrogênio atômico e determine a que temperatura aproximada-

mente um átomo em cem se encontra num estado comn=2'

Considere a relação n t lnz = e(e 2-e )lkr , o fator de Boltzmann para estados não dege-

nerados para sistemas em equilíbrio, onde 82 ) 8r. (a) Mostre que n2= 0 à I=0'(b)
Mostre qìe il t = tt2 a 7n = -ou T = -*,(c) Mostre Que n2 ) fl ¡ â utrtâ temperatura fìnita

negativa ?n (d) Mostre QUe trl + 0, quando T + -0. (e) Erplique então a afirmação:
.,Temperaturas absolutas negativas não são mais frias do que o zero absoluto mas mais

quentes do que temperaturainfìnita e nos aproximamos de temPeraturas negativas atra'

vés do infìnito e não do zero absoluto". (Ð você pode sugerir uma possibilidade na escala

de temperaturas que evitaria temperaturas negativas no sentido acima?

Determine aproximadamente a razão entre a probabilidade de emissão espontânea e a pro'

babilidade de emissão estimulada a temperatura ambiente: (a) na região do espectro ele'

tromagnético correspondente ao raio X; (b) na região do visível; (c) na região de micro'

ondas.

(a) Mostre que a I= 0, na distribuição de Fermi n(S) = ¡ para to-dos o-s estados.cuja ener'

giá vale e i aa e n(6) = 0 para todos os estados de energía I ) 8r' (b)Mostre que

n(P^)= 1¡2 pua I = 8¡.

Considere a distribuiçâ'o de Fermi (ll'24),n(8) = 1¡1t(a-u".'o' *^!l' (a) Mostre que

n(s)=l -rt(2l"p- h¡;irtoé,comE - 8p=ô,mostrequer(8¡+ô)= 1- n(8p- ô).
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Isto prova que a distribuiçâ'o tem uma simetria em torno de n (8¡) = l12.(b) Determine

n(8) para ô = I - 8F -- kT, ou 2kT ou 4kT ou l0/ctn Faça um gráfìco aproximado de

n(8) em função de E para qualquer ?') 0. (c) Qual o erro percentual feito quando ss

aproima a distribuição de Fermi pela distribuiçao de Boltzrnann quando 6lkT= 1,2.
4, l0?

18. Combine (l149) com (l147) para obtcr (11.50), da scguinte forura. Faça x = ÍÀlkT e

obtenhâ

2nV(2rnkT)3n f xtn dx

h3 J eo+*_l
0

Em seguida, com a positivo, use a relação (ro** - 1)-r = "-c-x,l - e-o-¡)-¡ =
e-a (e-x + e-e-2x * . . .) para obter l1-50).

I 9. Obtenha ( t l -5 2) pelo caminho seguinte. Faça x = 8/,lcT e mostre que

[=

Mostre que a degenerescéncia quäntica num gás de Fermi ocorre se k?'( 8p. (Suges

tão:Veja o exemplo I l4 e use (t 1-57).)

Mostre a partir da distribuição de Fermi que num metal a 1= 0 K a energia média de um

elétron é 38¡/5.

Usando 23 como peso atômico e 9,7 x 102 kg/m3 como densidade do sódio metálico,
calcule a energia de Fermi com a hipórese de que cada átomo de sódio fomece um elé.

tron à banda de condução. (Sugestão: Veja o exemplo I l-5.)

Usando 197 como peso atômico e 19,3 x 103 kg/m3 como densidade do ouro, calcule a

profundidade do poço de potencial para elétrons livres no ouro. A função trabalho é

4,8 eV e existe um elétron liwe por átomo.

Num sistema unidimensional, o número de estados de energia por unidade de energia é

(Uh).,/2mi8,onde / é o comprimento da amostra e m é amassa do elétron. Há¿{el6
trons na amostra e cada estado pode ser ocupado por dois elétrons. (a) Determine a

energia de Fermi a 0 K. (b) Determine a energia média por elétron a 0 K.

Mostre que cerca de um elétron de conduçã-o em míI, na prata metálica, tem energia maior

do que a energia de Fermi, à temperatura ambiente.

=10,re#L.-"(* i,". )
mlcl r''2nkTV( 2r

t¡ r# dx

-ì

a^

2t.
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Moléculas

12-l TNTRODUçÃO

O assunto tratado nos capítulos anteriores é considerado comum a toda física quântica.
Os conceitos e técnicas desenvolvidas nesses capítulos, com o objetivo de se estuda¡ os átomos,

mostram-se ncccssários, ou pelo menos úteis, no estudo dc árcas onde se aplica a física quântica.

Mas depois dos átomos, as aplicações da física quântica se dividem em ramos bem definidos e

nitidamente distintos. Um dcles leva a sistemas maiores do que os átomos, isto é, vai dos átomos
às moléculas e dessas aos sólidos. O outro ramo parte dos átomos para sistemas menores, isto é,

para os núcleos e dar'para seus constituintes, as partículas elementares. Nos próximos três

capítulos seguiremos o primeiro caminho e nos últimos três exploraremos o segundo.

Sabemos que dois ou mais átomos podem se combinar para formar uma molécula estável.

Procuraremos aqui uma descrição das forças interatômicas que ligam os átomos numa molécula
e também umâ compreensfo da natureza dos níveis de energia e espectros das moléculas. Como
um número muito grande de átomos pode se juntar para forma¡ um sólido, de forma muito
semelhante pela qual alguns formam moléculas, o fenômeno daligaçã'o molecular é muito im-

portante para explicar as propriedades dos sólidos. A motivação para o estudo dos espectros

moleculares, além de seu interesse intrínseco, provém de considera@es práticas. Por exemplo,
um novo e crescente campo da ciôncia é a astronomia molecular, que envolve a medida dos
espectros moleculares provenientes da matéria interestelar ou inte.rgalática, com o objetivo
de determinar sua composiçâo e condiçâo. E, como veremos, as medidas dos espectros molecu'
lares constitul'ram, durante muito tempo, a fonte de informaçá"o básica sobre importantes pro-
priedades dos núcleos contidos nas moléculas.

l2-2 LrcAÇÕES rÔNTCAS

De um certo ponto dc vista umâ molócula é um arranjo cstável de um grupo de núcleos

e elétrons. A configuração exata é ditada pelas forças eletromagnóticas e pelas leis da meqáni'
ca quântica. Este conceito de molécula é uma exte¡isão natural do conceito de átomo. De outro
ponto de vista, uma molócula é uma estrutura estável formada pela associação de dois ou mais

átomos. Dentro desse prisma os átomos retêm suas identidades, contrariamente ao primeiro
ponto de .vista. Ambas as perspectivas são obviamente úteis e há casos onde qualquer uma delas



é diretamente aplicável.. Em geral, entretanto, a estrutura e propriedades das moléculas sâ.o me-
lhor descritas por uma combinação das duas óticas. Quando uma molécula é formada a partir
de dois átomos, os elétrons das camadas internas de cada átomo permanecem fortemente liga-
dos ao núcleo original e pouco sâo perturbados. os elétrons exteÀos e fracamente ligados são,
contudo' fortemente perturbados e influenciados por todas as partículas (íons * elétrons) do
sistema' Suas funções de onda são nitidamente modificadas quando os ¿tàmos se aproximam.
Na verdade, é essa interaçâ'o que permite a ligaça-o, isto é, que leva a uma energia mais baixaquando os núcleos ou íons estão muito próximos. Esta interação, denominadaþrça interatô-
mica, tem ofigem eleÛomagnétr'ca vemos assim que os elétrons de varência desempenham umpapel predominante na ligação molecula¡.

Existem dois tipos principais de ligação molecula¡, a ligação iônica ea ligação covalente.A molécula de Nacl é um exemplo de ligaçao iônica e a moEóula de H2 um ãxempro de riga-
ção covalente. considere a forrnago de uma molécula de Nacl a partir ã" ,'' ¿,o*o de Na eoutro de cl, inicialrnente muito afastados. A figura 9-r5 mostralur r"*ou., o erétron maisexterno 3s do Na para formar o Íon Na ,"q,rrr ri*. energia de ionização de 5,r ev. Alþaçaoatômica no Na alcalino é relativamente fraèa porque suas subcamadas internas cheias são efi-

-4,9

FIGLiRÄ l2-l'Energia dos átomos neutros Na e cl e dos íons Na* e cl- em funçâ'o då separação inter-
nucleal R- A combinaçalo iônica rem menor energia para pequena separação, enquanto que
a combinaç¿:o de átomo neutÍo tem energia mais baixa quandà os áto;os esta--o mais afasta-
dos' Assim quando os dois átomos neut¡os sa:o aproximados passm a te¡ uma forma iónica
a partir de um certo valor da distância interatômica.

cientes na blindagem elétrica do núcleo de modo que o elétron de valéncia move{e exrerna-mente num campo enfraquecido. Se ligarmos então este elétron ao átomo de halogênio Cl com-pletarêinos uma camada áp unt"rior,nrnte incompleta no cl para formar o íon de cl-. oha-logênio tem uma afinidade eletrônica relativamente alta, isto é, o íon de camadas fechadas é

530

Na++e-+Cl

5,1 eV Na 3,8 eV Cl
energia afinidade

de ionização eletrônica

Na' + Cl- (paraR = -¡
678910il12
R(Ð

rnais estável do que o átomo neutro, sua energia sendo 3,8 eV inferior. Às custas de 1,3 eV de

energia (5,1 eV - 3,8 eV) teremos, portanto, fo¡mado dois íons distintos separados, Na+ e

Cl-. Esses Íons, porém, exercem entre si forças coulombianas at¡ativas e a energia de atração

é maior do que 1,3 eV. Como a energia potencial de Coulomb mútua dos íons é negativa, a

energia potencial do sistema total decresce inicialmente quando a separaçâo entre os íons é

reduzrda progressiramente. Qu¿ndo os íons se aproximam ainda mais, a distribuição de carga

elét:írca dos mesmos começa a se superpor. Isso acaneta dois efeitos, ambos no sentido de

aumentar a energia potencial: (l) os núcleos tornam-se menos blindados do que antese come-

çam a se repelir mutuamente e (2) para pequenas separações intemuclea¡es teremos na verdade

um ún¡co sistema para o qual se aplica o princípio de exclusão e alguns elétrons Passarão para

estados de maior energia de modo a não violar este príncípio. A curva de energia potencial

traduz, portanto, a existência de uma força repulsiva para pequenas distâncias interatômicas

e uma força atrativa para distâncias maíores. Há uma distância internuclear para a qual essa

energia é mínima, 4,9 eV menor do que o valor para íons afastados. Em comparação com os

dois átomos neutros, Na + Cl, o sistema combinado NaCl tem energia 3,6 eV menor (isto é,

E = 1,3 eY - 4,9 eV = -3,6 eV) de forma que o estado ligado é energeticamente favorecido,

como aparece representado na fìgura l2-l.AseparaçaiointernucleardeequilibrioparaoNaCl
vale 2,4 Ã'

EXEMPT,O T2-I

Calcule aproximadamenle a profundidade do mínimo da fþura l2'1, supondo que à distância inter-

nuclea¡ R d. .quilíbrio, 2,4 Apan o NaCl, os íons de Na* e Cl- têm distribuições de cargaesfericamente

simét¡icas que naìo se superpõem.
Com essa hipótc;e, , lri d" C"rtt da eletrostática nos permite calcular a encrgia de Coulomb de liga-

çalo dos íons de carga unitária, a partir da expressão simples

leay = - 
--4reo R

onde R = 2.4 ,4- Obtemos enrâo

9,0 x 10" N-mr/C. x (1,6 x l0-'e C)"

2l x l0-rom

leV
= -9.7 x l0-re J x

1,6 x lO-te J

= -6,0eV

Se o leitor extrapolar ligeiramente o comportamento em l/R cla figura l2-l atê R =2,4 Lverá queo resul-

tado do cálculo acima ó consistente com as hipóteses assumidas. ^

O NaCl é uma molécula que se mantém por uma liga$o iônica' Como a região da carga

positiva (Na+ ) e a região de carga negâtiva (C l- ) estao separadas, existe um momento de dipolo

et¿tríco permanente. Uma molécula iônica é então denominada uma moléculapola¿ Uma liga-

ção iônica é também chamada ligaSo heteropokr. As ligafies iônicas não são direcionais, pois

óada íon tem uma configuraçá-o dã camada fechada, sendo esfericamente simétrico. Podem-se

formar liga@es iônicas com mais de um elétron de valência, como no cæo da molécula de
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MgCl2, quando o estado molecular é energeticamente menor do que o estado de átomos separa.
dos. O número de liga@es iônicas que um átomo pode formar depende da estrutura de camada
do átomo, isto é, nos potenciais de ionização gerados pela remoçâo sucessiva dos elétrons. Será
energeticamente favorável formar liga@es iônicas somente com aqueles (poucos) elétrons das
subcamadas externas que têm potenciais de ionizaçâo dentro de certos limites. Compostos de
elementos da primeira e da penúltir¡a colunas da tabela periódica (os halogenetos alcalinos
como KCl, LiBr' etc.) são iônicos bem como muitos dos formados com elementos da segunda e
antepenultima colunas (os óxidos alcalino-terosos, sulfetos, etc.).

t2-3 LIGAçÕES COVALENTES

Consideremos agota a formação da molécula de H2. Se no caso do H2 calculássemos a
energia necessdria para formar íons de hidrogênio negativos e positivos levando-se um elétron de
um átomo de hidrogênio a outro, e em seguida somássemos a energia de Cor¡lomb de interação
dos íons, veríamos que não existe nenhuma distância inte¡nucleai para a qul a energia total
seria negativa. Isto é, a ligação iônica não leva a uma molécula de H, ligada. o fato de que H2
seia ligada explica-se péla mecánica quântica através do comportamenio ãas autofunções elet¡ô-
nicas que descrevem a distribuição de carga do sistema, quando dois átomos de hiárogênio se
aproximam um do outro. Como veremos adiante, a distribuiçeo ¡esultante de carga produz uma
alragão eletrostática, mas trata-se de uma distribuiçao de caiga que pode ser interpretada como
se os elétrons fossem comuns aos dois átomos. A ligação é denominada co valente.A melhor ma-neira de compreender a ligação covalente é tratar inlcialmente o cæo mais simples do íon de hi-drogênio molecular H!. Nesse caso, temos dois núcleos, cada um exercendo uma repulsão cou-
lombiana sobre o outro, e ambos exercendo uma atração coulombiana sobre o elétron único.
Como o movimento do elétron é muito rápido em comparação com os movimentos nucleares, o
tfatamento consiste em supor que os núcleos estão parados a uma distáncia R um do outro,
com o elétron movendo-se no cåmpo coulombiano produzido por eles e, entâ'o, determinar.a
energia do elétron usando a equaçá'o de Schroedinger. conside¡amos depois R como urna va¡iá-vel e explicitamos tânto a energia do elétron .otno . energia de ..pìhao coulombiana em
funçã'o da separação intemuclear. A energia total do sistema será a soma dessas duas energias eo sistema será ligado se a energia total exibir um mínimo p¡ua um valor determínado da dis-
tância inte¡nuclear.

A parte superior da figura I 2-2 mostra a energia potencial na qual se mo ve o elétron atra-
vés de um grãfìco feito ao longo de um eixo r qur p.rr. pelos dois núcleos, no caso de uma
separação internuclear R = l,lÅ . A energia potencial é simétrica em relação a um plano per-
pendicular ao segmento de reta que liga os dois núcleos e que passa pelo seu meio, pois o po_
tencial é a simples soma de um potencial coulombiano centrado numa extiemiduarirrr"rrg-
mento de reta com um potencial coulombiano idêntico centrado na outra extremidade. Como
o movimento do elét¡on num estado ligado desse potencial terá a mesma simetria, a densidade
de probabilidade Ú*t do estado eletrônico ligado ierá mesmo valor em dois pontos situados deum lado e do outro do plano e eqüidistantes dele. Isso exige que cada autofunção ry' tenha exa-
famente o mesmo valor nesses dois pontos ou ai¡da que tenha num dos pontos um valor igual
mas de sinal contrário ao do out¡o ponto. Isto é, as autofunções deve¡ão ser pares ot ímpares
em relaÉ'o a urna reflexão- no plano. Essa situação aparece esquematizada na parte inferior dafþura 12-2 através do gráfico das autofunpes normarizadas, par e ímpar, de menor energia aolongo da reta que rme os dois núcleos. A idéia importante é que a autofiniao ímpar deve neces-sariamente ter um valor nulo no centro desse i.g*.nto de reta, pois eia obdece à equação
Ú(- x) = -'ltØ, e se assim não fosse seria internamente inconsistente no centro ondex =0.A função par, no entanto', não tem essa imposiçâo e pode ter um varor apreciável em x = 0.
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como unr elétron com densidade de probabilidade ú"ú, representado por uma função
ímpar, deve evitar o centro da molécula, ele evitará a região central. A integrat de ú*ú em todo
o espaço sendo igual a I e essa grandeza sendo relativamente pequena na região entre os nú-
cleos, ela será apreciável na regiaio externa aos núcleos. Essa região externa é onde o potencial
é menos ligante de modo que um elétron desse tipo estará relativamente pouco ligado. A fun-
ção ímpar poderia estar ma¡s fortenlente concentrada na região próxima aos núcleos, sendo ain-
da zeto no centro, mas somente se sua curvatura fosse maior. Como maior curvatura exige
maior energia cinética, isso nâ'o diminuiria a energia total do elétron. Um elétron cujo compor-
tamento é descrito pela densidade de probabilidade de uma funçâo par tem uma probabilidade
relativamente alta de se encontrar na região onde o potencial é mais ligante, isto é, na região
compreendida entre os dois núcleos- Um elétron desse tipo estará relativamente fortemente
ligado. Os dois níveis de energia mais baixa de um elétron no potencial considerado aparecem
na figura l2-2. Entendemos agora por que o mais baixo dos dois corresponde ao estado quân-

tico para o qual a autofunção é par.

FIGURA l2-2.8m ciæø: A função potenciål e osdois niveisde menor energiade um elétron numa molécula
Hldedistânciainlernuclca¡R=l,l ÀAfunçãopotcnciatfoicalculadaaolongodaretaque
passa pelos dois núcleos. Embaixo: Autofunções par e ímpar co¡respondentes aos dois níveis
de energla, calculadas ao longo da reta internuclear. Próximo de cad¡ um dos núcleos, ambas
as autofunções têm intensidades que são exponenciais decresccntes com a distância a partir
dos núcleos, como no estado fundamental do átomo de hidrogênio.

A figura l2-3 mostra a soma da energia do elétron e da energia de repulsão coulombiana
internuclear para os dois estados de menor energia da molécula Hj, em função da distância

' internuclear R. Para valores muito grandes de R, o elétron se ligará a um ou outro núcleo no es-

tado de energia mais baixa de um átomo de H, a energia de repulsão será desprezíyel e a energia

do sistema terá então o ralor familiar de - 13,6 eV. Para o estado quántico com a autofungão

-6-5-4-3-2-101234s6
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par, a energia do sistema inicialmente diminui para valores decrescen(es de R. lsto ocorre p(ìr-

que a energia de ligaçâ'o do elétron que já se encontra próximo a um dos núcleos toma-se ma.

rapidamente negativa do que a energia de repulsão entre os dois núcleos torna-se positiva
quando o outro núcleo se aproxima. (O elétron no estado de autofunção par, para distâncias

de separaçâ'o internucleares moderadâs, tende a se encontrar entre os núcleos, de modo que sua

distância em relação a qualquer um dos dois núcleos é menor do que a distância que separa

esses.) À medida que a distância internuclear diminui, a energia do sistema passa por um míni-
mo e depoís começa a crescer rapidamente. lsto ocorre porque quando os núcleos se superpõem
aenergia de ligaçã'o do elétron não pode se tornar menos negativa do que -(2)' x 13,6 eV =

-54,4 eY, energia do estado fundamental do átomo de hélio monoionizado, enquanto que a
energia de repulsão internuclear aumenta sem limites, quando diminui a distância internuclear.
No caso da autofunção par, a molécula encontra-se ligada de maneira estável por uma ligaçfo
covalente simples. No equilíbrio .R = l,l Å,, quando a energia em função de ¡R tem um míni
mo de cerca de 2,7 eY de profundidade. A energia de ligação medida, isto é, a energia necessária

R(Å)

FIGURA l2-3.linergia total da molécula H, para os dois níveis eletrônicos de menor energia, em função de
disfância intcrnuclcar. A molécula encontra{e ligada sbmente no estado de autofunção ele-
trônica par.

para dissociar H! em H e H+, está em bom acordo com esse valor. Devido à ligação sensivel-

mente mais fraca do elétron no estado de autofunção ímpar, a curva de energia total correspon-

dente não tem mínimo. A molécula, portanto, não se ligará se a autofunção do elétron for ím-
par porque a energia diminui sempre, quando a separação intemuclear aumenta.

Se acrescentarmos agora um segundo elétron à H! para îormar H2, aenergiadosistema
diminuirá ainda mais, as duas forças atrativas adiclonais que agem entre esse elétron e os núcleos
superando a .repulsão elétrone létron. Para H2 a energia de ligaçâo é de cerca de 4,7 eV e a dis-
tância de separaçâo internuclear no equilÍbrio 0,7 eV. Assim H2 é mais compacto e maisforte-
mente ligado do que H!. O segundo elétron no H2 vai para um estado quântico cuja autofun-

ção tem as mesmas propriedades espaciais da autofunção do primeiro elétron. Isto é, no estado
de mais baixa energía de H2, ambos os elétrons se encontram num estado de mesma autofunção
espacial - e esta autofunção é par em relaçao ã uma reflexão no plano que se situa a meio ca-

minho entre os núcleos. fusim a densidade de probabilidade de ambos apresenta uma certa con-
centração na região entre os núcleos. Como o princípio de exclusão obriga que os dois elétrons
tenham aulofunpes de spin diferentes, eles terão componentes z do spin opostas. Usando a

terminologia mais precisa da seção 9-3, a autofunçâ'o que descreve o sistema de dois elétrons in-
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distinguíveis é o produto de uma autofunçâo espacial simétrica e a autofunçaìo de spin anti-
simétrica (isto é, singlete). Vimos nessa seção que os dois elétrons podem se encontrar relativa-
mente mais próximos quando o sistema for descrito por uma tal autofunção. lsto é obviamente
consistente com a idéia de que ambos têm uma razoável chance de se encontrarem próximos
do ponto médio entre os núcleos.

Devido à superposiçâ'o espacial compieta das funções de onda dos elétrons indistinguíveis

no H2, toma-se totalmente impossível associar um elétron Particular a um átomo particutar
da molécula. Em vez disto, os elétrons, responsáveis pela lþação que mantêm juntos os átomos

no intetior da molécr¡la, participam da molécula ou da própria ligação. Esta é a idéia do pør
comum ou compartilhodo de eléftons, com spins "antipørølelos" que constituem uma ligaçao

covalente. Observe que se os dois elétrons tivessem spins paralelos não poderiam ambos estar

na região entre os núcleos. Não poderiam então Permanecer no espaço onde a atração exerci-

da pelos núcleos sobre eles é otimizada. Se imaginarmos formar H2 juntando dois átomos de

H, haverá uma nítida diferença entre utilizar átomos com elétrons de spins "paralelos" ou

"antiparalelos". Na figura 124 mostramos a previsâ'o da mecânica quântica para a energia

total do sistema em funçã'o da distância internuclear para as duas posibilidades. Obtém-se

um estado ligado somente no caso de spins "antiparalelos". Os cálculos que fornecem as curvas

da figura I 24 levam em conta a repulsã'o elétronelétron. Isto produz um efeito quantitativo no

sentido de reduzir a liga@o, mas não provoca nenhuma mudança qualitativa na descrição que

apresentÍrmos como origem da ligaSo covalente.

R (Á)

FIGTJRA l24.Energiø totãl da molécula de H, para spins eletrônicos "paralelos" e "antiparalelos" em

funçalo da distância internuclea¡. A molécula constitui um estado lþado somente no caso onde

os sPins salo "antiParalelos".

Somente dois elétrons podem formar uma ligação covalente. Dizemos que um elét¡on de

um átomo emparelha-se com um elétron de spn "antiparalelo" de outro átomo. Se um átomo

tern vários elétrons em sua subcamada externa incompleta, isto é, se ele tem vários elétrons de

rralência, cada um deles pode tenta¡ formar uma ligação covalente com um elétron de valência

de um átomo vizinho. Se existir, entretanto, dois elétrons de valência com spins "antiparalelos"

num átomo, um elétron de valência adicional de outro átomo não conseguirá formar uma liga-

ção com nenhum deles uma vez que os mesmos já estarão emparelhados entre si. Isto é, se o

ipin do elétron adicional for "antiparalelo" ao spin de um desses elétrons, ele será "paralelo"

at spin do outro. Como o princípio de exclusão aplicado à molécula impede que dois elétrons
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com spins "paralelos" tenham a mesma autofunção espacial, o elétron adicional não podcrá
ocupar a mesma regiâ-o molecular, favorável energeticamente, ocupada pelos elétrons que cons-
tituem o par Preexistente. Portanto, os elétrons de valência de um átomo que são capazes de
formar ligagões covalentes são os que ainda não formam pares com spins "antiparalelos", em
conseqüência do princípio de exclusão. Por exemplo, na teoria de Hartree todos os três elé-
trons 2p do N podem ter spins "paralelos" porque existem três valores possíveis do nún¡ero
quântico m¡ para / = I, de modo que nenhum deles fica obrigado a se emparelhar no átomo.
(Na teoria da interação residual de Coulomb os três elétrons férn spins "paralelos" no
estado fundamental do átomo de N com acoplamento Z,S.) Em conseqüência a molécula de N2
tem três liga$es covalentes. Mas o O tem um quarto elétron na subcamada 2p e o princípio de
exclusâo obrigao a ter seu spin "antiparalelo" ao spin de um dos outros três. Existem então
somente dois elétrons de valência desemparelhados no O e a molécula de 02 tem somente duas
ligações covalentes. Em geral, o número de elétrons de valência desempàrelhados é igual ao nú.
mero de elétrons na subcamada até que ela esteja meio cheia e é igual ao número de buracos da
subc¿mada além desse limite.

Como na lþção iônica as forças se vturam na liga$'o covalente. Isto é, um dado átomo
interage fortemente exclusivamente com um número limitado de outros átomos. A saturação é

devida ao número limitado de elétrons ou buracos na subcamadaocupada mais externa do áto-
mo. Diferentemente da ligaElo iônica a liga$o corr¿lente é direcional. A propriedade direcional
nã'o aparece no H2, pois a densidade de probabilidade do elétron de valência, em cada átomo
de H isolado, é esfericamente simétrica, a única direçâ'o definida na molécula de H2 sendo então
a que une os dois núcleos e a ligação covalente atua ao longo dessa direção, qualquer que ela
seja. Num caso mais típico a densidade de probabitidade ile um elétron de valência tem sua pró-
pría dependência direcional e certas direções preferenciais para formar liga@es covalentes. As
propriedades direcionais das liga@es covalentes manifestam-se nas propriedades estruturais das
moléculas ligadas covalentemente e constituem as bases da química orgânica. A distiibuiçao de
carga dôs elétrons emparelhados numa ligaçâo covalente tem uma simetria em tomo do centro
da molécula, como foi discutido no caso do H2, de modo que não existe momento de dipolo
elétrico permanente associado com a ligação covalente. A ligaçâ'o é então às vezes denominada
de homopolar. Conrs a ligação em moléculas qug não contenham somente dois núcleos idên-
ticos pode ser parcialrnente iônic¿, embora predominantemente cor¡alente, só moléculas do tipo
02 e N2 são estritamente homopolares.

I24 ESPECTROS MOLECULARES

As moléculas podem permanecer ligadas tanto em estados excitados quanto no estatlo
fundamental. Os espectros de emissão e absorção das moléculas são devidos às transições entre
estados de energia permitidos, O diagrama de nÍveis de energia é relativamente complicado e di-
fere em muitos aspectos do caso atômico. Para começar nâ'o podemos mais classificar os estados
segundo o momento angular orbital eletrônico. Como a força que se exerce sobre um elétron
nâ'o é'uma força central (numa molécula diatômica, por exemplo, há dois centros de atração
nuclear), o momento angular orbital I nalo æ conserva. Nos termos da seção ?-9, as autofunçõei
de energia nâo são autofunções do operador Llo. Numa molécula diatômica, contudo, a distri-
buição total de carga é simétrica em relação ao eixo que conecta os núcleos, digamos o eixo dos
z, de rnodo que a componente do. momento angular na direçâo desse eixo, Z, se conserva.
Então as autofunções moleculares da energia são autofunções de L, e que L" tem valores permi-
tidos que sâ'o múltiplos inteiros de Ír, análogos aos valores z¡h dos estados atômicos.

Uma outra diferença entre os casos atômicû e molecular é que podemos desprezar o mo-
vimento nuclea¡ num átomo, ou ainda considerá-lo simplesmente pelo emprego da massa reduzi-
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da do elétron, Tanto numa molécula como num átomo não precisamos evidentemente consi-
derar o movimento de translação porque este, sendo livre, não é quantizado. Entretanto, os nú-
cleos numa molécula podem se mover um em relação ao outro. Numa molécula diatômica, por
exemplo, os núcleos podem vibrar em torno de sua distância de separação do equilíbrio e, aiém
disso, todo o sistema pode girar em tomo de seu centro de massa. A energia em cada um desses
movimentos, de vibraça-o ou rotação, é quantizada de modo que se espera um número muito
maíor de níveis de energia numa molécula do que num átomo. Na verdade, esses movimentos
interagem ou se acoplam entre si e uma análise detalhada do problema deverá levar em conta
isso,

É claro que a solução da equaçã'o de Schroedinger mesmo para as moléculas mais simples
é muito difícil. Os resultados empíricos da espectroscopia molecular mostram, no entanto, qu€
podemos considerar a energia de uma molécula como constituída de três partes principais:ele-
trônica, vibracional e rotacional. Os níveis de energia molecular se encontram em grupos bem
separados, cada grupo associado a um estado eletrônico diferente da molécula. Para um dado
estado eletrônico, os níveis apalecem também em grupos separados por intervalos de energia
quase idênticos. Eses correspondem aos estados sucessivos de. vibração dos núcleos. Dentrc
de um estado vibracional hd uma estrutura fìna de níveis atribuídos a dilerentes estados de ro-
taçâo da molécula. Essa estrutura de níveis sugere que podemos obter uma solução aproxima-
da para a equaçâ"o de Schroedinger separando-a em três equações, uma descrevendo o movi.
mento dos elétrons, outra as vibrações do núcleo e outra a rotação dos mesmos, Na aproxima-
@o seguinte poderemos levar em conta o acoplamento entre os movimentos eletrônico e nu.
clear, como a ligação entre o momento angular eletrônico e a rotação da molécula e o acopla.
mento entre os ¡novimentos nucleares de vibração e rotação.

O êspectro emitido por uma molécula pode ser dividido em três regiões espectrais corres
pondentes aos diferentes tipos de transições entre os estados quânticos moleculares. No infra-
vermelho longínquo, podemos observar os espectros de rotaçâ'o, conespondentes a radiações
emitidas em transigões entre estados de rotação de uma molécula que possui um momento dr
dipolo elétrico. No infravermelho próximo, observamos os espectros de vibração-rotação, cor-
respondentes âs radiações emitidas em transições vibracionais de moléculas que possuem mo:
mento de dipolo elétrico, que comportam também mudanças nos estados de rotação. Na re.

gião do visível e ultravioleta obser mos os espectros eletrônicos, correspondentes às radia-

ço'es emitidas em transições eletrônicas. As vibrações eletrônicas descrevem vários ciclos du
rante o intervalo de tempo necessário para mudæ a confìguraçã'o nuclear (isto é a nzão físic¿
que nos permite separar a autolunção num fator eletrônico e outro nuclear), de modo que os
espectros eletrônicos têm uma estrutura fina determinada pelo estado de rotaçá'o e vibraçãc
dos núcleos durante as transi@es eletrônicas.

Nas seções que seguem examinaremos o movimento e espectros das moléculas diatômicas
e deles extrairemos informaSes valiosas sobre suas propriedades.

l2-s ESPECTROS DE ROTAçÂ,O

O movimento rotacional de uma molécúa diatômica pode ser visualizado como a rotação
de um oorpo rígido em torno de seu centro de massa, como aparece ilustrado na fìgura l2-5.O
centro de massa se encontra no eixo que conecta os núcleos e o momento angular associado
com a rotação é um vetor que passa pelo centro de massa e se sitl¡å sobre o eixo de rotação, per,
pendicularmente ao eixo internuclear. A rotação em torno do próprio eixo internuclear é des:

prezível. O momento de inércia, ou inércia rotacional, em torno do eixo de rotação devido aos

núcleos é f = p RZ, ondeRs é a distâncía internuclear (no equilíbrio)e pé a massa reduzida do

sistema. Como aparece demonstrado na legenda da figura I2-5, a energia rotacional é, classica-
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rnenle, Et = L2 l2I, onde L é o momento angular do sistema

quantizaþ do módulo do momento angular dá L2 = r(r *
tacionalr=0,1,2,. . . de modo que

h2
E, =¡r(r + t) (12-1)

['1 (eixo internuclear)

'ltt
',/

molécula diatômica girando

- --¿¿/Modelo de um ó corpo
dinamicamente equivalente

FIGURA l2-5.8m cima:l)ma descriçaio simplificada de uma molécula dhtômica constituída por duas mas-

rias m¡ e m2 que giram em lorno de seu cenlro de massa comum (CM) distando Ro uma da

ouln- Emb¿ko: Um modelo dinâmicamente equivalente constituído por uma massa reduzida

¡;= mrmrl(m, + m2) que gLa em torno de um ponto fixo a umadistânciaRo deste. Se uéa
velocidade da massa reduzida r¡, sua energia cinética de rotaçalo será ð, = yvz 12 e seu momento

angulat L = l¡uRo. AssimEr=yL2 l2p2Râ=Lzl2pR1o= Lal2I,ondeI =l¡Rå éseumomento

dc inércia ou inércia rotacional.

E os níveis sucessivos de rotação estarão separados em energia de

¡r h2
AE, = E, - Er-, =---,lr(r + l) - (r - t¡r1=-,

A quantidacle h2 ll para uma molécula típica tem um valor da ordem de l0-a a l0-3 eV, de

modo que uma pequena €nergia é suficiente para levar a molécula a um estado rotacional exci'
tado. Por exemplo, à temperatura ambiente a energia de translação de origem térmica das mo-
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em torno do eixo de rotaçã'o. A
l)h2 com o número quântico ro-

(r2-2)

Eixo de rotaçá'o

léculas é de 2,5 x l0- 2 eV e, conseqüentemente, as colisões normais podem transferir a energia

necessária para a excitação. A qualquer tempetatura dada as popula@es dos estados rotacionais

obedecem à distribuição de Boltzmann, e como vários estados estão populados a populaçã'o

de cada um é pequena.

r=5

ri-- |

'f= 0

J
2

100

80

'å oo
o

€40
¡sjzo

0
99"104" 103" lo2' 101' 100"

Posiçaio da grade

FIGURA l24.Em cima:Diagnmaesqucmático dos nívcis de energia dos estados rotacionais dc uma molÚ-

cula diatômica e o espectro dc emisgo cm lrcqütincia corfespondcntc pära as tfansiçõcs pef-

mitídas.Emhaixo:OcspectrodeabsorçãorotacionaldoHClgasoso'aPcrccntagemdeabsor-
çãoaparecendocmfunçziodcumagrandczaqueóessencialmcntcumamedidadoinversodo
comprimcnto de onda ou número de onda'

se a molécula tivef um momento de dipolo elétrico permanente, como ocorre com todas

as moléculas diatômicas constituídas de núcleos diferentes, pode-se observar espectlos de emis-

são e absorção. A emissão de radiaçã-o é devida à rota@o do dipolo elétrico.e a absorção de

radiação produzida pela interação desse dipolo com o camPo elétrico da radiação incidente'

112 u,
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Para radiação de dípolo elétrico, as transições permitidas entre os estados são dadas por uma re-
gra de seleção análoga à do momento angular orbital em transições atômicas, explícitamente
Ar = !1. Os comprimentos de onda espectrais ì, deduzem-se de (12-2) e de

Isto é,

aE, = ¡,

r? hc

1À

lh
(r2-3)\ 2nlc

onde r é o número quântico do estado rotacional superior. Com a imposiçalo Ar = 11, a separa-

$o entre as linhas espectrais (em termos do recíproco do comprimento de onda) será
A(1/À) = hl2úc, uma constante. Isso aparece ilustrado na figura 12-6. Medidas da separação
dão o valor de /, o momento de inércia da molécula e deste podemos estimar o valor da distân-
cia internuclear de equilíbrio Rq. No caso do HCl, por exemplo, encontramos fl2nlc = 2079{
ñ-r, o que dá / = 2,66 x l0-a7 kg-r¡2; da masa corihecida do H e do cl obtemos então
Ro = 1,27 x l0-r0 m como vaior da separação entre os átomos da molécula. Espectros rota-
cionais puros são observados nas regiões de infravermelho longínquo ou microondas, sendo os
comprimentos de onda conespondentes À da ordem do milímetro até o centímetro. A fìgura
l2-6 mostra um exemplo. Moléculas diatômicas com núcleos idênticos, como 02, não tendo
momento de dipolo elétrico permanente, não exibem espectros rotacionaís puros.

EXEMPLO T2.2

(a)Determinearazàoent¡en,onúmerodemoléculasnonívelrotacíonal¡,eno,onúmerorcnível
¡ = 0, em uma amostra em equilíbrio a uma tempe¡atura 7.

Do fato¡ de Boltzmann temos

-ll',r _., r 
"_(Ey_E)lkTno Jl/o

onde os-'l's sâo os falores de degenerescência, ou número de estados quânticos degenerados associados
a cada nível de energia. Paca a enetgia E, existem 2r + I estados, correspondentes ao número cle vatores pos-
síveis do número quântíco da componenle z, m., associados a cada valor de r. portanto,4 = Zr + I e
u{o = I, de modo que

n-r =(2r+[e-(Er-Eo)lkr
nø

(b) Mostre que a populaçâo dos níveis de energia rotacionais c¡esce inicialmente com r e em seguida
decresce quando r continua a aumentar.

De (12-l) temos.E/ = (t\2 l2I)r(r + l) e Eo = 0, de modo que

n, = n o (2r + D e- Uf lzlkT) r (r+ t)

Quando r crescei o fator 2r + I também cresce enquanto que o fator exponencial diminui. Para valores
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grdndcs de t o termo cxponcncial prcdomina c, assim, a princípio, nr aumenta com ¡, mas tapidamente a
etpotrcncial suprirnc o aunìcrìto c n, decresce paa valores grandes de r. Por exemplo, para o HBr àtempera-
turaanrbiÈntc.nrérnárinroplrar=3 comnrlno = 4.cnquantoqueparar=9 temosn"/no = l/!.

(c) Relacione essas populaçõcs com ls intensidadcs das linhas rotacionais.
Considcrc o csPectro dc absorçaìo, A probabilidadc para que uma dada fieqüência seja absorúda é

proporcional ao nú¡nero de molóculas no nwel de energia rolacional inicial. Assim, a variaçaio da intensidade
das linhas dc absorçâo (Ar = +l) é proporcional à população do nível de energia rotacional inicial (veja a
fþura I 2{)- O leito¡ deverá p¡opor um argumento semclhante para o espectro de emissalo. 

^

t25 ESPECTROS DE VIBRAçÃO-ROTAçÃO

Os núcleos não mantêm uma distância fìxa entre si, é óbvio, como admitimos anterior-
rnente, de modo que a molécula só func¡ona como um corpo rigido em rotação aproximativa
mente. Na verdade, o momento de inércia / muda de valor quando a molécula gha devido à va-
riação da distância internuclear. Além disso, os núcleos vibram em torno de uma distância dada
de equilíbrio e esse movimento vibracional é quantizado. Consideremos então agora o movimen.
to de vibraçå'o.

Para uma dada confìguraçâo eletrônica, a curva da energia potencial pasa por um mínimo
na distância internuclear de equilíbrio Ro. Próximo aRo a curva é aproúmadamente parabólica
de modo que pequenas oscilações sã'o ha¡mônicas simples. Segundo (6-89) aenergia de taisos-
cilações é quantizada, verifìcando a relação

E, = (v+ llZ)hvs (124)

onde o número quântico vibracional u = 0, I,2,3,... e a freqüêncía de vibração clássica é

vo = Ql2n)t/C/¡. Obserne que os níveis de energia são igualmente espaçadose existe uma
energia de ponto zero (ll2)hv. A separação åu6 vale 0O4 eV para o NaCl e como a energia
de dissociação vale cerca de I eV, há aproximadamente 20 níveis vibracionais no poço de po-
tencial. Na verdade, à medida que a energia aumenta, a curva de energia potencial torna-se
anarmônica, de modo que os níveis não sâ'o igualmente espaçados mas ficam cada vez mais
próximos uns dos outros. Os níveis rotacíonais são ainda bem menos espaçadosentre si, como
vimos, havendo da ordem de 40 níveis rotacionais no caso do NaCl e cerca de 50noHCl,en-
tre cada par de níveis vibracionais.

EXEMPLO I2.3

(a) Dado que o cquivalcntc à constante dc lbrça C de uma molécula de HCI que vibra é ce¡c¡ de
470 N/m, dete¡minc a ditì'rença de energia cntrc os dois primeiros estados vibracionais do HCl.

Temos para o HCI

JJ
tt =- mu

JO
c C =470N/m

e também

ll
nH = 

ro2 x lo* 
I =;o2 

x lo* 
kg

De (124)vcmque LE=hvo,onðer"=O12ùJClu. Usandoentaloesssdados,obtemoscomodiferençade

encrgia åuo = QIZòGlp =0,59 x l0-¡' J =0,37 eV.
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(b) Sabendo que o momento de inércia do HCI wle / = 2,66 x l0-'? kg-m¡ , determinc a diferença de

energia cntre os dois primciros estados rotacionais do HCl.

ComoEr-(n2 l2lYQ + t),oestadorolacionaldemenorenergiateráEo=0eoprinteiroestadoex-
citadotcráumaenergia.ã, =$'l7//l2=tllI-Adiferr'nçadeenergiapedidaseráat=h¡fi.Assim

ht (6,63 x I0-¡' Js)¡
= 4,2 x l0-¡¡ J = 2,6 x lC-! eV

I (2112 x 2.66 x l0-'7 kg-m¡

å diferença de energia entre os dois níveis vibracionais mais baixos é. portanto, maior por um fato¡
142 do que a que existe entr€ os dois nl'veis rotacionais m¡is baixos do HCl.

(c) Â remPeratura ambien¡e, as colisôcs cn¡re as moléculas dc HCI num gás podem transferirenergia
cinétíca suficicnte pata excilar muitos estados ¡o tacionaß. A, que tcmperatu¡a o número de moléculas no pri-
mei¡o eslado t'ihracional excilado seria igual a l/e (cerca de 37oÂl do número no estado vib¡acional funda-
mental?

Temos

ñ, _-4', c_(Er_EollkT
no J'o

onde os índices inferio¡es refe¡em*e a u = I ou u = 0. Os estados vibracionais nâo szìo degenerados, logo
4 = | =.'l'o. Temos rambóm (f r - É'o) = hvo de modo que

e I kT =hvo

Porfanto

n' 
= e-httolkr

no

1t =7.oe'r

0,59 x lO-re Jhvo
T =-= - 4300 Ke t38 x l0-¡r J/K

será a tempentura para a qual o número de moléculas de H'Cl no primeiro estådo vibracional excitado será
37% do número no estado fund¿ment¿I. Ë ctaro que, à temperature ambiente, o número de moléculas de Hcl
no €lado u= I é desprezível em relação ao númcro do estado fundamentat. 

^

Se a molécula tem um momento de dipolo elétrico permanente para a distância internu-
clear de equilíbrio, como ocorre com HCI ou NaCl, haverá aspectos vibracionais de emissão e
absorção devido ås oscilações do momento de dipolo elétrico provenientes das oscilações da
distância internuclear. A regra de seleção para transições de dipolo elétrico é Au = t l, de modo
que Agu 2 hvo. As linhas espectra¡s resultantes encontram6e no infravermelho, entre 8000 Â e
50000Ä' Para a maioria das moléculas. Molécutas diatômicas com núcleos idênticos não têm
esPectros vibracionais por não possuírem momentos de dipolo elétrico para nenhuma distån-
cia internuclea¡. Numa transiçâ'o vibracional a molécula pode também mudar seu estado rotacio-
nal de forma que mudanças vibracionais produzem um espectro combinado de vibraçâo-rotaçáo.
A transição vibracional determina a regialo do espectro e as transições rotacionais determinam
a separaçâo das linhas. o espectro consiste de uma banda de linhas, como na fìgura l2-2.

Entre os resultados interessantes que podem ser obtidos pela análise dos espectros e esta.
dos vibracionais está a determinaS'o da abundância relativa dos isótopos nucleares. A freqüên-
cia de vibraçao, vo = (ll?n)tm , depende das massas dos átomos na molécula através da
massa reduzida lr . Se numa amostra de moléculas de HCl, por exemplo, os isótopos Cl35 e
Cl37 estão presentes, as freqüências vibracionais e os níveis de energia resultantes serão ligei-
ramente diferentes para os dois tipos de molécula (veja figura l2-7). Suas linhas espectrais

s42

conseqüentemente estarão deslocadas um¡rs em relação às outras e pela medida das intensida-
des espectrais podemos obter a abundância relativa dos isótopos Cl3s e Cl3?.

Através de um raciocínio próximo ao utilizado acima, podemos obrer uma evidência
experimental sobre a edstência da energia frrita de ponto zero. Considere as molécul¿s H2,
HD e Dr, onde D representa o átomo de deutério. Como as forças elétricas salo id€nticas nãs
três casos obtemos para eles a mesma cur\¡¿ de energia potencial Ø(^R), ilustrada na figura
l2-8. A energia necessárie para dissociar a molécula é EO = Vo - ô. Se a energia do estado fun-

damental ô fosse zero, então Íìs energ¡as de dissociaçâ-o seriam idênticas, E¿ = t/6 para as três
moléculas. A teoria quântica prev€ uma energia de ponto z€ro fin¡ta, €xpliciramenre ô =

r'=5

4

I

At=+ I
I

A¡=O
I

A¡=-l

ì
I

f 
'= r

)

l

5

7

I
0

r"=5

4

3

2
I
0

eÆeÆffiffieffiffiÆÆ
r= 4 3 2 I 0 t'o I 2 3 4 5

¡"= 5 4 3 2 | 0 I 2 3 4

y+

3000 2900 2800 2700
Recíproco do comprimento de onda (cm-t )

FIGURIq, l2-7.8m cima:Dragrama de nívcis de etrcrgia para estados vibracþnaise rotacionaisde uma molé-

cula diatômica, mostrando as transições pcrmitidas e a formação de uma banda de linhas

iguatmente espaçadas, como aparece indicado no espectro abaixo. Observe que todas as tran-

si@es Ár = 0 produziriam fótons de mesma freqüência vo, mas, sendo proibidas,a linha cor-

respondente na:o existe no cspectro. Embaixo:O gráfico registrando o espectro de absorção

de vibração-rotaglo do HCl. Observe mais uma vez a ausência da linha central. As freqüências

ligeiramente diferentes em cada linha de absorção salo devidas à presença de dois isótopos do

cloro.
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(ll2)hvo. Entretanto, como a massa reduzida g entra na fórmula para ro,6 te¡á um'valor dife-
fente para cada tipo de molécula e suas energias de dissociação deverão diferi¡. De fato, com

tto = 2lrg, e IIHD = Ø13)uu,

podemos Prever a diferença e observa-se que as energias de dissociação medidas diferem exata-
mente como prev¡sto, verifìcando assim a existência da energia de ponto zero, como é exigido
pelo princípio de incerteza.

Na tabela l2-l aparecem as constantes rotacionais e vibracionais de algumas moléculæ
diatômicas.

FIGURA l2€- A energia pata H¡, HD e D, é a mesma funçâo da distância internuclea¡ R. A energia do esta-
do fundamental úbracional ô é. porém, diferente para cada uma das t¡ês moléculas.

I 2-7 ESPECTROS ELETRONICOS

Nas moléculas, os estados vibracionais e rotacionais são devidos ao mov¡mento dos nú-
cleos. É claro que existem também estados eletrônicos excitados. Para cada estado eletrôn¡co,
correspondente a uma configuração eletrônica diferente, há uma depend€ncia diferente da
energia da molécula com a distância internuclear. Como os átomos estão mais fracamente liga-
dos nos estados excitados, as curvz¡s representatiras da energia potencial da molécula em funçáo
da distância internuclear tornarñ-se mais rasas e largas, e a separaçã'o intemuclear de equilíbrio
ß¡ aumenta para rnlores crescentes da excitaçÍo elet¡ônica, conro aparece ift¡strado ni figur.
l2'9. A separaçfo em energia entre os diftrentes estados eletrônicos r¡ai de I a l0 eV, de moclo
que as transições entre os estados eletrônicos produz uma radiação na região visível ou ultravio-
leta do espectro eletromagnético.

Para cada estado eletrônico {, existem vários estados vibracionais ligados de energia.Er,
e para cada estado vibracio'nal existem vários estados rotacionais ligados de energia E;. De;
prezando ¡nterações entfe esses modos, podemos escfevef a energia total como E = E" + Eu +
Ç. As eneryias de todos os três modos podem muda¡ numa transição eletrônica, de modo que em
geral podemos escrever

AE = AEe +@:,- Ei)+ @;- E;) (l 2-s)

Os estados vibracionais e rotacionais iniciais (inha) e finais (duas linhas) diferem no grau de
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ligaçfio de lbrnra que a distánci¿ internucL'ar rle equilíbrio. o nlourento de inércia e a freqüência
rìhr:¡cional fundanrental tnudartr. Unr núnrcro ntuito grande de transições é possível e produz

TABELA l2-l . Constantes Rotacionais e Vibracionais de Algumas Moléculas Diatômicas,

l¡2
rilolécula Ro(Â) r'o(cnr- ' ) -; (eV) Molécula

JI
Ro(Å) uo(crn-r) 

*n,

H2

HD

Dr

Líz
N¿

O2

0,74
0.74
o,74

2,67

I,09
l,2t

LiH
HCl3s

NaCl35

KCI35

KBr?e

HBr?e

t.60
1,27

2,51

2,79

294
tTl

4395 7.56 x l0- 3

3817 5,69 x l0-3
3tl8 3,79 x l0-3
351 8,39 x lO-s

2360 2A8 x l}-a
1580 1,78 x lO-a

1406 9,27 x l0-'
2990 I,32 x l0- 3

380 2,36 x l0- 5

280 l13 x l0-s
231 9,1 x 10-6

2650 1,06 x l0- 3

1

.E
æ
Ðc

It

EstaCo elet¡ônico
imediatamentc superibr

I

T
5

Níveis
vibracionais Ei

o R.*
FTGURA l2-9. llustraçalo das curvas da energia molecula¡ em função da distância internuclear para dois esta'

dos elet¡ônicos. Cada estado eletrônico tem seu próprio conjunto de níveis vibracionais e cada

nível vibracional tem seu próprio conjunto de níveis rotacionais.
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bandas de Swan do C,
ót9l ¡,5636 Â 5165A 4?3? .{ 4383Â3333R-I[[r-m[-m--il[-tf-
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CN (vermelho)
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4216 Â 3883 Â 3s90 Â
CN (violeta)

FIGURA l2'l0- Em cima: Dagtama dos níveis dc encrgb e transiçdcs que lcvam à formaçaÌo de uma banda
eletrônica. Dife¡entemente da f-rgura l2-?, o espectro de banda indicado se volta sobre si
mesmo dando origem a um topo de banda na extremidade di¡eita do espectro. Observe nova-
mente que a transiçâo dc freqäência vo está ausente. Emhaixol. Bandas produzidas por mo-
léculas de CN e C, num arco de carv¿lo no ar. (De Herzberg. Spect ra ol Diatomic Molecules,
1950. D. Van Nostrand Co., tnc., Nova torque)
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um espectro comPlexo de linhas que aPar€cem nufna serie de bandas como yem ilwtrado na fì-
gura I 2-l 0- Daí o termo espectros de bandas.

O termo ò,8" é, a diferença de energia dos mínimos dos dois estados eletrônicos. O
termo riibracioîaléE'u- E'; = (u'* llz)hv'¡t - (u" + ll2)hv'; eoterrnorotacional

E; - Eï = Ge pÐ/(/+ l) - (h2 l2r')r"(r" + l). Para umâ dada transiçâ'o eletfônicå;o espec-

tro consiste de bandas, cada unla delas correspondendo a dados \¡ålores de u' e ù" e todos va-

lores posíveis de r' e f'. As regras de seleção deter¡ninam as combinações possíveis de wlores
ôe u', ù", t' e ¡". Â regra de seleção rotacional aqui é Ar = 0, i I parâ râdiação de dipolo elé-

trico. Essa regre é menos restritit/a do que para rotaça:o pura,atransi$oA¡=0sendopermiti-
rla aqui. A razão disso vem de que a mudançå na configuração elet¡ônica que aoompanhe a mu-
dança rotacional elimina as considerações de paridade que levarem anteriormente a excluir
Âr = 0 (reja seção 8-7). A regra de seleção vibracional para radiaÉo de dipolo elétrico é

Au = Él de um oscilador harûiônico simples. Se, porém, o potencial'se desúa do harmônico
símples,istoé,seeleéanarmônico,entãoAv=2,3,...etc.,...tambémépermitido.Essas
regras vibracionaís aplicam*e somente se o estado eletrônico não muda e soßrente para

bandas puramente de úbração-roteção. Se houver uma mudança do estado eletrônic¡ então
as regras de æleção são determinadas pelo chamado princípio de Franck4ondon que explica-
femos a seguir.

Vimos que existe pouca interação entre o movimento eletrônico e nuclear numa molécu-
la. Além do mais, o tempo característico para uma transição eletrônica é Ar = l0-ró s, en-

$¡anto que o intewalo de tempo para uma vibração nuclear é muito maior, 
^t = l0- 13 s. Em

conseqi¡ência, a distância intemuclear permanece, aprodmadamente, a mesma druante uma

transição eletrônica e uma linha vertical (uma linha de R constante) na fìgura l2-9 representa

fìelmente uma transição desse tipo. Se o estado superior corresponde a u'= 0, então a funçâo
distribuição de probabilidade para o oscilador so é apreciável para a regifo de R próximo da

separeção de equilíbrio e uma transição eletrônica para o estado inferior deixa a molécula
.próximo ao ponto P na cuna da energla potencial da figura. Isso corresponde a u" = 7 para o
èstado inferior. Obserye que classicamente os núcleos têm energia cinétic¿ pequena nas duas

situações porque por um lado, inicialmente, u' = Q e, por outro, porque P corresponde ao ponto
extremo do movimento úbracional parau" = 7. Isso preenche o requisito de que a velocidade
nuclear relatir¡a seja aproximadamente a mesrna em ambos os estados no instante da transição,

de modo que o movimento nuclea¡ seja capaz de se ajustar rapidamente às nor¡as condições

eletrônicas.. As transifes são mais favoráveis sob essas condições. Quanticamente obtemos

o mesrþ resultado porque no estado fundamental de um oscilador, como é o caso para u'=0,
a amplitude máxima da autofunção ocorre no c¿ntro do moúmento, enquanto que para esta-

dos superiores, como u" = 7, a autofurição tem aÍiplitude máxima próximo às.ext¡emidades
da oscilação. Como a integral do elemento de rnatriz de dþlo clétrico, (842), que determina
as intensidades relatiws, ou regras de seleção, envolve um produto das autofunções dos esta-

dos zuperior e inferior, as intensidades só serão grandes quando as autofunções tiverem uma
superposiçfo espacial significativa. Em geral, as transições mais fevorecidas são aquelas que, de

um ponto de vista clásico, podem ocorrer com os estados inicial e final tendo mesma distância
intemuclea¡ e os núcleos nos extremos de suas oscilações. Na figura l2-9 aparecem exemplos

disso, através das linhas verticais de u'= 5 parau" =?outt" = ll. Essas regras foram deduzidas

por Franck através de eonsiderações clássicas e foram retomades por Condon no quadro de um

formalismo pr¡ramente quântico.
Se o estado eletrônico excitado não for ligado, a molécr¡la se dissocia. Como tais estados

no ligados têm um continunm de energias possíveis, o espectro correspondente fornece uma

band¿ contínua- A observação de urî contitwunr no espectro de absorção de uma molécr¡la é'

Portanto, uma evidência experimental da dissociação fotoquímica.
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T2€ O EFETTO RAMAN

Um interessanie ef€ilo que fo¡nece muita informaglo sob¡e os esfados quânticos molecula¡es foi des-

cob€rto expe¡imentå¡mente em 1928 por Raman. Trata*e do esPalhamenlo de luz por moléculas com uma

mudançå de freqüência. O leito¡ dere esta¡ familiarizado com outro processo de espalhamento de luz. No

esoalhamento comum de Rayleþh por moléculas, a freqüêncÞ da luz espalhada é a mesma da luz incidente.

Nå processo de fluorescência, a freqüência da luz incidente coincide com uma freqüência de absorç:lo das

molécutas espathadoras do gãs. Este rá um fenômeno de ¡essonância onde a molécula é levada a um estado

crcirado c, após um brere lempo de vida a( r€¿mile luz numa frcqüência diferente, No efeito Ramah, a

freqüência da tuz espalhada é diferente da frcqüência da luz incidenie mas este freqüência incidente ndb

rsti ¡¿lacionada com aþuma freqüência caraclerísticå da molécula cspalhadora,

Se a radiaçaÌo ¡ncidente for intenså e monoc¡omática com freqüência v, observa-se que a luz espalha-

d¿ a 90" com a dbeção incídente contém além da radiaça--o de freqüência v (espalhamento de Rayledh) ra-

diaçôes mais fracas de freqüência r t v' (espalhamento Raman). O espectro de espalhame¡to aPresenta por-

tanto ¡inhas Raman fracas de cada lado da línha Rayleigh. Se mudarmos a freqüência da luz íncidente obser-

ramos novamente linhas fracas de cada lado da linha de Rayleþh no espectro espalhado, com a mesma dife-

rença em freqüência que entes. A dífcrença de fregüência v' €nt¡e e luz incidente e espalhada no efeito

Raman é cåracterística de transises na molécula espalhadora- Dwante o proc€sso de espalhamentoamol6
cula pode muder seu estado de uma en€rgia petmit¡da a.oul¡a. Pa¡a que a energh seja conservada no prócesso,

o fóton espalhado deveú ter uma energia dife¡cnte do fóton incidente de uma quantidade þual e em senlido

oposto à mudanç: da energia molecular.

r =4

5

.,

I
0

F¡GUR"A, l2-ll. Diagrama esquemátíco most¡ando a origem das linhas rotacionais de Raman de cada lado

d¿ linha de espalhamenlo Rayleigh.

Considere uma molécula espathadora num estado ¡otacional r. No espectro fotacional comum encon-

lrar{e¿lo linhas correspondentes a t¡ansições com At = t l. No espectlo de espalhamento Râman, contudo'

observam-se destoc¿mcntos em freqüência a partir da freqûência da Iuz incidente que correspondem a ûan-
siçõ€s rotacionais na molécula espalhadora com Ar = ú2. Assim, transições que não são permítidas no espec-

lro comum de emíssão ou absorção são permitidas no processo Raman. Uma análise em mecånica quântica

do processo Raman leva à conclusalo de que uma transiçalo Raman entre os estados c e p só pode ocorrer se

eústir um estado l tal que sejam permitidas trans¡çõ€s comuns entre d e ? e eîlte g e t Tudo se passa como

se fôssemos de c para f passando por 1. Nesse caso, s€ a tem número quânfico r, 1 lerá. r t l. Uma transíçio
comum de 7 a p, conludo, exige nova mudånçã ô,r= rl, de modoquea mudança totalem rdeaapé
Ar -- O, !2. A regra de seleção Ar = 0 fornece o espalhemento Rayleþh e a. rcgta de seleção Ar = x2 dá o
€spalhamento Raman. No espectro espalhado. portanto, obseÌram-se linhas de cada lado da linha incidente
espaçadas duas vezes mais em freqûência do que no espectro rotacional comum. Isto aparece esquemati-
z:do na fþura I 2-l l.

Há tamtém urn efcito Raman com. estados vibracionais. No processo de espalhamento por um fóton
de frcqüência u, uma molécula pode mudar seu estado vibracional. Devido a eue Au = t l, o estado vibracio-
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n¿l tìnal da molécula podc ser um logo acima ou logo abaixo do nível inicial. A freqtlênci.a do espalh¿ñento

Rzman portento scrá r, * u', onde a mudança dc frcqilência v' serÁ uma frcqtlência úbr¿cioml c¿¡acte¡ística

da molócula. A temp€raturas comuns. a maioria das moléculas estão no estado vibrecbnel fund¿menral u = 0.

e as moléculas absorvem energia passando pa¡a o estado u = l. Assim, som€nte a linha de freqilência mais

baixa. y - y'. aparece no espectro Raman- Alinhade freqüência mâis alta v + v'poder no enl¿nto, scr obs€rva-

daseonívetu=lestiversuficientementcpopuladoperaquehajatransiçõesbastsntesdeu=lpa:a'u=0
ilr" proar.it inrensidades detectáveis. Islo é tão mais provável quânto menot for a ener6ia do eitado u= I

" 
qu.nto maior for e temp€ratura do gás espalhador'

Como um exemplo da ulilidadc do espalha:hento Raman, conside¡emos molécul¿s com dois núcleos

idênticos, tal como O, e Nr. NãO podemoS ObSe¡var diretamente espcclros rotâcionais Ou rib¡acío¡uis em tais

moléculas por não teiem eias momento de dipoto elét¡jco. Podemos entretanlo obte¡ um esp€ctro conesPon-

dente às vibrações e rotações dessas motéculas no espalhamenlo Raman. A radb$'o incidenre polarira a molé'

cula, induzindo um momento de dipolo elélrico, p€rmitindo absorçelo e emissâo dc radizção cort€sPond€nte s

novimenlos rolacionais e vibracionsis da mOlécuta. É claro que numa trensição eletrônic¿ no O. ou N, a

esirulura fina do espectro revela a estrutura vibracional e ¡otacional, mas um tåt€sP€qtro s€ cncontta no ul-

traviolele e a eslrutura fina é muito difícil de ser ¡esolvida. Historícaaenle, Ras€tti usou o csPecllo Raman

panfazer a primeira determinaça--o do momento de inétcia da molécula de Nt'

r 2-9 DETER.II INAçÃO DO SPIN NUCLEAR E NATI'JREZA DA SIMETRTA

Desprezamos as interações mais fracas que entram na estruluta detalhada de espectros

moleculares, tais como o efeito do spin nuclear nos estados de energia de uma molécule' I.Não

podemos ignorar entretanto um efeito muito imPortanfe que os spins nucleãIes 1€m soble o

,rp..,ro de uma molécula mesmo quando a interação entle sPins é fraca. Os eslados que Podem

sei ocupados e as transições permit¡das de uma molécula diatômica com núcleos idênticos são

limitados por exigências de simetria. Se os spins nucleares são inteiros (0' l' 2' ' ' ' ) a auto'

funçao toial da rnolécula deverá ær simétric¿ em relação a uma troca dos índices dos dois nr1'

cleos idênticos ou bósons. Se os spins nucleares são semi-inteiros (l/2, 312, "' ) a autofunção

total da molécula deverá ser anti{imétrica numa p€rmuta dos índices dos dois núcleos por

serem esles férmions id€nticos.
Se desprezarmos as pequenas interações entre os modos associados com os comPorta-

mentos eletrônicos, vibraciOnal, rotacignal e de spin nuclear da molécula, Poderemos escrever a

.autofunção molecular como um Produto de quatro fatores. O fator eletrônico não contém os

índices nucleares contrariamente aos outros três. O fator ú, das vibnçO€s da separaçâ'o internu'

clear é sempre simét¡icO em relação a uma p€ñnuta dos índices nucleares' como pode s€r visto

facilmente pelo fato de que podemos escrever

úr=úr(kr -xzl)

onde xr e x2 são as coorðenadas dos núcleos denotados por I e 2, medidas ao longo do seg-

mento de teta que une os dois núcleos. Isto é, a r¡ar¡ável independente na autofunção vibracio-

nal é o módulo da distância entre os dois núcleos idênticos. Como ele não muda qundo se p€r'

mutam os índices nucleares, tunlo muda e é então simétrica em relação a esta troc¡r. A síme-

tria da autofirnção molecular é conseqtientemente governada pela simetria dos seus fatores rota'

cional e spin nuclear.
A pergunta sobre o que ocorre ao sinal do fator rotacion¿l Ú, quando se llermutam os

índices dos núcleos idênticos está intimamente relacionada com a pergunta sobre o que aconte'

ce ao sinal qgando se trocam os sinais de todas as coordenadas, desde que Possåmos escolher a

ofigem do sistema de coordenadasno centfo da molécula (isto é, em seu c€ntfo de massa, a meia

distãncia entre os núcleos). comessa escolha 3 op€raçâ'o de paridade (&44) (x * -x,y * -y,z'+ -z)
cumpre o mesmo papel que a operação de simetria (l + 2,2 * l), e a simetria dç ry'' torna-se
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idêntica à sua paridade. Podemos então aplicar a ¡nterpretação de (8a7) para determinar a p¡.

ridade de ú¡, se substitu¡rmos o número quântico I do momento angular orbital usado lá pelô

número quentico rotacional r Y"ado aqui, e concluiremos que Ú, ê par æ r for Par e ítnPar s€

r for lmpu. A explicação dissò é que se o momento angular rotacional da molécula é quanti.

z¿do entÃo não poderá haver torques agindo sobre ela, e a função energia potencial que descrevs

o meio externo (se ele existe) onde se ¡ealiza a rotaça:o da molécula deverá ser esfericamente

si¡nétrica em relaçlfo à nossa origenr de.coordenadas. Esta é a única exigência para a validade de

(847). Reunindo, vemos gue a autofunç5o rotac¡onal ú, será simétrica se r lor par e anti'sirné.

tricaærforÍmpar.
Consideremos agora uma situaça;o na qual o numero quântico i associado ao momenlo a¡!

gularde spin nuclear tem um dos valores scguintes i= 112,312,512,. . . A autofunçÃo mole-

cular completa deverá então ser anti-simétrica nu¡na permuta dos índices nucleares. Há duas ma.

nciræ dlsto ocorer: (l) a autofunção de spin nuclear é anti-simétrica e a autofun$o rotacional

é si¡nétric¿ ou (2) a autofunçdo de spin nuclear é simétrica e a autofun$o rotacional é anti-si-

métr¡ca. Ambas as possibilidades ocorrerã'o mas nã'o na mesma molécula. Araz.ão disso é:(l)a
simetria do fator autofunçâ'o de spin nuclear é determinada pela orientação relativa dos dois

spins nucleares (por exemplo, para i = l12,o caso simétrico corresponde aos dois spins paralelos

enquårito que o caso a¡¡tisimétrico corresponde aÒs dois spins antiparalelos, como no c¿so dos

elétrons com número quântico s = | 12\ e (2) a interação entre os spins nucleares é muito peque.

na de modo que se etes têm uma orientação relativa particular'irão mantêla pormuitotempo
(ås vezes anos).

Praticamente é como se existissem dois tipos difercntes de ¡noléculas. O tipo com auto-

funþes de spín nucleor siméticas é deno¡ninado orto e o lipo îrom aurofunções de spin nuclear

anti-simêtricas é chamado para, assim por exemplo diz-se ortoidrogênio e paraidrogênio. A mes-

ma terminologia é utilizada tanto para i semi-inteiro como para i inteiro. Se i for semi-inteiro, a

espécie orto tem somente autofunpes rotacionais anti-simétricas e a espécie para sornente auto-

fun$es rotacionais simétricas, como considcramos acima. Se i for inteiro, a simetria da auto-

função total fìca invertida de modo que o tipo orto lerá somente autofunSes rotacionais simé-.

t¡icas e o tipo pøra somente autofun$es rotacionais antisimétricas. Essas relaSes estão resu.,

midas no esquema de nÍveis de energia rotacionais da figura 12-12.O par à esquerda é para mo;

léculæ cujos núcleos tém spin semi-inteiro, Para as especies orto de t¿is moléculæ somente os

estados rotacionais de r ímpar podem ær populados porque a autofunção rotacional deve ser

antisimétrica, e isso só ocore p¿ua r ímpar. Nas espécies para, somente os estados rotacionais

simétricos podem ser ocupados, e estes são os de r par. Esas relações se invertem para molécu'

læ de spin nuclear inteiro, como aparece no par de níveis de energia à direitada figural?'l2,
Os pontos indícam os níveis de energia que podem ser ocupados e as flechas mostram as trall'

sigões posíveis ehtre eses níveis.

Como as moléculas que têm dois núcleos idênticos não têm momentos de dipolo elétrico, i
nâ'o podemos observar diretamente os espectros rotacionais emitidos durante essas transiFes.

Podemos, no entanto, observar indi¡etamente transiSes entre estados rotacionais no espalha'

mento Raman ou nos espectros de banda, como foi explicado nas se$es anteriores.

As mcdidas do número de transições efetuadas pelos tipos para de tais moléculas em rela'

çå'o ao número de transises dos tipos orto constituem um processo usado com freqüência.nr

determinsção do va.lor dòs números quântims de spin i dos núcleos que formam as moléculæ'

Es¡es núme¡os salo proporcionais à quantidade relativa dos dois tipos de moléculas presentes ru¡

amostra er a tentperaturas conìuns, sâ'o proporcionais ao núnlcro ¡Je estados de spin nuclear para

as duas especies. Mostrare¡¡ros no exertrplo I 2-6 quc a razão do nú¡nero de estados de spin

anti*imétricos ,J' *ro, para o núnrcro dc cstildos de spin simétricos,.zfor,o, vale
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de lntensídades nos espectros Raman ou espectros dc banda, de moléculas diatômicas corn nú.
cleos idénticos. lsso pode ser visto na fotogralìa do cspectro rotac¡onal Raman do N¡ apresen.

tado na figura l2-13, onde as intensidades medidas das linhæ sucessivas estífo precisemente na

nzÍo ll2, Ainda mais dramático é o espectro do C2 para o quâl esta ¡azão ê 0ll devído à total
ausência das linhas alternadæ! Não mostramos esse espectro porque o drama só é aparente {s.
pois de uma comparafo cuidadosa entre as freqüências das linhæ medidas e previstas demons.

trando que metede das últimas n,fo sâo observadas.

E'tG.l\Aln 124
Determine os valo¡es dos números quánticos í do spin nuclear dos núcleos das moléculas de N, e C,

utilizando as razões das intensidedes medidas I 12 c 0/1 em (12{).
Como os valores possíveis de i sfo limitadosa i=0, l/2, 1,312,2,..., uma simples inspeçâo demons.

tra que a soluçaio para

lí
,= I.L

é l= 1. Estc é o spin do núcleo {e N (na ve¡dade de scu isótopo único Nr').
Pa¡a

I l+ l

r soluçalo.é obviamentc i= O. Este é o spin do núcl'eo do C (navetdadedeseuiótopomaisabundanteCrt,

Jd quc os outros iútopos Crr e Crt salo täo raros que o Cr2 domina totalmente o espectro). 
^

A :,atÃo da ausência total da metade des translções que envolvem os níveis rotacionais

demoléculascomnúcleosidénticosdei=0équeÍ=0signifìcaqueosnrlcteossãobósons
sem spin de modo que a autofunç,lfo molecular é necessariamente símétricâ e não contém fator

de spin. Conseqüentemente seu fator rotacional deve ser sempre simétr¡co obrigando a molécula

a se situar somente..nos níveis rotacionais de r par. A prola da ræ¡acidade dessas considerações 
'

de si¡netria vem do fato de que se numa molécula de C2 os nrldeos não forem idênticos þot
cxemplo, Cr2 - Cl3, obsefva€e a metade das transições antes eusentes. Este fato experi.

mental levou na verdade à descoberta do isótopo Clt. !

Como dissemos anteriormcnte, o método do exemplo 124 foi largamente utilizado. Foi

usado na primcira determinaSo do spin t= | 12 do próton, a partir da razÁo de intensidades ne'

dida de l/3 do espectro do H2. As medidas só são difíceis Pa¡a \¡alo¡es de i muito grandes.

A determinaSo do ca¡áter da simetria dos núcleos idênticos de uma molécula do tipo do

N2 é uma questão de identificar 4ae linhas do espectro são mais intensas.

EXEMPI,O I2.5

No N, observa-æ que as transiþes que envolvem €stados rotac¡oneis de r par produzem as linhas mais

lntense3. Determine o ca¡áte¡ da simet¡la dos núcleos nessa molécula.

Como (12{) mostra que a maior populaçalo é a d¿ eslados dc spin nuclear simétricos (orto) e como cs'

tados ¡ot¡ciónais de r par são também slrnét¡icos, os estados de spin nuclear simétricos estalo associados coÍl

os estados rotäciona¡s sìmétricos. Conseqilentemente o núcleo N ta deve ser um bóson. I

A detcrminação da natureza da simetria feita dessa forma em vários núcteos forneceu al'

gumas das.primeirás evidências para a correlação entre o caráter da simetria e spin (veja a tabela
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0.1). Além do mais, veremos no Capítulo l5 como o fato de que o núcleo Particular N¡4 é

ím'bóson com i = t foi usado antigamente para mostrar que os núcleos devem conter prótons

e nêutrons em vez de prótons e eléÎrons.

EXEMPLO I2{
Mostrc quc a razáo enlrc o númcro de cslados de spin anti-simótricos c o número dc esladosdc sp¡n

simétricos é ii(i + l)' de aco¡do com (l 2'ó)'

O núme¡o de estados de spin possíveis para uma partícula de um dado número quåntico f é fual ao

númcro dc valorcs possíveis do númcro quintico mi associado à sua componcntc z. Corno os valores de m¡

Jiferem d. númcros intciros c vá'o de -i a +i, cssc númc¡o de valores possíveis é o familia¡ (2i + t). O nú'

,nero total de combinações independcrltes possíveis de eslados de spin i será portanto (2i + t)(2t + l) =

(2i + l)t para duas pertículas idênticas. Em (2Í + l) desses estados ambas as partículas lerão o mesmo

àlo, de ra¡ e esterá'o portanto em estados de spin idônticos. Para esses a autofunçalo de spit do sist€ma de

duas parrículas é simét¡ico em relação a uma troca do índicc das partículas (como os memb¡os supcrior c in'

feriorde(9.1S)no casoi= l/2). Dos(2t+ l)'- (2t+ l) =2ì(2t+ l)€ladosrcstent€s,amclrdcserás¡'

mótrica e a out¡a meladc anti-simétrica cm lal pcrmuta, pois meladc envolveni as somas dos produtos dc au'

tofunçôes de spin individuais e a outra mctade cnvolvcrá as difcrcnças dos mesmos piodulos (como o mcm'

bro central de (9-t 8), e (9-l?), no caso de i = l/2). Âssim, o núntcro total dc sutofunções simótricas será

I simétticas= fo¡ro = (2i + l) + (l l2)2 i(2¡ + I ) = (i + lX2l + l)

c o número total de autofunFes anti-simólricas serd

/anti-simétricas ='Á'pua= {Jl2l.2¡(2i + l) = í(2i + l)

A ¡az¿lo crrtre o número de autofun@cs ou cstados dc spin valerá

t
_-Æ!t
j"orro t+l

de aco¡do com (l 2{).
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QUESTÕES

Discuta a afirriâçã'o de que a lei de força interatômica deve ser atrativa para permitir
fases condensadas e deve ser repulsi\¿r para impedû um volume nulo.

Voc€ esperaria encontr¿u H3 nurn estado ligado? He2? Explique.

Dos denominados gases inertes, qual formaria mais facilmente moléculas com outros ele.
mentos? Expliqræ..

Como vocé explicaria a existência de estados ligados de XeFa tendo em vista a ausência
de elétrons de valência no átomo de Xe?

5. As autofungões pares ou ímpares do H! têm paridade par ou ímpar?

6. Explique por que somente dois elétrons podem formar uma ligação covalente.

7, Você prevê liga$o iônica ou covalente na molécula de H2O? No NH¡? No CHa? Vocé
precisa da experiência para decidir ou pode a prbri afastar uma ou outra das duæ posi-
bilidades?

8. Do fato de que o CO2 nã'o tem um momento de dipolo elétrico perrnånente o que se pode
concluir sobre a ligaçâ'o e a disposiSo dos átomos na molécula?

9. Qual dæ três moléculas, H2, D2 e HD, tem a maior energia de ligaçã'o? Qual tem a menor?

10. O gue signifìca dizer que uma molécula se encontra num estado excitado?

I l. Explique por que a existência de uma energia vibraciona.l de ponto zero fìnita está relacio-
nada com o princípio de incerteza.

12. A energia de vibração do estado fundamental do HCI é cerca de dezvezes maior do que a
do NaCl, Mostre que isso é plausível considerando os fatores que determinam esta grande-
za,

Qul o efeito, se é que ele existe, do aumento do momento angular dos estados rotacio-
nais mais elevados, de uma molécula diatômica, sobre a energia vibracional da molécula?

Qrul o efeito da mudança da se para$o internuclear devido à vibraça:o (a curva de energia

de liga$o é ass¡métr¡cå) sobre os níveis de energia rotacionais de uma molécula diatô-
mica?

A asimetria na curva iie energia de ligação explica a expansão térmica dos sólidos. Como
se pode usar informações dos espectros moleculares para determinar a forma desa curva?

Explique Por que a separaçlo entre os níveis vibracionais é ligeiramente nrenor num esta'

t5.

16.

554
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do eletrônico excitado do que no estado eletrônico fundamental (veja fìgura 12'9)' Expli-

que o mesmo efeito para os estados fotacionais'

Sc as linhas rotacionais do espectro Raman provêr¡ de um momento de dipolo elétrico

induzido, como se explica que a regra de seleção seja Ar = !2 e não A¡ = t I ?

Como se sabe que é necessário um longo temPo Para que as esPecies orto e psra de uma

molécula se convertam uma na outra, a interação entre os dois spins nucleares numa mo'

lécula deve ser muito fraca' Por que você espera que seja assim?



l.

PROBLEMAS

De rosse dosdados que seguem, determine a energia necessária para dissociar uma molécu.

r, ¿'. rcl em um átomo de K e outro de cl. o primeiro potencial de ionização do K {'i,Si 
,V;a afìnidade eletrônica do Cl é 3,82 eV; a distância intemucleaf dc equílíbrio do

icr ¿ á,zs¡. (sugesteo: Mostre que a energia potencial mútua do K+ e do cl+ é

-(l AOtR) eV se R for dado em angstroms')

o primeiro potencial de ioniza$'o do K é 4,3 eV; o íon Br- tem energia 3,5 eV meno¡

Jo'qu. o átomo neutro de bromo. Determine a maior separaçlfo de K+ e Br- que pro.

duz uma molécula ligada de KBr.

Para um sistema que executa um movimento harmônico simples em torno de uma posiçfo

de equilíbrio estável, a força.F é dada por

/a, v\F=-l^*l (R-Ro)
.",. lRo

onde v é a energia potencial e R - Rs é o afastamento do equilíbrio. Mostre que a vibra'

ção de ponto zero de uma molécula é dada por

n

3.

)n'o =;F[(**)^,J"

4. A energia potencial I/do NaCl pode ser descrita empiricamente por

5.

y = --J- * Ae-RlP
4reeR

ondeRéadistânciainternuclear.EstadistâncianoequilíbrioéRo=2,5¡eaenergiade
ãir*.iaro ê 3,6 ey. (a) Calcule A e plqo,desprezanào vibraçöes de ponto zero- (b) De'

senhe no mesmo gráfico v e ctdaum dos termos que compõem v. (c)Dê o significado fí'

sico de r4 e p.

utilizando o momento de inércia do H2 dado pela tabela l2'l ,det'ermine atempefâtufa

em que a energía cinética de translas'o média de uma motécula de Hz é igual à energia

entre os estados rotacionais fundamental e primeiro estado excitado. O que você conclui

sobreaocupaçãodosestadosrotacionaisexcitadosdoH2àtemPefaturaambiente?

Determine ô, a energia de vibraso de ponto zefo'pÃfø,a molécula de NaCl, sabendo que

sua freqüência vibracional fundamental rale l,l4 x lOt3 vib/s'

(a) Mostre que, se E¿ for a energia de disociação de uma molécula, a fração de moléculas

que se dissociam à temperatu ru-7 6 r-E¿lkT. 1b¡ Obr.rut-tt (a partir de estudos de difra'
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cão eletrônica) que a separação intemuclear aumenta quando I cresce' Explique o efei'

io deste fato na curr¡¿ o. ,nJ,ä' poteicia e no resultadó da parte (a)'

AseparaçãoentfedoisníveisvibracionaisdoNaClédecercade4xl0-2eV.Utilizando
â tabela 12-l e observant" öt;;;iltt:"lt-:::iÏ il: to" igualmente espeçados' mostre

il:iï,....,n;ä"à, ¿o níviis rotacionais entre um par de níveis vibracionais.

Na ngur a, ?l 
4 ri 1:ï,T': ::ïî ï"ï,ï:f îiî il: : i:'å:ïili"î;:!i i: ü: ä'i:

massa reduzida. Determtne a Part¡I. uu l':ll";^i:--";i^ o'r'o ntræis.e enereia rotacio'
tância intemuclear, (b) to'it'nt ¿t inãrcia' (cf separacão entre níræis de energia

nal de rnesmo r e u, (d) t"tllij ài tä'iiä' iti àiteit dt ponto zero (sugestão: Veja o pró'

blerna 3), (f) separação entre-os estados vibracionais mais baixos'

la) Oual a fraçâo de moléclas de HCI que se-encontrarã'o no primelro estadovibracional

àicitado,¿1000K?ts"g.rü"ìïäåi.,or¿.Boltzmann.)(b)Determinearazãoentre
as moléculas de t{cl no n¡ä.no .r,.¿o rotacional 

-excitado 
e no primeiro estado vibra'

cional excitado a 1000 K' iffi;;il;u"it ¿ot fatores de degenerescência')

(a) Deduza uma expressão que forneça a razão entre a energia de uma transição'do estado

iunclamental ao primeiro .lä;;;;ilo vibracion¿l e a energia de uma transiçlfo do es'

tado fundament'r 'o 
p'iåti'ä-t;;;; rotacional de uma moiécula diatômica' (b) Qual

o valor dêsta ft7Ão para" iil;ðl? P;;; H2? (Sugestão: Veja o exemplo t2'3')

(a ) M o st r e q ue o d e sr o ca m' 
"' :':1i: ::: 

o:t'r',î^ï 
:îî,ffi Ïå JgH:Htj1il;i'rtå:i:

' 

2 
9ì HÏi ;:"ülff iiä: fi i ;; ii i'l{:"-::*i:,', HÎ ffi1ï î:i::iï:: å :
;îiïË'=Iï"i;it:1"!å;j.1ö",äiã,"¿, 

iorécura. (b) Quar o varor dessa razão

|Ï,.i;; 'i'*,.'å'sc13s 
e HCr3??

13. A partir do ralor de 2940'8 cm- I para o recíproco do comprimento de onda equivalcnte

à vibracão run¿'rntntíiãt"uät *o'rltul' ¿e ðt' 
' 
onde cada um dos dois átomos tem um

FTCURA I 2'14. Curvas rte encrgia potcnciÁl conside¡adas no problema 9'

(<? I
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peso_ atômico 35, detç¡mine o rccíproco do comprinrento de onda equ.ivalcnte para um¿
molécuJa de cll onde um dos átomos tem pcso atôm¡co 35 e o outro 3?. eual é a scpar¡.
ç¿io entre as linhas espcctrais, em recíproco do comprimento de onda, dcvido a essc efeito
isotópico?

23. (a) Quantos graus de tiber<lade de rotaçâo voc€ espera numa molécula poliatômiø?

558

14. (a) Espccifique a resoluçlo, AÀ/À, d-e-um espcctrômetro que no limite consegue resolve¡
os espectros rotacionais do Na23cl3s e Na23cl37, supondo qræ Re seja o mesmo para
ambas as moldculæ. (b) Esse espcctrômetro seria capaz de -ãsotver oi espectros vitra.
ciona¡s das duas moléculas, supondo que as constantes de força sejam as mesmas?

15. Dete¡mine a diferença entre as energias de dissociação do H2 e do D2 a partir do valor dê
4395,2 cm- I do recíproco do comprimento de onda equivalente a ùurago fundamenta¡
da m<llécula de H2.

16. A energia vibracional de ponto 7ßro para o H¡ é 0,265 ev. compare os níveis de energia
vibracional do H2,.D2 e HD, numericamente para os estados mais baixos.

17. A palir do fato de que o estado excitado mais baixo do 02 e N2 æ encontra 3 eV acima
do estado fundamental, explique po¡ que o ar é transparente no visível.

18. No espectro Raman vibracional do HF, æ linhas Raman adjacentes têm comprimento
de onda 2670 A e 3430 Å . (a) Qual é a freqüência vibracionai fundamental da molécula?
(b) Qual é a constante de força equivalente do HF?

¡9. um laser de rubi (À = 69a3,{) é usado para excitar o espectro Raman do N¿. (a) eu¿¡s
sá-o os comprimentos de onda das linhas que resultam das transições permitidas de me-
nor energia no esPectro rotacional puro do N, ? (b) Qual é .a nzÃo enire as intensidades
das linhas da parte (a) â temperatura ambiente? (c) Quais são os comprimentos de onda
produzidos pelas transises permitidas do e para o nÍvel vibracional fundamêntal? (d)
Qual é a razão entre as intensidades das linhas da parte (c) å temperatura ambiente? (ei
como ¡nudariam ås respostas às perguntæ (a) e (c) se o læer foi usado para excitar o
espectro Raman de moléculas diatômicas com núcleos diferentes nus tendo o mesmo
momento de inércia e constante de força que o N2 ?

20' O diagrama de níveis de energia para os níveis rotacionais nos dois estados vibracionais
mais baixos do estado elctrônico fundamental de uma molécula diatômic¿ aparece na fi,
gura I 2-15. Determine as energias das transises que dão origem a linhæ espeòtrais permi-
tidas nos esPeçtros infraver¡nelhos e Raman, (a) para moléculas contend'o dois núcleos
idênticos com i = 0, (b) para moléculas com dois núcleos idênticos de i = | 12 e (c) pua
moléculas contendo dois núcleos diferentes.

2l' Determine as intensidades relativas, å temperatura ambiente, das linhas encontradas nas
partes (a) e (b) do problema 20.

22' A partir da fìgura 12'15, (a) calcule o rnon¡cnto de inércia da molécula em c¿da nívcl
vib¡acional e (b) calcule a encrgia de ponto zero.

¡'=3

.,

0

f'=3

7

1l
8 x l0-'eV

2 x l0-¡eV

u'=l

u" =0
I
0

FIGURA t2-15. Níveis de energia considerados nos problemas20'21 e22'

E graus de liberdade de translação? Se a molécula tiver lf átomos (¡vI> 2) deverá haver

iñ - Ograus de liberdade de vibraçeo, isto é, modos independentes de vibra-ção. Expli'

qur. tUl õuantos graus de liberdade de vibração existem numa molécula de H:O? Numa

molécula de CHa ?

Considere as intensidades relativas dos espectros de H2 e D2 para determinar qual espec'

tro rotacional Raman terá linhas que se alternam em intensidade com uÍ¡a intensidade

relativa de l/2.

Medidas do espectro de bandas de moléculas diatômicas contendo Cl35 dão uma razão

de intensidadei relatir¡¿s de 3/5 ' Qual é o spin do núcleo Cl35 ?

4A

25.

I x l0-¡ eV

559
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Sólidos- Condutores

e Semicondutores

l3.l INTRODUçÃO

A física do estado sólido é uma Esta área da física quântica onde se trata da compreensão

dæ propriedades mecânicæ, térmicas, magnéticas e óticas da matéria sólida.,Alguns de seus as-

pectos já foram discutidos em capítulos anteriores, como por exemplo as contribuições da rede

e dos elétrons ao calor específico dos sólidos, radiação do corpo negro, emissão termiônico e

potenciais de contato. Nos interesaremos aqui na origem das forças que mantêm os átomos
juntos num sólido e nos níveis de energÌa permitidos dos elét¡ons num sólido, hto nos lera¡á

à teoria de bandas dos sólidos. Esta teoria ærá entäo aplicada a fenômenos de grande interesse

prático e teórico, incluindo semicondutores e dispositivos semicondutores. Muitas propriedades

elétricas, térmicas e ót¡cas dos sólidos serão então mais facilmente entendidas. No pródmo
capítulo estenderemos essa teoria ao fenômeno da supercondutividade, bem como considera'

remos propriedades magnéticas dos sólidos.

T3.2 TIPOS DE SÓLIDOS

No estado gasoso, e distância média entre moléculasé grande em compuação com o tama'

nho das moléculas de modo que esta¡¡ podem ser consideradas como isoladæ u¡nas dasoutras.

Muitas substâncias, contudo, a temperatura$ e pressões ordináriæ, se encontram no estado sólido.

Nesse estado as molécr¡las (ou átomos) nã'o podem m¿is se¡ consideradæ como isoladas' A so'

paraçâ'o entre elæ é comparável ao tamanho molecular e a intensidade das forças que as tn¿n'

têm juntas é da mesma ordem de grandeza das forças que ligam os átomos numa molécula. As pre
priedades de uma molécula serão, portanto, alteradas gela presença de out¡as moléculas úzi'
r¡has. Uma ca¡acterístic¿ dos sólidos cr¡stal¡nos é o arrurjo regulu dos átomos numa configu-
ração recorrente ou periódica denominada rede cristali¡u, O sólido pode ser consíderado comg

urna grurde molécula, as förças entre os átomos ærtdo devidas a interações entre os elét¡ons
stômic¡s e a estrutura do sólido sendo ditada pelo uranjo de nucleos e elétrons gue produz um
ristema quanticamente estável. Embora o número de átomos envolvidos seja muito grande,

eles se dispõem segundo uma configuração regular. Em sólidos não cristalinos, como o con-
creto ou um plástico, a conhguraSo regular perfeita nõo prerralece para distâncias grandes

mas existe uma configuração ordenada na vizinhmça de gualquer átomo. Neste liwo, discu'



ther¡os somente sótidos cristalinos. Estes sólidos se classifìcam segundo o tipo predominantc

àe ligaç:o, sendo os tipos principais o molecular, o iônico, o covalente e o metdlico.
- 
ós sôlídos moleculares são constituídos por moléculas tã'o esláveís que mânlém pratica-

nænte suas individualidades quando próximas umas das out¡as. Os elétrons na molécula se

cncontram lodos emparelhados de modo que os átomos das diferentes moléculas não podem

formar ligações covalentes uns com os outros. A força de ligaçâo é a fraca atraçlio de ran der

lVaals, presinte entre tais molécutas na fase gásosa. O mecanismo físico envolvido na atÌâção

de ran ãe¡ Waals é uma atraçâo entre dipolos elétricos. Devido ao conportamento flutuante dos

etétrons na molécula, previsto peta mecänica quåntica, todas as moléculas tëm um momento

de dipolo elétrico flutuante, mesmo quando para muitos deles as considerações de simetria

imponham que eles flutuem em torno de um valor médio nulo. Quando uma molécula tiver um

c.rto ¡¡o..nto de dipolo elérrico ínstantâneo devído às flutuações, o camPo elétrico exteÍno

produzido induzirá um momento de dipolo na distribuiçâo de carga de uma molécula vizinha.

Ao fazer um desenho simples das cargas e campos em diferentes casos, o leitor se convencerá

imediatamente que a força exercida entre os dipolos elétricos indutore induzido é sempre atrativa'

A energia de interaç.tfo é proporcional ao valor quadrático médio do momento de dipolo-elétri-

co indritor. A atraçio resultante é fraca, as energias de ligação sendo de ordem de l0-2 eV e

a força rariando com o inverso da sétima potência da separaçâ'o intermolecular' No sólido,

moléculas sucessivas tém momentos de dipolo elétrico que æ alternam em orientaçtio de ma'

neira a produzir atrações sucessiras. Muitos compostos orgánicos, gases inertes e gases co'

muns como oxigènio, nitrogênio e hidrogênio formam sólidos moleculares quando no estado

sólido. Como a ligação é fraca, a sdlidifìcaçfo só ocone a temPeraturas muito baixas, quando

o efeito desagregadór da agitaçeo térmica é muito pequeno. (O ponto de fusalo do hidrogênio

sólido é 14 K, por exemplo.) A ligaçã'o f::'ca faz com que os sólidos molecularcs sejam facil-

mente deformáveis e compressíveis e a ausência de elétrons livres transformaos em condutores

pobres de calor ou eletricidade.
' Os ølídos íônicos, como o cloreto de sódio, consistem de uma formaSo.regular, tri'

dimensional, de íons alternadamonte positivos e negativos' tendo uma energia mais baixa do

que os íons separados. A estrutura é àstdvel porque a energia de ligaçfo devido à atraç'ír-o ele'

trostãtica resuliante é superioi à energia Basta pala transferir os elétrons que criarão os íons

isolados a partir dos átomos neutros, exatamente como no caso da ligação iônica em molécu'

las. A liga6o iônica er4 sólidos nllo é direcional porque os íons de camadas fechadas envolvi'

dos têm simetria esférica. Os íons se dispõem então como um empilhamento de esferas' A geo

metría exata do cristal dependerá do tipo de arranjo espacial que minimiza a energia, e isto por

sua vez depende principalmente do tamanho relativo dos íons envolvidos. Como nâo existem

elétrons liwes para transportar energia ou carga de um tado Para outro no sólido, tais sólidos

sfto condutores pobres de calor e eletricidade. Devido ås fortes forças eletrostáticas entrc os

fons, os sólidos iônicós sÍto normalmente duros e têm Pontos de fusã'o elevados. Vibrapes

da rede podem ser excitadas por energias correspondentes å radiação no infravermelho, de

modo que os sólidos iônicos apresentam propriedadcs intensas de absorção ótica nessa regifo

do espectro eletromagnético. Pot outto lado, absorção ótica devldo a excita$es eletrônicas

exige energias do ultravioleta, fazendo com que os cristais iônicos sejam transparentes no

visível.
Os solidos covalentes contêm átomos ligados por etétrons de valência compartilhados'

.como no caso das ligaSes covalentes em motéculas. As ligações são direcionais e determinam

o arranjo geométrico dós átomos na estrutura cristalina. A rigidez de sua estrutura eletrôniø faz

dos sólidos covâlentes materiais duros e difíceis de deformar, explicando também seus elevados

pontos de fusã'o. Como não existem etétrons livres, os sólidos covatentes não s¿io também bons

condutores de calor e eletricidade. Algumas vezes, comc no caso do silício e germánio, eles são

Itf

semicondutores. À temperatura ambiente, alguns sólidos cövalentes, corilo O dhmante' sfo

iáirp.r.nr.rt a energia necessária para excitar seus cstados eletrônicos é supcriorà dosfótons

ài"àiao visível do espectro eletromagnético, dc modo que tais fótons nffo sâo absorvidos.

Os ¡y,lÍdos meilílicos exibem uma ligaçâo que pode ser vista como um cæo limite da liga'

cão covatente onde os elétrons participam de todos os íons do cristal. Qrundo um cristal é

iorm.do por átomos contendo alguns elétrons fracamente ligados nas subcamadas meis extcr'

n.r, rtr., elétrons podem ser liberados dos átomos individuais pela energia disponfiæl com a

iigaçao. Eses elétrons movem-se no potencial combinado de todos os íons positivos e slfo

cãmpartilhados por todos os átomos do cristal. Fala-se de um gás de elétrons no quel os íons

oosiiivos imersos e que exerce forças atrativas sobre cada íon, superando as forgs rePulsivas

åxercidas pelos outros íons, daí a ligação' Os átomos têm lacr-rnæ em sua câmâde mais ex'

i.rn, . n¡o há elétrons de valência sufìcientes por átomo para formar ligações covdentes. Os

elétrons sa-o compartilhados por todos os átomos, estão litres e podem movimentar*e etrâ'

vés do cristat, de átomo em átomo, havendo muitos estados eletrônicoi desocupados. Nes'

se sentido eles se comportam como um gás, "um gás de elétrons". Um sólido metálico é uma

rede regular de íons positivos esfericamente simétricos, dispostos como esferas compactas,

atr.u¿r das quais os elétrons movem-se. Os sólidos metálicos são obviamente excelentes con'

durorcs dc eietricidade, ou calor, os elétrons absorvendo facilmente energia da radiaçfo lncl'

dente, ou das vibrações da rede, e movendo+e sobre a infìuência de um campo elétrico apli'

cado, ou de um gradiente térmico. Como a radiaça-o da região visível do esp€ctro eletlomag'

nético é facilmente absorvida, tais sólidos sâo opacos. Todos os elementos alcalinos formam

sólidos metálicos.
O tipo de ligação apresentado por um sólido particular é determinado ex¡ærimental'

n,,.n,. por'estudos de difraça-o dc raio X, propriedades dielétricas, cmissões óticas e outros.

Há sóliãos cuja ligaçâo devc ser interpreta(la como uma mistura dos tipos principais que des'

crevemos acima. Acresce que nem todos os sólidos têm a estrutura ideal implícita na discus'

sa-o acima. De fato, o que se denomina imperfeições da rede, ou desvios da estrutura crista'

lina idcal, dão origcm a muitas propriedades dos sólidos com conseqüências práticas.

, I3-3 TEORIA DE BANDAS DOS SÓLIDOS

Para compreendermos o efeito de se colocar um grande númerO de átOmoS próXimOS

num sólido, devemos considerar primeiro dois átomos somente que estÍo inicialmente dis'

tantes. Todos os níveis de energia desse sistema de dois átomos têm umâ dupla degeneres'

cência de troca. ¡sto ó, påra o sistema total, a parte espacial da autofrinl¡o dos etétrons pode

conter uma combinaFo das autofunçöes espaciais individuais dos átomos que seja simétrica

numa troca de pareS de coordenadas elctrônicas ou que seja anti'simétrica numa troca desse

tipo. (A autofunção total do sistema de elétrons é, obviamente, anti'simétrica, posto que a

autofunça1o espacial simétrica estará associada com uma autofunção de spin enti'simétfica e

vice.versã.) Quando os átomos estfo bem afaslados, os dois tipos dist¡ntos de autofunções

têm a mesma energia e, portanfo, cada um dos níveis de energia tem uma dupla degeneres'

cência de troca. Mas quando os átomos sã'o aproximados, a dcgenerescência de ttoca é re'

movida. Como a densidadc de carga elelrônica na importante regiã'o entre os átomos depen'

de da aulofunçao espacial scr simétrica ou anti*iméfiica, quando os átomos estão suficien'

temente próximos, de modo que as autofunçöes dos átomos individuais se superpõem' a

energia do sistema dcpcnderd da simetria da autofunçäo espacial. conseqüentemente' um

dado- nível de energia do sistema é desdobrado em dois níveis de energia distintos quando

começa a haver a superposição e a separaçâ'o entre os níveis aumenta à medida que dimi'

nui a distância entre os átomos. Um eiemplo famoso dèsse fenômeno encontra'se no nível
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de energia do estado fundamental do sistema composto por dois átonros de hirlrogcnio, co.

mo vimos na seção l2-3. A ñgura 124 r¡ostra esse desdobramento somente Para o estado

fundamental, mas cada um dos níveis de energia mais elevado do sistema se subdivide da

mesma forma, e pela mesma razalo, quando os átomos saÌo aproxinrados.

Se tivésemos começado com três átomos isolados, teríamos tido uma tripla degene.

rescéncia de troca dos níveis de energia. Qua¡rdo os átomos são colocados juntos nunìa rcdc

linear uniforme, cada um dos níveis se'desdobra em três níveis distintos. A lìgura l3-l ilus.

tra isto esquematicamente para um nÍvel de energia típico de um sistema de seis átomos.

O desdobramento começa quando a separação entre os centros dos átomos, R, torna.se

sr¡lìcientemente pequena para que os átomos comecem a se superpor. À medicta que R de.
cresce M uma diminuição na energia dos níveis para os quais a simetria da autofunção espa-

cial leva a uma distribuição de carga eletrônica favo¡ável (isto é, que situa a carga eletrônica
onde os íons e:<ercem a ligação mais intensa), e um aumento na energia dos níveis associa.

dos com autofun$es espâciais cuja simetria leva a uma distribuição de carga desfavorável.

Quanto mais favorável, ou desfavorável, for a distribuição de carga, maior será a diminuiçao,
ou aumento, da energia. Os nÍveis são assim espalhados, pela exigência de indistinguibilidade

FIGURA 13.1. Desenho equemático do dcsdobra¡nento de urn nível de energia num sistema dc seis átomos,

cm função da separaçâo ß entre átonros adjacentcs.

imposta pela mecânica quântica, em torno de uma energia média igual à energia que teriâ o

sistema a um dado R se nâ'o houvese tal exigência. Observe que essa energia média começa

a cresc€r rapidamente quando R se torna muito pequeno. Isto se deve à repulsão coulombia'
na que os Íons exercem entre si.

Qrundo consideramos um sistema de try' átomos de uma dada espécie, c¿da nível de um

desses átomos dá origem a um nível do sistema y'y' vezes degenerado, quando os átomos estão

bem separados. Quando a separação diminui, cada um dcsses nÍveis se desdobra num con'
junto de /V níveis. A diferenga de energia entre os níveis mais baixo e mais alto de um con'
junto particular depende da distância de separação Â, já que ß especilìca a intensidade da

supcrposição que provoc¿ o desdobrame¡¡to. Mas essa diferença na:o depende signilìcativa'
mente do número de átomos do sistenra, se for mantida a mesma separaçã'o R. fusim, quanto

maior for o número de áto¡nos acresccntado ao s¡st€ma, maio¡ será o número dc subníveis
contido no mesn¡o conjunto desdobrado, cobrindo aproximadamente o mesnìo intcrvalo
de energia, ¡ um da¡lo valor de.ll. Para valores dc R encontrados num sólido, alguns angslroüs,

iàtl s66
l3

. alargamento em enprgia é da ordem de alguns elétrons'volt (veja figura 124)' Se conside'

iuiroi uror. que um solido contém aþ como 1023 átomosimol, veremos que os níveis de

äãu .onJun,o-num sólido estão de tal forma próximos gue na verdade coßtituem pratica-

fnente uma banda contíw;a de energia'

O processo descrito ac¡ma aParece representado na fìgura l3-2. Vemos na figura que os

níveis de energ,ia mais baixos são menos atingidos pelo desdobramento. A nzÃo disso é que

ãs elétro¡rs dos níveis mais baixos são elétrons das cai¡radas mais internas dos átomos, pouco

i¡ifluenciados pela presença dos átomos vizinhos. Tais elét¡ons se localizam nos átomos in'

ãiri¿u.ir, mesmo quando .R é pequeno, visto que para eles as barreiras de Potencial entre os

iio*t ¿ relativamente elevada e larga. Os elétrons de valéncia,poroutro lado,são totalmente

ãelocalizados para valores p€guenos de R, e fazem parte de todo o sistema. A superposi$o

ã.-ru.r funço.s de onda prõuo." um alargamento de seus níveis de energia. É interesante notar

Iue o nível-ts de um átomo individual dá origem a uma banda de.lV níveis, como no caso do

ìiret Z¡, cada um deles podendo acomodar dois elét¡ons de spin oposto. Mas o nível 2pétri'
olamente degenerado através do número quântico esPacial m¡ do átomo isolado, m, Podendo

isumir qua(uer um dos três valores -1, 0 e *1. Assim o nível 2p no átomo dá origem a

l.V niurii no sólido. Como discutiremos breve, isso pode ser traduzido pela formaça-o de três

bandas tle if níveis, cujo intervalo de energia pode ou não coincidir'

Na hgura 13.3 rnortt".or a formação das bandas a partir dosníveismaisaltosdosódio'

FIGURA l3-2,Emct'ma: Esqucma de nive¡s de cnergia para dois átomos isolados. No meiot Esquema de

níveis de ,nargi"'paf" o, nr"rtno, ¿oi átlmos numa molécula diatômica. Embaìxo:Esque-

madenÍveis¿"e*rgiuParaquatroátomosdomesmotiponumcristal¡udimenta¡unidi-
mensional Observc q-ue o nírät m"¡ baixo nío é rtesdobrado aprcciavelmente pofque as

autofunções atõmicasiara esse nível nalo æ superpõem de fo¡ma significativa'

cuja configuração atômica do estado fundamental é ls22s22p63st. Nessa fìgura apatecefii

aþuns asfrctos gerais de bandas permitidas (bandas contínuas de níveis de energia Para os

.¡
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clétrons) e bandas proibídas (regiões onde nllo há nfveis de energia eletrônicos)*' Bandas per'

mitidas conespondentes a.subcamadas internas, como a 2p do sódio,sÍo muito estreitas a me'

nosqueoesPaçâmentornteratômicotorne.semenordogueoralorencontradonocristal.
Qrando se passa para as subcamadas externas ocupadas e para as subcamadas não ocupada5

ä-;-"" no seu estado fundamental, contudo, as bandas tômâm-se progressiramente mais

iñ;;;;" uma dada seParação interatômica' A origem disto é' nor¡arnente' o feto de que maior

a cnergia dos elétrons maioi a região ocupada por seu movimento e portanto maior a interação'

;;î íons vizinhos. Quando a energia aumenta, portanto, as bandas permitidas sucessivas

são cada ræz mais largas e se superpõem umas às outras em energia'

Averifrcaçâoexpe¡imentaldLetadasbandasdeenergiaprovêmdaaborçâodosespectrosderaioX
nos ótidos. por e*empto,. ".iti'¡" 

Jt-* 2f no sóclio tlá as tinhas dc ralo X & seÅe L' Uma linha espec'

tml cxtremamente fina é ou,.r*.j. pata o údio gasoso, onde os níveis 3s c 2p såÎo estreitos' As mesmas

linhas de ¡eio X obtiltas r p.tìi, ¿.?Jio ólido râ'o largas potoue' crnbora o nível inferio¡ 2p permaneg

cstreito, o nível 3¡ rransfo¡roìi. nur. banda de .n"r!h. n iorma dts linhas dc ¡aio X obse¡vadas nos

ólidos.ortobora a dcsctiçío da cslrututâ encrgótica de bandas'

consiàeremos agora a populeção dos níveis de enefgia. As bandas provenientes dos ní'

veis dos elétfons de suucamadas fech.dts de um átomo isolado t€m todos os seus níveis ocu'

pados. As bandas proveniritr, ¿os elétrons de valéncia podem estaf ou náo totalmente ocu'

ñ;;. i; ur ..rþ elétrico for aplicado no sótido, os elétrons vâo adquirir uma energia ex'

trasoÍrenteseexistifeÍlrlíveisdisponíveisnãoocupadosdentrodointervalodeenergiaque
;il;;fü.;" .ìip";iiiti* aptìcado permitirå aãs elétrons adquirir' Se nfo existir níveis

vazios vizinhos, o elétron ne'o podärá ganhar energia nenhuma e o sólido se compoftará como

urn isolante. o que rai deterninar se as bandas contendo elétrons de valência serão cheias ou

vazias, é a valência Ao, atornot lu. constituem o sólido e a geometria da rede cristalina na qual

este se solidifìca. Uma banda iiolada estará cheia æ a cétula unitária da rede cristalina conti'

ver dois elétrons ¿e natencli um para cada um dos dois valores possíveis do número quântico

de spin rnr.

A geometria da estrutura cristalina é um asunto complexo, muito imPortante em qual'

q"rr;r*d"';;i;ln.¿o ¿. física do estado sólido' Evitaremos esse assunto nesse liwo nos res'

tringindo a redes crirtrrin.ì p.rti".rl.*rnt. simples (normalmente unidimensionais). Delì'

nifemosnoentantoumacéluløunitdrìrcomoomenofarranjodeátomosquePorrepetição
periódica ao longo dos eixos de coordenadas pode descrever totâlmente o arranjo geométri'

co dos átomos na totalidade do øistal. Diremos também que numa fede cristalina a degene'

fescëncia dos níveis atômicos dos elétrons de r¡alência com relação ao número quântico ml

será parôial ou totalmente removida porque os elétrons não estão mais no potencial esferica'

mente simétfico de um átomo no espaço livre' mas num potencial cuia simetria, mais compli'

cada, depende da geometria do crisial' Por isto' o nível três 
"eæ' 

átgentttdo de uma sub'

camada P de um átomo isolado dá origem a três bandas de ,IV níveis, câda um sendo capaz

de conter dois elétrons o. ipìi oporto,-num cristal contendo y'f átomos desse tipo' Essas ban'

itæ poderão se enconrrar råtpiJ,.,.',.n,. seParadas' parcialmente suPerpostas. ou totalmente

superpostas em energia, a.p.nã.nAo da simeiria do cristal' O termo banda ísolada usado ante'

fiormente parâ expressar r'*iJicão de uma banda cheia, se refere a um caso onde essas ban'

dasnãosesuperP'õemu',,¿,outrasouparabandasdeoutrassubcamadas.Seexistemdoß

. As bandas proibidas ou rcgi6cs proibidas são t¡mbém conhecidas pela expressalo in}lcsa Eap ou gop

de energia. (N. do T.)
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Distância inteiatômica (A)

FIGLRA l3'3. Mostrando a formaçâo das bandas d: "1":9:.i 
plri'-9o: 

" i"': 1:-"1'.:li"^do 
átomo de ó-

rlio isolado ¿,.¿ii" que a separação interatômica diminui' A linhe tfacejada lndica a se-

parução inrcrarö*,iiä il;;il óJio tót¡¿o. As várias bandas superçrostas quc consti'

iuem c"da banda p ou d nâo cstã'o indicadas'

elétronsdevalênciaporcólulaunitária,cadaumdosNníveisdabandademenorenergia
terá a sua poPulaçã'o *rnpf i' Ot dois elétrons' Observe que a grandeza quc- determina a ocu'

paçã.o é o número ¿..fAtrån, l. ualência por célula unitária e n¿fo por átomo' Numa rede

uniforme unidimensional de átomos idênticos' como a que consideramos no argumento a

partir do qual concluím"r';";';;banda 
-contém.N 

níveis' se o cristal contiver /Vátomos'

uma célula unitária contêm um átomo e não há distinçã'o a sff fcita.. Quando 
-este 

argumen'

to é estendido a cristais tii¿¡..nrionrir contendo átomos cle tipos diferentes, obser\râ'se que

a conclusão permanece , it'tt, desde que N seja o número åe células unitárias do cristal'

Asim,sehouverdois.r¿t,on,devalencøporcelulaunitáriahaverádoisemcadanívelda
banda e esta será totalmcnte ocupada' . -- )^:

A dilìculdade de prever sc um sólido será ou ná-o um isotante vem da importância da

questão de superposigo ie bandos e isto depende dos dctalhes da geometria da estrutura do

cristal (e da geometria ¿., t"ì"i""øts atômicas)' Se o quc poderia ser uma banda totalmente

cheia se superpõe ao que poderia ser' a partir dc consid't'aþes de valência-uma banda totãl'

mente vazia, havefá cntão duas bandas pircialmenre cheias. A conseqüôncia dísso é que um

sólido que deveria ser u.'isolrnt. será na verdadc um condutor. É possível,pelomenos'dizer

queu''tsôlidoniioseráumísolanteanlenosqueunladesuascélulasunitdriastenhaumnu.
mero par de elêtrons au ioi¿n'¡o,porque um núr'nero ímpar de elétrons de valência nunca po-

derá preencher uma banda. n mai.lria tlos sólidos covalentes como diamante, ou cristais iôni'

cos como cloreto de ,ódi;,:;;'ì;;irìi.r. ro¿"t eles rêm um númefo par de elétrons de va-

lônciaoorcélulaunitária.Nocasodorliamante,carlaáromodecarbonotemquatroelétrons
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''j

'i;.

3,67 5

569 fl'



-Ð

-þ

J
lt

rrig

.l,l

.d
.t\

\
ÈiJ

lì

J
à'*È

À{i,'à
*j,

de valência, e há dois átomos, em c¿da celula udtária. Os oito elétrons de valência por celula

r.grit¿íriâ ocupam totalmente oi'.4rty' níveis de quatro bandas, uma proveniente da subcamada

2s do átomo e as trés outras proyenientes das três subcanradas 2p. Essas bandæ se superpõer¡

entre si, mas estão bem separadas das bandas mais energéticas vazias. O cloreto de sódio con.

tém um íon de sódio e um íon de cloro por celula unit¡i¡ia e a banda de valência consiste de

um cOnjunto de ba¡rdæ totalmente cheias que se suP€rPõem umas às outras mas que não se

superpæm com bu¡dæ vazias. Átomos alcalinos telrosos, como berilio, são divalentes e for.

mam cristais com um número par de elétrors de val€ncia por celula unitária, mas são metais,

e não isola¡¡tes, porque a superposição de bandæ toma níveis vazios, de energia ligeiramente

superiores, disponíveis para os elétrons.

Em sólidos formados a partir de átomos alcalinos monoralentes, como o sódio, a banda

contendo os elétrons de valência näo pode ser totalmente ocupada e conseqüentemente o so-

lido se comporta como vm condutor. Somente metade dos níveis da banda isolada 3s do sodio

é ocupada porque o átomo d9 sódio tem somente um único elétron no nível 3s, enquanto

gue o princípio de exchsâ'o permite que tal nível seja ocupado por dois elétrons. Os elétr'ons

nesse tipo de sólido podem facilmente adquirir uma pequena quantidade de energra adicio.

nal. Er¡ conseqüência, um campo elétrico aplicado será eficaz para ceder energia aos elétrons

e o sólido ærá um condutor. Como mencionamos no parágrafo anterior, encontram-se tam-

bém condutores em casos em que as bandas que contêm elétrons de r"¿lência se superpõem.

É inte¡essante siluar a dis.inção entre condutores e isolanles em termos de momento em vez de ener-

gia. Na auúncia de um campo elétrico aplicado have¡á tantos clétrons, num solido, com vctorcs momento

¡pontado¡ numa dada dircça:o quantos apontrdos na dircça--o oposta, pois nalo cxiste nenhuma corrcntc resul-

tanlc. Quando se aplicå urn canrpo clót¡ico, cste equilíbrio podcrá scr rompido, provocando uma corrente,

sc alguns dos clótrons pudcrcnr ocupar cstados quânticos com vctorcs momento difcrcntes. lsto é nitidamente
possível para elót¡ons numa banda parciaLnentc cheiÂ, mas nâo podc ocorrer com clét¡ons de uma banda to-

talmente chcia.

A temperaturas aci¡na do zero absoluto, é obviamcnte possível para alguns elétrons ga-

nhar energia té¡núca suficiente para saltar sobre o intervalo de energia de uma banda proibida

até uma banda permitida de maior energia, criando buracos na b.anda inferior e tornando dispo'

nÍvel uma nova banda permitida. Designamos a banda quase cheia de þanda de valência e aban'

da quase razia de banda de conduça-o. A probabilidade de isto ocorrer aumenta com a temp€ra-

tura e dependc forte¡nente da largura da banda proibida. As substâncias nas quais a largura da

banda proibida é pequena são chamadas de semicondutores,LJm exemplo é o silício, um sólido

covalente, corn uma estrutura do tipo do diamante, flì:¡s com uma banda proibida de somente

I eV de largura, Trata-se de um condutor razoável à temperatura ambiente embora seja um

isolante a baiEs.temperaturas. Por outro lado, o intervalo de energia entre as bandas permiti'

das, cheia e vazia, no diamante, é de cerca de 7 eV. O diamante, portanto, será um isolante mes'

mo a temperaturas relativamente altas.

134 CONDUçÃO p¡.ÉrnrCt EM METATS

Alguns resultados útcis a prog5sito r.los elétrons de conduçâo em metais podc¡n ser ob'
tidos a partir de idéias cldssicas. Na ausôncia de unr canrpo eldtrico aplicado, csscs elétrons se

mover.n em direções ditadæ pelo acaso. A razå'o disso é quc os clétrons frcqücntemente coli'
dem com irnperfeições ¡la rede cristali¡ra do nretal, produzidas pela agitação térmica dos íons

en¡ tortlo dc suas posises dc equilíbrio na redc ou cor¡¡ Íons rJe inrpurez¡s da rcde. Âo colídir
com essas imperfeiçrJcs, os eldtrons mudarn dc dircrso e velocidadc, o quc torna seu ¡novinten'
to aleatório, Como no caso de colisôes molgculares num gds clássico, porlemos descrcver a fre'
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das colisões elétron-imperfeipes daredeatravés deumlivrecaminhomédio)¡onde

- ,.,- --ti-z^^ Â,,.-,la clét¡i¡¡ ê
iT-. ¿ir,an.i. média percorrida por um elétron entre colisões. Quando um campo elétrico é

.ìi¡.u¿o ao metal, os elétrons modificam seus movimentos aleatórios, de modo que, em média,

líes se desloc"m lentamente na direção oPosta à do campo, Pois suås cargas são negati\¡as,

,o, ur. velocidade dita de arrastamento u¿. Esta velocidade é muito menor do que-a velo'

iiiu¿r ¡nton,enea real D do movimento aleatório. No cobre, u4 é dt ordem de t0-2 cm/s,

,ngu.n,o que Ðé de cerca de l0? cm/s'
' A veiocidade de arrastamento pode ser calculada em termos do campo elétrico aplicado

E, de ú e de À. Quando se aplica um campo sobre um elétron num metal ele sofrerá uma força

ãá intensidade eE, que produzirá uma aælerag.¿io de módulo a, dada Wr ø = eEfm. Consi'

ãrr.ror agora um elétron que acabou de colidir com uma imperfeiçâo da rede. Em geral'

a colisa¡ destruirá momentaneamente a tendência ao deslocamento na diregã'o antiparalela

ao ømpo e o elétron se movimentará de forma puramente aleatória, após a colisÍo. Pouco

anres de sua próxima co¡¡så'o, o elétron terá r¡ariado sua velocidade, em média, de ¿tr/Ú onde

Àþ é o tempo médio entre as colisões. Definimos a velocidade de arrastamento como

¿À eElt
ud =;= 

^u-

Se n for o número de elétrons de condução por unidade de volume e¡ fora densidade de cor-

fente, teremos ùd = ilne = eF\lmt , Combinando isso com a definição de resistividade p = E/i,

tefemos

mú
p = ---;:

ne- 
^

A equação (13-la) pode ser considerada como uma afìrmaçã'o de que os metais obedecem

a lei de Ohm, pois as grandezås u e À que determinam a resistiúdade p nã'o dependem do

campo elétrico aplicado, critério necessário para gue a lei seja válida'

Freqüentemente oPeramos com a condutividade

(13-la)

(13-lc)

( r 3-2)

I ne2ìt

pmu
(13-lb)

Isto pode ser colocado sob uma forma mais útil definíndo uma grandeza mensurável, a mo-

bitidule p , dada pela 1¡¡zão entre a velocidade de arrastamento e o campo elétrico aplicado, isto

é,

,='d ='\'Emu
Então, como o = nez \\mú,teremos g = ofne ou anda

o=neþ

Se tivermos condução através de poladores positivos além dos portadores negativos, a conduti'

vidade ær¡í dada por

o = nqnltn+pqppP
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ondel¡n e frp s¿io as mobilidadcs dos portadores negât¡vos e Positivos, qneqpsão suasc,argas

e n e p o ntimero dc tais portadores por unidade de volume. Se a conduçifo for por portador65

de carga negatíva a cã18 q do portador será negativa, enquânto que q serd positivo se a condu-

çao for efetuada por portadores positivos. Como o sinal de ¡r também depende do sinal de q,

ambos os termos na expressâ'o de o s¿Ío posilivos'

O sinal do portador de carga da corrente elétrica num metal pode s€r determinado a partir

de medidas do efeito Hall, lslo é, quando uma lâmina condutora plana, atravessada por uma

corrente elétrica, é colocada perpendicularmente ã um campo magnéticor aparece uin campo

elétrico cuja direçâo é perpendicula¡ tanto ao campo magnético quânto à direçã'o do fluxo de

corrente. Pela medida da diferença de potencial entre duas supetfícies opostas do condulor é

posswel deduzir o sinal e o valor da gnndeza l/n4, denominada coeliciente de Høll. Aqui, n

é o número de portadores de carga por unidade de volume eqéacarga doportador.Ocampo
elétrico surge devido à acumulação de portadores de carga em uma das superfícies prorocada

pela força v¿ x B exercida sobre eles ao se moverem com velocidade v¿ através do campo mag-

nético B.

Em alguns metais, conlo zinco e berrlio pot exemplo, o efeito Hall indica a presença efe-

tiva de portadores de carga positiva. lsso é interpretado como sendo conseqüência de transi-

ções de elétrons da banda de ralência cheia para a banda de condução, deixando buracos (ní-

veis de energia vazios) na banda de valência. Tais buracos correspondem à ausência de um elé-

tron e comportam.se como cargas positivas. Quando esses níve¡s vazios são preenchidos por

elétrOnS, que se movem sob a açâo de um carnpo elétrico, Os bUracoS movem'se em direçfo

oposta aos elétrons, exatamente como se fossem portedores de carga positiva movendo*e na di-

reçlfo do campo. No caso de metais com uma configuraçãoatômicas2,como zincoeberílio,a

mobilidade dos buracos da banda s é muito maior do que a dos elétrons da banda p. Como o

sinal do coeficiente de Hall depende do tipo portador que tem a maior mobilidade, o coeficien.

te de Hall é positivo para tais metais.

Na tabela l3.l , aparecem os coefìcientes de Hall de alguns metais e também o número

de etétrons Iiwes por átomo. O riltimo é calculado a partir do lalor do coeficiente de Hall,

llnq, e da densidade do metal. Para os metais alcalinos e outros monovalentes, medidas de

efeito Hall concordam com um etétron de conduçÍo por átomo. É claro que o modelo de

elétron livre sobre o qual se baseia a análise simples do efeito Hall não pode ser válido para

todos os metais.

TABELA l3-1. Coeficientes Hall Medidos e Número de Elétrons Livres por Atomos
Calculados a Partir Deles

Metal
llnq

(10-to m3/C) No./átomo Metal
I lnq

(10-ro m3/c) No./átomo

Be

Zn
cd
As
Sb

Bi

Na

K
Cu

Ag
AI
Li

1(

-0,55
-0,84
-0,30
-1,70

0,99
I,l
1,3

1,3

3,5
1,0

+2,4
+0,33
+0,60
+40

-20
-5000

aa

-2,9
-7<
-0,04

0,09
0,0005

I3.5 O MODELO QUÂNTICO DE ELÉTRONS LTVRES

Vamos recordar á aplicação feita na seçâo l l-l I da teoria quántica e da distribuiçâo de

5't2

Fermi aos elérrons de conduçá'o num melat. Vimos entlfo que o potencial no qual o elétron se

íiove pode ser aproximado por um poço de potencial retangular. Ess€ potencial constantc

¡olaina as variapes periódicas reais devidæ aos íons e inclui o efeÍto médio de todos os elé'

iion, t.rtrnt.t. É equivalente a tratar os clétrons como um gás ideal de férmions no interior

de um sólido. Essa aproximação, que simplifica enormemente os cálculos de mecânica quân'

iiø, se reuela surpreendentemente boa na determinação de muitas propriedades obærndas

nos sólidos, como vimos na seção I l-l 2, onde foi usada na descrição de fenômenos ta¡s como

Dotenciais de contato e calor específico eletrônico. Para a discussfo presenle, usltremos o re-

sultado, (l l-5ó), encontrado para a distribuição em energia dos elétrons de conduç5o num

metal, ou seja.

6ra dG

"(8-8p)ikl 
4 ¡

( r 3-3)

onde n(8)/ú(8) d8 é o número de elétrons com energia entre I e I + d8 num metal à tem'

pcratura I. A justificatira é que a distribuição dos estados de energia numa banda é aproxima'

år..nt. a mesma do que a de elétrons livres, se a energia de Fe¡mi 8¡' nâo for próxima da

extremidade superior da banda. Esu condição se aplica aos metais alcalinos, por exemplÒ'

e explica o sucesso do modelo de elétrons livres na descriçalo de suas propriedades elétricas.

Na parte esquerda da fìgura 134 aparece a previsão de (13-3)da distribuiçeo emenergia

dos elétrons numa banda parcialmente cheia, na temperatura de z¿ro absoluto, com a enetgia

sendo medida a pârtir da menor energia da banda. A maior energia permitida na banda é 8n,* e

g¡ ( 8^r", como está indicado na fìgura. A temperaturas maiores do que zero, os elétrons su'

periores'ieì excitados e ocupam estados superiores vizinhos disponíveis e a funçlo distribuiçfo

ioma a forma descrita à direita da figura 134. O número de estados quánticos num intervalo

dc energia entre I e E + d8 é o fator.l/(8 )dG de (l 3-3)' isto é

8nV(2m3 )tn
n(8)//(8)dE =-- h, -

/v(s)ds =Y#Ll'|ndfn
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/V(G), representado na figula I 34 por uma curva tracejada, é chamado densidade de cstados pol

unidade de volume. A linha ponto.traço fornece a curva de n(8), a distribuiSo de Fermi para o

número de elétrons por estado. A tinha cheia dá o produto n(8)¡f(8), a distribuição de energia

dos elétrons, ou número de elétrons por unidade de intervalo de energia'

EXEMPLO I3.I

A encrgia de Fermi, aF, do lítio é 4,72 cY a 1= 0. calcule o númcto de elél¡ons de conduçáo po¡

unidade dc volume no lítio.
De (l I -57) teremos

"=+=e)'"

\

.,=*ffi"
de modo quc o número dc elélrons livres por unidadc dc volume scla

n
øÊ -.J

(134)

gan kT 11 Ap 03-s),

f.\

ondc m ó a massa do clétron. tjntã'o, com 8F = 4,72 cV' tcrcmos

5?3 iq
ì
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"r f , * ,,r, r ,o-,, nr l,o G,72 x r,6ox lo-re J)r4

' =7=L 
(613 - ro*. r"il 3

= 4,64 x l0'!/mr = 4,64 x 102¡/crnt

como o número de elétrons de conduçalo por unidade dc volume no lítio.

iV(8) ¡/(s)

0
z(a)

I

0

r¡ (8) /V(Ê)

0 8F 6max 0

T=0

FIGUR^ lS4.Esquerdo: A distribuiçaìo da cnergia dos elétrons de conduçaìo numa banda na:o totaL¡rcnte
cheia de h8utu Snru* num soli¡lo r T = 0, segundo o modeio de elét¡ons liwcs, D¡'¡eÍ¿:

O mesmo, mas à tenrpcrûtura nrais alla.

lsto corresþnde cxatarncnte a um elét¡on liwc por átomo de lítio, porque o númc¡o dc áto¡nos de
lítio por unidade dc volurne no lítio solido dc densidadc 0,534 glun' é.

g I mol átomos
0,534 -----: x 

-x 

6,02 x I0¡¡-= 4,64 x l0¡¡ áromos/cm¡ ^cmr 6,94 g mol

E:IGMP¡,O I3.2

Faça uma estLnalira do númc¡o rclativo dos clét¡ons dc condução num metal que se encontram enl

estado3 encrgéticos supcriorcs dcúdo À excitaplo tórmica.
A frgura 134 moctra que a maioria dos elótr<¡ns cxcitados se encont¡am num intervalo A8 åcitna da

energia de Fermi 8¡, ondç A6 = 2kÍ, Supondo quc tT << 6/.', o númcro A:fde clótrons excitados podc

ser cålculado dc

¡/(8 )

Níveis vazios

aP 6'n"t

r>0
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Al = iV (t¡,r,ln (8,¡) 48 = /V(e¡X l l2l 2 kT = N (e þ kT
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;A equaÇalo (t 3-5) most¡a que pùa kT << &p

e (13-4) mostra quc

Portanto

2trx
ú o cosf-= cos kx

2nx
e tlt c( Sen- = Sen kX

"=:i(f"'*;

NGp) =Ïffi"" "r,

^.t" 
N@dkr

rl/ 'l'

,v / g¡n\'''

,\") eË'kr

(13-6) I

onde À é o comprimento de onda e k=2¡l\é o núme¡odeonda angular. Asautofunçõestêm
nós em cada extremidade do poço, já que seus valores tendem a, zero loß do mesmo' Essas

condições de contorno levam imediatamente à exigência nì,12= L, onde I é o comprimento

dopoço.Cadaumdosraloresinteirosn=l,2,3...,corresPondeaumaautofunçãodife-
rente, ou nível de enefgia, sc permitirmos dois elétrons de spin oposto Por nível. Como' para

elétronslivres,aenergiaé 8=p2 l\m=h2 l2mì\2=h2n2 l8mL2'omenorvalorde¿corres'
ponde ao nível de energia praticamente nula, na base da banda, e o maior valor de r coffes'

pondc ao nível de rnaior energia no topo, a largura da banda sendo aProximadamente igrul à

nuior energia, Se çx¡stem y'Í íons, distanciados de ¿ uns dos outros, no metal un¡dimensional

de conrprimento L, então N = Lla. Como cxplicamos anter¡ormente, o número de níveis na

t'l

,v /8m\'''
, \Ð 

e"i'

3kT

2ap

KT

s¡
A fraça-o de clétrons de conduça-o termicamcnte excitados é pcquena. À temperatura ambiente

kT=0,025 eVeumvalo¡típicodea¡é4eV,demodo queA.,l'l-+'= l/ló0.Onúmeroabsolutodeelét¡ons
de condução cxcitados é entfetanto grand c, porque u{ é, muito grandc

Vamos agora usar o modelo de elétrons livres para c¿lcular a largura em energia de uma

banda para o caso simples de um metal unidimensional. fu autofunções de um elétron no

poço qrudrado profundo, que representa a atração apla¡nada dos íons distribuídos uniforme'

mente ao longo do e¡xo dos ¡ mais a repulsão média dos elétrons restantes, sâ'o basicamente

ondas estacionárias senoidais do tipo



banda é simplesmente igrul a.l/, de modo que o máximo valor de n também ærá igual a/V. {
energ:a máxima, ou targura em energia da banda, num tnetal unidirnensional, Será

h|If h7 L7F^ =-*mar( 
BmL2 BmLzaz

lf ¡7
P=--m"x 2mAz

(t 3.7)

35tc resultado que depende de a, mas é indepcndente de /V, coñluma a afìrmaçfo feita ante.

riormente de que a largura da banda depende da separaçfo dos íons e não do número de íons

da ¡ede.

O modelo de'elétrons llwes dá excelentes resultados para muitos metais. Ele é especial-

mente bom para os metais'atcalinos onde a superposiçÍo de bandas (como na figwa l3'3 para

o sódio) é tão total que a densidade de estados /V(8) se comporta como es curves da fìgure

l34.AdopendênciaemSr¿ deff(8)nãoécorreta,contudo,nocesodeumabaridaisolada.
Embora a forma real da curva de densidade de estados dependa da posiçfo da banda e da estru-

tura da rede, ela é aproúmadamente simétrica, como aparece na Pâfte superior da figura l3-5,

decrescendo a zero no topo da banda.

Para compreender como isso se dá, consideremos um cristal unidimensional tfo longo

que podemos desprezar as condições de contorno em suâs extremidades. As autofunFes mais

adaptadas para um elétron liwe serão, nesse caso, ondæ progressivas senoidais do tiPo

þ e. ¿íkx e

/v(8 )

þ a ¿-ikx (13-8)

8¡. Smax

FIGURA ltS. Em cima: l)nta r€presentaÉ'o qul¡tativa da densidade de éstedos êm funça'o da cnergia, nunu

banda pârciatmente cheiâ c isolade- Embalxo: O mesmo no caso de duas bandas lígeiramcnte

suPerPostas.
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¡v(e)

, onde as formas com expoentes positivo ou negativo descrevem um elétron rnovëndo.se no ien.
'iido positivo ou negativo do eixo dos ¡. É a¡nda ma¡s conveniente considerar somente a forma

¡ n elkx, onde k pode ser positivo ou negativo. Escreveremos agora a energia I de um elétron

iiurr 6 termos de k = pll onde p é seu momento, Isto é

D2 ¡Îk2
I =:-2m 2m

(r 3-e)

Bta relaçfô está representada na fìgura 13.6, num intervalo dc & que inclui valores tanto

oositivos quanto negâtivos. um valor positivo de ,t correspondc a um elétron movendo.se na

ãireçe'o positiva, e um valor negativo corresponde a um movimento no sentido oposto. A

energia depende de &2, de modo que a curva é simétrica em torno de k = 0' Podemos ver

imediatamente, ao compararmos (l 3'7) e ( I 3'9)' que

-nla 4k 4 +nla (r3.t0)

l:

Isto é, os valores de ¡c correspondentes ao valor máximo de I encontrado na banda são -nla
e*¡la,eoralorde&correspondenteaovalormínimode8,8=0,éovalor&=0,nomeio
àesseinterualo.Como/colÀon=l,2.3...,osvalorespermitidosde¡.estäouíiforme'

í\
í\

i"'\

ß
f\

r\
f\

r*\

È

-rla

FIGIJRA I 36. Â encrgia dos elét¡ons livres rcpresentada graficamcntc cm funça-o de seus núnteros de onda k'

ospontosindicamesquematicamcnteosvalorcsPefmiridoseuniformemcnteespaçadosdek'
Para a primeûa banda do cristal elcs sc encontram no intcrvalo -¡lo < k < + tlo' onde a é

a scparaça:o cntrc os íons da rcdc unidimensional na qual o clét¡on se movc livlemente'

mentc distribuídos ao longo do eixo dos ¡( cobrindo todo o intervalo' cada um deles está asso'

ciado a um estado quántico difercnte do elótron'

Considere agora um metal bidimensional, com íons espapdos da mesma distância a'

tsnto na difeção x quânto na y. Numa banda, os valores permitidos para as componentes 'r

e ), do vetof de onda t , " 
ir', sc encontram uniformemente distribuídos num intervalo de

-nla a *nla, como aparcce íu figuru l3'?. Cada par <le valores &r' k, define um ponto que

especifica um estado qu.ântico de um elétron livre do metal. Esses pontos estão distribuldos

uniformemente no interior do quadrado. uma circt¡nferência de raio k em tofno da origem,
f'¡
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defìnida Fr kz = ktr + k'zy,passa sobre estados de mesma energia, O"i, .* duas dimensões

(13-9) lêre ì¡

- 
s_ 

hr(ei +el) 
=hrr"2m 2m

O número de estados dM, com valores de ,t entre k e k + dk é igrul ao número de pontos
contidos na área l¡m¡tada por & e k + dk, Como os pontos estão distribuídos uniformemente,
ese número ærá proporcional a esa área. A fìgura mostra que, desde que k 1nlø, d¡y' aumenta
com ralo¡es crescentes de /r. Explicitamente: dM= 2¡kdk. À medida que ,t começa a supera¡
¡la,umaumentomaiorde kfazdN di¡ninuir. lssim,dN/dk =y'/(/c),onúmerodeestadospor
unidade de intervalo de número de onda angular, aumenta de zero,para /r pequeno, atinge ur¡
máximo, e então diminui novamente a zero, quando k atinge o maior valor permitido para a

banda de nosso metal bidi¡nensional.

FIGURA llT.llustraçalo dos valo¡cs permitidos e uniformemente distribuídos, das componentes x e y do
vetor dc onda, para um elét¡on livre na primeira banda de uma rede guad¡ada bidimensional,
com uma scparaçalo ent¡c íons¿

O mesmo compoftamento geral é encontrado quando esses resultados são convertidos de

i/(,t) para /y(8), o nú¡ne¡o de estados por unidade de energia. Isto també¡n é verdade para um
metal trid¡mensional real. Em outras palavras, a densidade de estados rV(8) aumenta de zerc,
para I pegueno (a baæ da banda), at¡nge um máximo e decresce novamente a zero para o valor
máximo perm¡tido 8m¿x encontrado na banda (topo da banda). O comportamento detalhado
de //(8) depende dos detalhes geométricos do arranjo de íons no cristal, bem como o valo¡

8,n*. O comportânento geral é, porém, do tipo que indicamos e o valor aproximado de 8ro
é dado por (13-7), se interpretarnros d como o espaçamento ca¡acterístico entre os íons do cris.
tal.

13-6 O MOVTMENTO DOS ELÉTRONS NUMA REDE PERIÓDICA

O modelo de elétrons livres que utiliz¿nros dcspreza os efeitos da interaçá'o dos elét¡ons
com a ¡ede cristalina. Vamos começar a considerar este efe¡to îazendo algumas observações $o-
bre o efeito da variação periódica do potencial. Antes de mais nada, a periodicidade da redc

kv
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fsz æm qræ as fun$es de onda Para ur¡u¡ rede infinitamente longa não seiam ondæ proges-

¡ivas senoidais de amplitude constante, m¿s sim ondas que exibem a periodicidade da rede em

sr.ra amplitude. Além disto, os elétrons podem ser espalhados pela rede. Como no caso de uma

snfu eletromagnética que sofre um¿ "reflex¿fo" de Bragg, quando a condição de Bragg é satis-

feita, também os elétrons interagem fortemente com a rede, quando o comprimento de onda

de de Broglie dos mesmos corresponde à periodicidade no espaçamento dos íons. Veremos que

Jses efeitõs produzem, entre outras coisas, uma mudança da resisténcia do cristal à conduç5'o

de elet¡icidade.
Na abordagem que utilizamos, a determina$o das energiæ permitidas dos elétrons num

úlido foi feita ao considerarmos o efeito de se aproximar os átomos constituintes para for'

¡na¡ o cristal. Se, em vez disso, tivésemos começado Por rePresentar o potencial periódico,

ústo por um elétron na rede cristalina, por u¡na suceslfo de poços retangulares e barreiræ, e

em æguida tivésæmos resolvido a,equ¿gão de Sctrroedinger Para um tal Potenc¡al' teríamos en'

contrado solupes de ondas senoidais para certos interr¡alos de energia (as bandas permitidas) e

solugões de ondas exponencia¡s reais decrescentes em outros intenalos de energia (as bandæ

proiUiaæ¡. Essa abordagem permite cálculos quantitat¡vos detalhados, mas aPresentaremos aqui

somente urria descrição gualitatiw.
Embora os elétrons tendam a suavizar æ variaSes no potencial devido aos íons, o poten'

cial nÍo é constante e varia de forma periódica. A forma real do potencial determina a solução

e¡øta da equação de Sctuoedinger para urn elétron numa ¡ede cristalina, ûias o fato mais im'

portarite do potencial é sua periodicidade. O efeito da periodicidade é mudar a autofunção,

õnda progresii"a, da partfcula livre de fornu que, em vez de uma amplitude constante, ela tem

uma amplitude r¿riável que muda com a periodicidade da rede. Segrurdo Bloch, se a periodicida-

de espaõial da rede é c, as autofunpes para um sistema unidimensional nfo têm a forma da

onda lrogressiva da partícula liw e tlt(x)= 4¿ìkx de (13-8) mas sim a forma

ú(x)= ux@)etkt

onde a periodicidade da rede exige que

u ¡(x) = u ¡(x + a) = u ¡(x + ru)

¿ sendo um inteiro. O efeito da periodicidade é então de modular de forma periódica a ampli

tude da soluçfo de partícula livre' A fun$o de onda será

ú(x,t) = uk (x) ,i(kx- utl

þ-¿ -.1

r
fl.f'

(l 3-l I a)

(r3-r lb)

(l 3-l 2)
tl/t:

Modelo de Potencial

de Kronig'PenneY

IAAAAî^':iï'
þ-¿ --l \á=¿_l

FIGURA 118. Ilustraça-o de como o potcncial visto por um elétron que se move numa rede cristalina pode

set aP¡oximado pelo modclo dc Kronig-Penney, sucessão de Poços de potencial quadrados

c barreiras de Polencial.



onde o segundo fator (exponencial) descreve uma onda de comprlmento de onda À = 2n/¡6 que

* pap.gã na direçâo de.r crescente, se rt ) 0,e na direçãoderdccresænte,se t(0,e opr¡

iriro irior, u¡ (x), descreve a modulação; A funçáo u¿ (x) se ¿ssemelha à autofunçlfo pa¡a um

átomo fsolado. Sua forma exeta depende do potencial particulu conslderado e do valor de k.

Uma boa aproximação pua I(x) de um cristal é uma suceslfo de poços e barreiras de Potencial

retangulares de periodicidade idéntica à da rede, como nâ fìgwa l3'8. Cada poço representa

uma ãproximafo do potencial produzido por urr íon. Este ê omodelo de Kroníg'Penney qtse

pefmite um tetamento matemático mais fácil do que o potencial real, mas contém todos os

seus espectos importantes. Examinemos este modelo rfleis detalhademente.

fìra poçoi profundos e bem espaçados, o elétron de energia nlio muito alta fica prati.

cemente ligado dentro de um dos poços, de modo que os autovatores de mais baixa energia

são os do poço isotado e único, Para poços mais próximos uns dos outfos' as autofunções

podem mais facilmente penetrâr nas barreiræ de potencial. Isto resulta num alargamento do

nfvel dc energia úñico original numa banda de níveis de energia. A banda toma{e mais larga

å medida quc e seperação entre os poços é reduzida. De fato, no limite de barreiras com espes-

sufa zÆro, obtemos um único Poço, infìnitamente largo, onde todæ æ energias são permitidas,

isto é, obtemos omodelo do elétron livre. Na figura 13'9, comPafamos os r¡alores permitidos

das energias de um poço único com os do modelo de Kronig'Penney, de uma sucessão de poços

e baneiras, Observe que cada banda permitida corresponde a um nfvel discreto do poço úniø

c quc epafecem bandas proibidas mesmo em energias'maiores do que a profundidade do pogo

l¡q-. As iaryuras das bandas irão se aproimar das larguras dos nívels quando ø aumentar (l per.

manecendo fixo) e de $m cont¡nuumquando a diminui¡.
Ao resolvtr a equaç.ão de Schroedinger Para o modelo de Kronig-Penney deveremos sa'

tisfazef as condiøes de continuidade de ry' e dþldx, tssim corlto o fizemos para o poço retan'

gular isolado. bso restringe a wlidade das solu$es de Bloch, (l3.lla) e (13'llb), a alguns

intervalos de energia dando origem às bandas permitidas. Para valores de energia situados nas

bandas proibidas, as autofunções são amortecidas rapidamente Por um fator exponencial

dccresc¿nte real. A expressfo 8(,t) para as energias permitidas em termos do número de onda

angular t do elétron é mais complicada do que para o elétron liwe, mas os intervalos proib!

dos ou descontinuidades em energia ocòrrem para valores de k dados simplesmente por

n2n3¡t = t-, +-, t
aga

(l 3-l 3)

onde ¿ é a periodicidade espaciat da rede. Na figura l3-10 aparece a firnçâo 6(&). Para valores

de ,t iguais aos especifìcados em (13-13) obserr¿am-se as bandæ proibidas enquanto que para ot

valores de Ic afastados daqueles a dependência em k da energia é muito semelha¡te.à dos elé'

trons liwes (dada pela curva tracejada na fìgura). A origem das bandas permitidas e proibidas

aparece clanmentó na figura. cada banda permitida conesponde a solufes da equação de

Schroedinger para as quais & tem valores positivos num intervalo z/ø e valores negativos num

intervalo de mesma largura. Observe que isto está de acordO com uma conclusão obtida de Um

ponto de vista muito diferente na última seção e exPresso por (13'10).

Do ponto de vista do tratamento presente, os intervelos proibidos entfe o topo de uña

Uanda permitida c a base da próxima podem ser entendidos como o resultado da rcflexão de

Bragg das ondas progressivas þe descievem um elétron se propagando ao longo da rede' Se

uma on¿., propalando+e para a direita, incide sobre um conjunto de barreiras, que rePresen'

tam as regiões entre os íons da rede, uniformemente espaçados de ¿, ela será parcialmente re'

fletida poi cada uma dessas barreiras. Em geral, as ondas refletidas, que se proPagâm para a

esquerdr, não estarão em fase entre si e em conseqüência nllo se cotirbinarâ'o construtiømente
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gara produzir uma onda refletida de amplitude grande. Mas elæ estarâo em fase se o comÞri.

n (t

0,23

0,058

Poço dc potencial isolado Configuraça1o periódíca de poços

FTGURA l!9.,4 esquerdø: Energias permitidas para um elélron num poço de potencial lwlado, À dÞe¡îai
Energias permitidas parâ um elótron num conjunto de poços e baneirãs periodicemente
cspaçados. Os níveis acima correspondem a um poço cârecterizado gor 2mVol'lttt = (ll)t
e a uma ba¡rci¡a de espessura b = Il16. Obscrve o apa¡ecimento de bandas proibidas mesmo

'.., para energbs 6 maiores do que I/o,

mento de onda )r das ondas incidentes e ¡efletidas satisfizer a versfo unidimensional de (3-3)
da condição de Bragg

2a =ìt,2À, 3À, . . . (l 3-14)

,Na expressfo acima, a é o espaçamento característico da rede e 2¿ a distância extra perconida
næ reflexões de barreiras sucessivas, de modo que se esta for igual a um nf¡mero inteiro de
comprimentos de onda À, as ondæ refletidas estarâ'o todas em fase e haverá ume onda refletida
resultante de amplitude idêntica à onda incidente. Como ì,, = 2n lk, a condição de Bragg escre-

trve*e 2a = 2t lk, 2 (2nlk), 3(2nlk),. . ., óu k = !¡ la, !2nla, !3tla,. . ., onde a introdução
dos sinais t teva em conta o fato de que a onda incidente pode estar se deslocando para å es.

'querda (para -x) como para à direita (para +x). Co'mparando com (13-t3), r'emos que os va-
'lores de ,t para os quais ocorrem os íntervalos proibidos ou descontinuidades na funçfo S(k)

láot seo os t.r.or *rrlrfl"a.",.s aos comprimentos de onda À que satisfazem a conåiçeo aá

i:' Bragg de reflexã'o construtiva.
fi-': Os intervalos proibidos aparecem porque há duas maneiras diferentcs da amplitude da

onda refletida ær igual à amplitude da onda incídente, para cada valor crítico de k para o qual
cssas amplitudes são iguais. Considere, por exemplo, uma onda iñcidente de amplitude unitária
que se move para a direita ao longo do eixo dosx com k= nla. r\ autofunçá'o onda progressiva
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FIGURA lll0. Energias permitidas crn funçío do vstor dc onda ft, para uma rede unidimensional dc perio'

dici¡ladc a. Pa¡a efeitos de conrparafio represÊnlan¡os pof uma linha traccjarla o fcsultado

do modclo do clétron livrc. As l¡¡ndas dc cnergia pcrmitidas e proibidas rcsultantcs apare-

ccm à dircita.

sefáentão ¿ikx=¿hrlø.Aondafefletida,deamplitudeta¡nbémunitáriapafaestevalorde/<'
será e-¡*¡ = s-ixxla. A autofunção total será obt¡da pcla sonra ou pcta difcrença das duas' A

primeira posibilidade dá

g = ri(nla)x 4 ,-i(ilalx c( cos--.r

¡¡ = ri(rlo)x - ,-i(ilo)x c( sen:¡
a

Em ambas, a onda reflctida tem mesma amplitude que a onda incidente e combinam'sc Para lor'

mar uma onda estacionária. Os dois casos, cntretanto, diferem muito em relação à localização

dos nós da onda estacionária e Portanto na localizaçá'o dos máximos e mínimos da densidade

de probabilidade Ú'Ú. No caso em que Ú cr cos¡,xla, a densidade de probabilidade scrá má'

xima em ¡ = 0, bcm Como emx =+s, !20, t3a,. . .enquanto que quando ú o sen Íxla aden'

sidade de probabilidadc setázæronessespontos.Seaíestiveremloc¡lizadasasbarreirasentrsos

íons, o elétlqn descrito por r, sofferá uma repulsã'o maiof ' 
e terá Portanto maiof energia¡o cå¡o

do co*eno dO que no caso do seno. Se nesses Pontos estiverem situados os íons, a situação se ln'

verterd. Mas a conclusa-o básica - de que existcm dois valores diferentes de energia correspon-

dentes ao mesmo valor do númcro rle onda k, quando /< tiver um dos valores dados por (l 3'l Jt

- é independente de como estiver definida a orige¡n do eixo dos ¡'
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e a scSunda

(l 3-r 5)

(r 3-ló)

\

4
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Observando novamente a funSo 8(k) descrita na fìgu¡a l3-10, vemos os dois valores de

E em cada um dos yalores críticos de & onde ocorre uma reflexão de Bragg. Vemos também

,rno att. fato provoc¿ na ctuva 8(,t) um desvio em forma de .S do comportamento parabó-

iico própr¡o do elétron livre, em cada região entre os valores críticos de lc. O intervalo de valo-

iu ã, f entre -rla e *nlø define o que se chama de primeira zoru de Brillouin. O intervalo

,ntrc-Znløe-ílaeeÍtre+nlae*2¡lødehneasegundazonadeBrillouin,etc'..'como
sparece indicado embaixo do eixo dos,t na figura'

I3.7 MASSA EFETTVA

Ao se discutir o comportamento de um elétron numa rede periódica sujeito a um carnPo

elétrico externo, é muito çonyeniente introduzir o conc€ito de massa efetiva do elétron' Iso se

faz us.ndo-æ uma relação desenvolvida na seção 34 pua descrever o movimento do elétron

em termos de um grupo de ondæ progressivas. Segundo (3.13b)' a velocidade g de um tal

grupo é igual à derivada da freqüência y de suas ondas progressivas senoidais comPonentes em

relafo ao recíproco do comprimento de onda ,(. Isto é

dv dø
t =ã=7;

onde y se transforma na freqüência angular @ e r no número de onda angulaf ou vetor de

onda k, multiplic¿ndo+e e dividindo-se dvf dx por 2r. Par¿ lembrar ao leitor o significado dessa

relaÉ'o, vamos aplicála ao caso simples do elétron livre, cuja energia é

go=P' =!k'= Ir.
2m 2m

A última igualdade vem da relaçâ'o de Einstein-de Broglie, fo= ltv = h¡.¡. Calculandose duldk a

partir desta expfessá'o, tefemos

du tr2k hk P mv
o =- 

-=-"dk2mmmm
(r 3-r 7)

Obtemos assim o resultado corfeto de que a velocidade de grupo g é igual à velocidade u do elé'

tron cujo movimento é representado p.lo gtupo de ondas. Obviamente, este resultado tem vali'

,dade geral.

Consideremos agora um elétron numa rede unidimensional, cuja dependência da energia

com o vetor de onda, 8(&), tem a forma discutida mais acima. Aplica+e a esse s¡stema um cafn'

$ì, po elétrico externo E. Durante o intervalo de tempo dt o elétron de carga q percorre uma dis'

¡fi. i¡^¡" ¡.tv o a rrohqthn ¡øqlitzdn mln crmno externo será a forca aplicada, 4.8, multiplicada
.tância dx, e o trabalho realizado pelo campo externo será a força aplicada, q8, multiPlicada

¡clc deslocamento, dx, Como isso é igud ã amplitude da variação d8 da energia do elétron,

teremos, usando (l 3.1 7)

r.
!dx
.. d6= qïdx = qî-dt = qîudt= qEgdt

dt

,lrl., po, outro lado, de I = fr<,¡

', o&= hd,,=nffar=hsdk
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Comparando essas duas exPressões

Tomemos agora a derivada temporal de

obteremos

dk
h== qE

d1

qE dt =hdk

dt't I d8
o =-=--o dk hdk

(t 3.t 8)

(l 3-l9a)

( l 3-r eb)

dg I d2f"

dt h dkdt
I d2f" I d?t" dk

h dkdt h dkz dt

e, usando (l 3-l 8)

dg I dz|'
*= * oo'nu

E empregando (l 3-t ?) novamente, podemos reescrever essa expressão

du _qE
dt m*

onde

I I d28

,r:= h'dk'
A grandeza I lm. é, o recípoco da mass efetiva do elétron na rede cristalina.

O elétron que estamos estudando desloca*e sobre o efelto de forças internas, exercidas

sobre ele pelos íòns da rede, e de uma força externa, exerCida sobre ele pelo campo elétrico

aplicado É.. Se qulsermos, podemos usar (13'l9a) para dlscutir o movimento do elétron ex¿lu'

,lro^rnt, em termos da força sterna já que esa equação tem e forma da lei de Newton:a

acelera$'o é igual à força externa dividida pela massa. Na verdade,os cfeitos das forçås intemâs '

já cstão incluidos na equação. Eles aparecCm, contudo, somente no recíproco da massa efetim '

i¡r., qu, pode assumir valores bem diferentes do recíproco da rærdadeira massa do elétron'

llm.
As propriedades da rede determinam l/n¡i pois, como vimos na seçíio anterio_f,elasJ¿

,.n.t.i ii;ffii]]d;çao s(t) e, conseqüentemente, também na sua derivada a'a,Qc)l¿tê,
. _-t,rcllefem na lofma (¡a lulrçau o\^, çr vur¡ùeYuerrre¡¡' - ' '' ¡-'

que aparece em (l3.l9bj. A figura l3-ll mostra a primeira e parte da segunda zonas oc,
.. ^ .^ -:^'lc

Brillouin, de um cristal unidimensional. A curva contínua é S(¡<) e a curra parabólica tracejatle

é a relaçáo do elétron livre I = hzk2 lzm.Próximo ao centro da primeira æna,t^(k)=!'!'!
2m, I lm' = (d2 &ldkz)lh2 = $Î 2l2n)lh2 = l/rn. Conseqüentemente, nessa região, a ¡ede tem

muito pouco efeito soúre o elÈtron, o recíproco da mæs¿efetiva sendo praticamenteídêntico
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$l ,o ,.rípro* de sua massa wrdadeira, e o elétron responde ào campo elétrico aplicado como se

,',' .1, fotr. essencialmente um etétron livre. Afastnndo-se em qualquer direçâ'o a partirdo centro

darnna, no entanto. a curvatura da frrnç:lio 8(,t) difere de forma significativa d¡ ct¡rvattrra da

parábola, provocando varia$cs dramáticas no rccíproco da massa efctiva do elétron c portûnto

irnrurr"rpott.aoc¿lmpoaplicado.Comod2S/d,t2 passaporzcroeemscguidatoma{ene8a-

tiva e de grande amplitude, quando k se aproxima de qualquer um dos limites da primeira zona,

llm, îez o mesmo. Assim, na parte superior do intervalo de energia da banda corrcspondente

à primeira zona de Brillouin, o elétron na rcde responde ao campo elétrico aplicado de forma

bem diferente do que faria sc fosse um elétron liwe. Quando llm- îor zero,uma dada força

aplicada 4E. não provoca aceleração no elétron e quando I lm' fot negativo a força provoca uma

tælefaFo no sentido oposto da que seria produzida num elétron liwe. (lsto nada tem a ver com

o sinal da carga do elétron que, para evitar confuslio. escrevemos como q em vez do tradicional

-e.) Na base da banda de energia da segunda zona de Brillouin, l/rn'é positiva, mas bem maior

do que I/m de um.elétron livre, de modo que a força aplicada produz uma aceleraçâ'o relativa-

mente Srande no elétron na rede.

-¡la 0 +n¡a

FIGURA t3.Il. Ilustraça:o do recíproco da massa efetiva em várias regiôcs da primeira e segunda zonas de

Brillouin, dc uma ¡ede unidimensional. Os pontos sobre o eixo dos k indicam os valores

permitidos de ft uniformementc distribuídos.

A resposta de um elétron num cristal a um camPo elétrico aplicado pode-ser compreen'

<ti<ta em teimos da maneira pela qual a onda associada ao elétron é refletida pelas barreiras de

potencial localizadas .ntr. .td. par de íons, Na base da primeira banda de eneryia, onde o mó-

dulo do número de onda tem valor lkl = 0, nfo existe praticamente reflexá'o, poisa condição

ile Bragg lkl = ¡la está longe de ser satisfeita. Quanclo o campo é aplicado, a força por ele

produzida irá aumentar o momento do elétron e o trabalho realizado irá aumentar a energia do

elétron, de forma idêntica ao caso do elétron liwe. Maii acima na banda,quando l&l se aProxi'

ma do valor crítico de Bragg,tlø, a reflexa-o passa a nalo ser mais desprezível, Nesta região' o

t¡abalho efetuado sobre o elétron também aumentará sua energia, Porém isto aumentará a

intensidade da reflexã'o que co¡responde a inverter o sinal do momento. No ponto onde l/n* =

0, o acréscimo do momeito positivo rlcvido â aplicaçâo do campo que age diretamente sobre o

etétron .ornp.nrrJ .*otrrn.nte o acriscimo em moménto negativo devido ao reforço da

reflexâ'o do ålétron pelos íons da rede. Conscqüentemente a variaçâo total do momento do
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elétron é nulae äo ponto de vista ¡le sua resPosta ao camPo aplicado o elétron tem efetirr¿mente

u¡ra ¡nåssa infinita, ou massâ recíproca nula. (É claro que um momento é transferido à rede

p,elo efe¡to da aplicação do canrp,o, rnas nâ'o ao elétron.) No topo da banda o recÍproco da massa

efetiva é grande e negativo porque a rctexâo reforçada conscqüência da maior aproxinuçâo d¿

condiçalo de Bragg de rcflcxão pcrfcita é prcdominantc diante da ação direta da aplicação do

campo. A situaç:Io se inverte na basc da próxirna banda superior de modo que o recíproco ¿¿

massa efetiva é grande e positivo.

A massa efetiva também é utilizada de forma ligeiramente diferente para conìParar, em

bandas diferentes, a curvatura da funçã'o 8(,t) nas regiões aproximadamente parabólicas de con-

cavidade para cifna existente nessa função, exceto nas proximidades do topo das bandæ. &
a origem dos /< é tomada no limite da ægunda zona, e a origem de I é a base da banda corres.

pondente, então 8(fc) para a parte da segunda zona mostrada na figura l3-l I pode ser escrita

como

Se â curvatura de 8(*) for grande, de modo que I cresce rapidamente comk,llm'serl então

gr¡mde nessa expresgo. Como os va.lores permitidos de ,t estão dist¡ibuidos uniformenrente ao

longo do eixo dos k da figura I 3-l l, a densidadc dos nívcis de energia correspondentcs ao longo

do eixo das I ærá p€qucna se I aunrcntar rapidamente com valores crescentes de,t. Conæ-

qüentemente o rccÍproco da ¡nassa efetiva também podc ser usado para comparar as densidades

de niveis das bandas, nas regiõcs onde cstas obedeccm a (13-20). Sc a densidade de níveis for

relativanrente pequcna, llnt' scrá relativa¡nentegrandc. Sc a dcnsidadc de níveis for relativa.

mente grande, llm' seú relativamente pequeno.

O conceito de massa efetiva é útil de várias nraneiras. Por exemplo, a teoria clássica do

comportamento dos portadorcs de carga submetidos a um cåmpo elétrico, resumida por

(13-¡b), prevê que a condutividade elétrica o do material que contém os portadores é Pro'
porcional ao recíproco de suas nrassas. Podenros modificar facilmente isto para levar em conta

o comportamento quântico dos elétrons portadores de carga numa rede cristalina, substituindo

o recíproco da verdadeira mæsa pelo rccíproco da massa efetiva, obtendo

ltz k2
r"(k) = *

I
oq-

,n

(t 3.20)

(l 3-21)

t' I'

Co¡¡side¡c o caso do ferro. Os elétrons de valéncia desse metal preencl¡em parcialmcnte suas

bandas 3d, que são estreitas e se superpõern porque 3d é uma subcamadainter¡a no elemento

de transiçâo ferro, de modo que o desdobramento do nÍvel atômico 3d nas bandas 3d nloé
mu¡to pronunciado, Como as bandas são estreitas, a densidade de níveis é elevada. Conseqüen'

temente o recíproco da massa efetiva é pequeno para os elétrons envolvidos na conduçã'o elé'

trica no fer¡o. o valor de l/m' sendo cerca de 0,1/¿r. Este metal nã'o é polanto um bomcon'

dutor elétrico. O cobre, por outro lado, é um bom condutor. A ra¿ão diso vem do fato de que

no cobre as bandas 3d estão che¡aS e os elétrons de condução são elétrons 4s que se encontrarl¡

numa banda extremamente larga (ela se superpõem Parcialmente com as bandæ 3d) tendo uma

baixa densídade de nÍveis e um valor alto para o recíproco da massa efetiva (l/nl'é aproxirna'

damente ig,nl a I lm), A banda 4s é larga porque provém de uma subcamada extema do átomo

e conseqüentemente o desdobramento, no çristal, do nÍvel atômico 4s é grande.Oresultadoé
que a condut¡vidade do cobre é uma ordem de grar-ìdeza maior do que a condutividade do ferro'
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Deye-se salicntar gue a ut¡tizåção do recíproco da massa efetin em (13-21) significa levar em conta a

r"nuência de uma rede cfhtaline perfeita sobre o movimento acelerado de um elét¡on num campo elétrico

lÏäã. Corno foi discuiido na seçaio 134, ocor¡e um movimento acele¡ado ent¡e as colisões do elét¡on

iliî--r"r¡;¡øes que se .n"ontránr norma¡mente na rede de um matcrial re¿1, devido à agitaçã'o térmica

i*';;;;'" ; f;s de impurezas, Essas colisões tendem a tornar aleatório o movimento do elét¡on e fazem

:::ä; t"""it."t" iesultante seja um deslocamcnlo com vçlocidade proporcional à intensidade do

i:Ï;ri*;;. 
"o 

r"t.t de uma velãcidade sempre crescent€ de aceleração proporcional à intensidade do

äñ. í;ï;-ìrt*ã.,irp*rrit'es da redc, após a aplicaçío de um campo fixo, a correnre elótrica au-

menta¡ia com o tempo are arrngir vetocidades tão altas que seriam limitadæ por considcrações práticas quc

nsda tefiåm a ver nem com i intensidade do campo nom com as propriedadcs do material' Neste caso.

rL-e.iâ oue o matef ial to¡ia resistêncianula (ou pelo menos que niÍo obedcceria à lei de ohm)' A cxistôncia

ä ffi ä,ênch_;ã ";ú 
ou de uma condutiviàadc nalo infinita ó portanto devida às imPerfeições da rede'

i* ö0" ser confi¡mado pelo fato dc que a rcsistôncia dc um metal aumenta quando a tempcratura aumcnta

ou quando aumenta 
" 

*naan*çio d" impu"z"s' Contudo.' o valor de llm*'que está ¡elacionado com as

;;;il;.r da redc perfeita, infiuencia o ìalor da rcsist¡vidadc ou condut¡vidade porque influcncia o acrés-

ãiroï mé¿io de velociàade entrc as colisõcs alcató¡ias com as imperfeiçõcs e isto detcrmina a velocidade de

s¡fôstamento.

Emsituaçõesemquetodososníveisdeumabandaisoladaestãoocupados,comexc€.
cão dos que se situam no toPo da banda, é conveniente pensat em termos de buracos rePresen'

ä" ; ilência de elétroni numa banda totalmente cheia' Como a ausência de um elétron

nîguiir.*.n,. carregado é equivalente à presenp 
_de 

uma carga positiva, os buracos s€ compor-

tamcomosefossemcarfesad.ospositivamente,Alémdomais,comoparaosníveispróximosdo
i"p"ìr u."¿. a mas$a efáiva éìegativa, os buracos, descrevendo a ausência de rnassas efet¡vas

ncgativas, comportam.se oomo se ti-vessem massa e¡etiva positiva. Teremos riais a dizer a resPei'

to deles nas Próximas æções.

I3.8 SEMICONDUTORES

os semicondutofes são altamente intefessantes devido a sef seu comportamento a base de

vários dispositivos eletrônicos práticos, como por exemPlo os transistofes' Eles também consti'

tuem uma excelente if*tr.çeo das idiias discutidas nas seções anteriores',Um.semicondutor é

um sólido covalente qu, poä, ser considerado "isolante" pois sua banda de valência está cheia

e a banda de condu$o totalmente vazia, no æro absoluto' porém tem uma banda pfoibida ou

intervalo de energia ,nrr. ., bandas de conduçeo e de vatência, inferior a 2 eY' Pa¡a o silício

este i¡rtervalo é de l,l4 .Vu p"r. o germânio,0,6? eV' Embora o valor da funS'o de distribui'

;;; ñ'.||¡; ã".-ä.*iri". a popilaçeo relativa entre um estado energético na banda de

condução e outro estado na bu¡¿ä ãe valência, seja pequena' Poit el= 0925 eV à temPeratu'

ra amb¡ente, o númefo de estados disponíveis nã bund. de condução é elevado' A excitaçâ'o

térmica da banda de valência para a banda dc condu$o ocorrerá, Portanto, Para um númefo

sþnifìcativo de elétrons, este número sendo o produtó donúmero de elétrors por estado quán'

tico pelo número ¿. ,rtuAo, l,ran,i*r por unidade de intervalo de energia' Assim' a conduti-

údade de um semicondutor cresce rapidamentc com a temPeratura, sendo que no silício' pof

exemplo, o número de elétrons excitados aumenta por um iator de cerca de um bilhão guTd:

a temperatura dobra de 300K a 600K. Como a bãnda de valência está to.talmentç ocuPada à

baixa temperatura, com os quatro elétrons de val¿ncia ãe silício ou germenio formando ligaSes

covalentes, cada excitaçã'o eletrônica Pa¡a a banda de conduçalo deixa um buraco na banda de

valôncia. Esses buracos, funcionando como portadores de cargas Pos¡tivas' também contri'

buem para a condutividade. Na figura 13'12 apatece a ilustraøo do esquema de banda de

urn semicondutor,
A condutividade dos semicondutores provenientes de excitações térmicas é denominada

de condutividade inÙínseca. Existem outfas maneiras de reforçar a condutividade' como por
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de conduçu'o

Banda proibida

Ban¡la
de valência

FIGURA t3.t2. Esqucma dc banda de um semicondutor ondc o inte¡valo de encrgia da banda proibida
entÍe a banda de valência, inicialmente cheie, e â banda de conduçã-o, originalmenle vazia.
é pequeno.A excitaça--o té¡mica lera alguhs elétrons a ultrapassar a banda proibida c chegar
à banda de conduça-o, dcixando bu¡acos na banda de ralência.

exemplo por fotoexcitação. O intervalo de energia proíbida nos semicondutores é equivalente
à cnergia dos fótons da região do vermelho do infravermetho do espectro eletromagnético e,
conseqäentemente, os semicondutores slo folocondufores. Essa contribuição à condutividade
aumenta com a intensidade da luz e cai a zero quãndo desliga-se a fonte de luz e a distribuiçfo
de equilfbrio té¡mico normal restabelece-se. Outra fo¡ma de aumentar a condutividade doi
semicondutores é pela adiçfo de impurezas no mesmo. Isto é, substituem.se alguns átomos do
semicondutor por átomos de out¡o elemento, tendo aproximadamente o mesmo tamanho po.
¡ém valência diferente. A condutividade resultante, cuja origem expl¡câremos a seguir, é deno.
minada de condutívìdade exîínsecd e o processo de substituição de dopagem.

Se uma pequena quantidade de arsênico for adicionada a germânio fundido, as impurezas
de arsênico vão se cristalizar juntamente com o germânio em sua estrutura do tipo do diamante.
O arsênico tem cinco elétrons por átomo na banda de ralência e o germânio quâtro. Conseqüen-
temente. quatro dos elétrons do arsênico serão utilizados na ligaç¿lo covalente e o quinto elé-

tron ficará praticamente livre. Ele nlio poderá ir para a banda de velência e ficará fracamente
ligado numa "órbita", de raio muíto grande, em torno do íon de arsênico monocarregado. A
atração coulombiana do íon de arsênico é fortemente blindada pela polarização dos átomos de

germânio das proximidades, isto é, o campo do íon é enfraquecido pela natureza dielétrica do
cristal de Bermânio. Esse quinto elétron, tendo uma energia de ligafo com o arsénico tâo pe- .

quene, poderá ser facilmente ionizável e ir para a banda de conduSo a temperaturas muito
mais baixas do que as necessárias para os elétrons da banda de valência. Esses elétrons suple-
mentares ocupara--o alguns dos níveis discretos de energia, situados logo abaixo da banda de con-
duS'o, a temperaturas baixas, e poderão ser facilmente excitados termicamente para esta banda.
A temperaturas comuns, todos esses elétrons em excesso estarão na banda de condução, A con-

dutividade elétrica poderá ser controlada pela quantidade de arsênico usada como impureza.

Obtém-se um efeito significatiro com apenas um átomo de impureza por milhão de átomos do

semicondutor. Uma impureza que fomece elétrons é denominada impureza doadora e o serñi-

condutor resultante é chamado de típo-n (negativo) por ter um excesso de elétrons Iivres.

EXEMPLO I3.3

Faça uma estimatira aprodmada da encrgia de lfaçâo do elétron doado¡ do arsênico num cristal de

germânio, levando em conte que â constante dielét¡ica do crisral de germânio rale x = 16, e a massa efelive do

elêtrcn m' =0,2 m.

O elétron doado¡ move.se no campo do íon de arsênico, As*, e comportå-sc como o elétron do cstado
fundamental de um átomo hidrogcnóide. A principal diferença reside no fatò do elétron mover-se numt tede
platizÅvel em vez do vácuo. Como a encrgia potencia I do sistema íonelótron é agora -e, /x 4reo r, os nívcis

de energia hidrogenóides correspondentes sa.-o encontfados substituindo+e 4r€o por x4reo na fórrnula
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,¡-tÍì due fornecc os níveis de encrgia do hidrcgônio. e t¡mbém pela subslituiça1 de messa rn do elét¡on

::;:ï; .r*ir. .', para tevar .* iontu qu" oilétron se cncoÍt;â numa rcdc cristalina. Como o elótron

JrJ prã-ir" de uma cxtrcmidadc infcrior ds banda d, eldkr é grande e n' é pequcno. várias cvidðncias

iugat.t o ralor ¡n'= 0'2m Tcrcmos enl:Ìo

'=-+fr)'#
ondcx=ló,m.=0,2men=t.Comoparax=leñ'=r¡.acncrgiaEvalc-13,6eV.éfácil mostrarque

Ë = -0.01 eV

Assitir, scgundo nos5a cstimat¡va, a cnorgia ncccsú¡ia para ionizar o clótron doadot do ersônico num

crisral de gcrmâiio até a basc da banda dc conduçío d cerca de 001 cV. O velo¡ obtido dirclam€nte a partil

¿iî.¿¡a* da cncrgia do fóron ncccsúria para ionizar, ou indirclamenlc pclas medidas da dependência cm

,.rp.rrrut" da condutividadc, ó 0,01 27 cV. Veja a tâbcla I 3'2 para os valores medidos em out¡os casos'

TABELA l3-2. Energias de lonizaçâo de Doadores e Aceitadores

No Cermánio No Silício

Impureza 8" - 8oo"oo, (eV)
I

t

Arsênico
Antimonio

0,0127
0,0096

0,049
0,039

i

(

(

T

I

t

\

*ú

,f"

(

Impureza 6o."itrdo, - 8, (eV)

::t:: Cálio
indio

0,0 108

0,0r r 2

0,065
0.16

obsewequeoraiodaó¡bitadcllohrdoelét¡ondoadoréxmim.=S0vezesmaio¡doqueodoestado
fundamental do átomo de hidrogênio, como pode ser constatado pela inspeçalo de (4-16). o clélron portanto

move-se numa órbita que *nt¿tå-u.'grri¿. número de átomos de germânio' lso justifica a ulilização'em

nosso cálculo anterior, da constante dielétrica, grandcza macroscópica e não microscópica e que ctractefizâ o

ciistal de germânio quando e$e é considerado como um contínuo'

SeumaPequenaquantidadedegálioforadicionadaaogermânio'asituaçãoserádiferen-
te. o gálio tem três elétrons por átonio n" banda de valência, tendo portanto um défìcit de um

elétroã por átomo na formação das ligaSes covalentes. O resultado é a formaçã'o de um buraco,

que pode se deslocar atravis do c,islaí, comportando'se como umâ carga e masså positivas' â

mealida que elét¡ons sucessivos preenchem um buraco e criam outro' Do ponto de vista da

enefgia, essa impufeza introduz níveis discretos vazios ligeiramente acima do topo da banda de

,valéncia. Elétrons de valência så:o entã'o facilmente excitados para esses níveis de impureza' que

podemaceitáJos,de¡xan¿oburacosnâbandadevalência.Aseparaçaloemenergieentreosní.
veis aceitadorcs e o topo da banda de valência é pequena, pelas mesmas razões que pfoduzem

umapequenasepafaça]oentreosníveisdoadoreseabasedabandadeconduçlfo:.umaconstante
dielétrica elevada e u*, p.qu*r massa efetiva. uma imþureza deficiente em elétrons é deno'

minada impure u oreitodoro-"o semicondutor resultante é denominado do tipo'p (positivo)'



å
J
3
n

iAò'

rì

h

'h.1!'

.il)
¡

Se a condutividade de um senricondutor é do tipo-p ou do tipo-n pode ser determinada
pelo efeito Hall. Na figura l3-l 3, mostramos esquematicamente o diigrama de níveis a. 

"n.rgììcorrespondente a cada tipo. Ol níveis de energia localizados dos átomos das impurezas não s¿:q
alargados dando origem a bandas porque esses átomos estão afastados de vdrioi parâmetros ds
rede e interagem muito fracamente uns com os outros. Na tabela t3-2 apresentamos os níveis
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F¡GURAlS't3.1 equenla:Diagramaesqucrndticodcnívcisdeenergiadeurncristaldcge¡mâniocontendo
átomos de impurczas doado¡as. á' di¡eitazCo¡tendo átomos de impurezaiaçcitadoras,

de energia introduzidos nos cristais de germânio e silício por pequenas quant¡dades de inrpure.
zas comuns. Para as impurezas doadoras é dada a energia entre os níveis doadores e a energia
8" da base da banda de condução, enqutnto que para as ímpurezas aceitadoræ é dada a enerlia
entre o toPo da banda de r¡¿lência 8, e os nívcis aceitadores. Observe que essas energias são
comparáveis a kT = 0,025 eV à tenrperatura a¡nbiente.

Nu¡n semicondutor intrínseco, o númcro de estados vagos na banda de valéncia é igual
ao número de estados ocupados na banda de conduçâ'o, de modo que a energia de Fermi sc
Ioc¿liza em algum lugar do intervalo entre as bandas. Se a densidade de estados nas duas bandas
for simétrica então a energia de Fermi se situa¡á no meio do intervalo de energia proibida.
Como o leitor se recorda, defìne-se a energia de Fermi como sendo aquela para a qual ò núme¡o
médio de elétrons que ocupam um estado quiîntico com ess:r energia é 0,5, sendo que leva.se
em conta o spin do elétron de modo que a ocupaçâ'o máxima é 1,0.

EXEMPI¡ ¡3.1
Conside¡e uma banda proibida de larguta 8" que scpara uma banda .de valê¡cia de uma banda de

conduçaÌo si¡nét¡ica vazia, num semiconduto¡ intrínËco. Mostre que a energia de Fermi sc situa no meio da
banda proibida' isto é, &F= allz, se tomarmos g = 0 no timite superior da banda de valência.

A demonstraçáo pode ser feita a partir da fþura l3-14. Na parle superior da figura apareceográfìco
de /V(s), o núme¡o de estados quánticos por unidade de intervalo de energia, em funçalo da energ¡a, para a
parte de cimn da banda de v¿lência e pa¡a e pa¡te infe¡io¡ da banda de cõndução. A energia de Fermi 6¡
aparece provisoriamcnte no meio do inte¡valo de encrgia 8, entre as duas bandas. A densidade de cstados
¡{(8) foi desenhad¡ de modo que seu compo¡t¿mento deciescente do topo da bande de ralência seja si.
¡nét¡ico de seu. compo¡la¡nento cresccnte da base da banda de condução. Isso esuí em aco¡do qualitativo
com o compoitamento geral de 1ú(s) dcnrro de uma mesma banda isolada (veja, por excmplo, a fþura
l 3-s).

No meio da figura l3-14 apa¡ec€ a distribuição de Fermi n(a) que dá a diskibuição provãvel do nú.
me¡o de eléÚons por estado' Po¡ razões de clareza ela foi desenhada piru ur" temperatúra tat que /rI -er.
8p tamtrm foi conside¡ado no meio da banda p¡oiblla.

A cu¡ra contínua na parte infe¡io¡ da figura l3-14 mostra o produto ¿(a)/V(s) que dá o número de
elétrons por unidade de encrgia nos vá¡ios csrsdos, à ternpcratura ciiada. A curva tracejaåa mosara o mesmo
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iv(8)
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n(e)lV(8)

FIGURAI3'14'Núme¡odeelétronscmfunçãodaenergianasbandasdevalênciaeconduçlodGumisolante
ou ,"miconoutoi luj' ta'gu'" da banda proibida vale 68' como produto da densidade de

estados ¡r'(6) pela distribuição de Fermi n (8)'

para a temperatufa do zero absoluto' A I = 0' os estados ds mlência estão total¡nente ocupados e os de

conduçaio total¡nente ,",¡o,, ol 'låä ft 
u "*"" 

tracejad¿-é simptesmente /V(8) na região de ralência e o

¿ixo 8 na região de condução' lt ísea 'l enÚe as curvas toniínuu " 
uacejada é proporcional ao núme¡o de

estadosdevalônciasbandonadospeloselótronsquandoa.temDefatufaaumenta,istoé,éumamedidados
buracos criados. A á¡eå , .n.,;;rt;;;;;àniin,i. , tr"..¡"d" å proporcional ao núme¡o de elét¡ons excita'

ã"rïar. ãt.t,.aos da banda de condução' à temPeratura ¡eferida'

Num semiconduto, ¡nuinî.* jï.."ssá¡io que 
", 

ár*r7 e I sejam idênticas, Pois a densidede de bu-

¡acos na banda de varência ¿ ig".iï a.*i¿"de de årét¡ons, na banda de condu$o. Esta condição é aparente'

mente satisfeita na figura l3-î4 porque ela foi construída .oi ã¡'no cent¡L da banda proibida' Tal nalo

ocorreria para uma 
"r.op,u 

¿if"i.ãi"]rr"-À¡ o."tuo à simet¡ia ¿" i(a) em torno de 6pe à simetria (apto-

ximada) deJV(6) em torno do cent¡o ào inte-rvalo de energia entfe as duas bandæ permitidæ' ^

EXEMPLO t3.5

FaçaumaestimatiEdonúmerofelativodeelét¡onsnabandadeconduçãodeumisolÂnteouseml.
**"tî;#;ifi.t"åË:täåftIn, 

¿' ro'".'*".c"'.1d1:,'descrição puaum.in.tante'da distribuição de

energia dos elér¡ons, .o,no u*-lroãuio da densidadi ¿".r."i*liAl å a distribuição de Fermi ¿(&)' nas

bandasdevalência,proibidaedeconduçalo.Se,nadistribuiçãodeFermin(8).tivefmos8.8p>>kT,
então

1l
n(at =;@tf,tr;=;@=íflfl

de modo que num tal interr¿alo dc energia a dcpendència com a encrgia da distribuição de Fe¡mi é idêntica

à dístribuiçâo dc Boltzmann. Pelo exemplo tl<' 
'"uemos 

qu; ;; *t" da banda de condução de um iso'
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lTr" 9 - 9f = 9e12, 
se I for riledido e partirdo topo da banda devatência. Assim a condiçalo I - BF>>

ß1 será satisfeita jálue para um isolante Ag >> kT. Ncste caso:

I
n@r =-åFT= e-asl2kr

scrá o núme¡o de elélrons pot estado na banda de conduça-o de um isolanlc,
O talor da distribuiça]o de Fc¡mi cai de uma o¡dcm de grandcza num intenato de encrgia de Aa = ZkT

de modo que lêremos uma boe estimrtive de A,ll o númc¡o de elét¡ons dc conduçå'o, calculando o númcro
daquelcs que sc cnconlpm num intcrølo 2kT at¡ma da b¿sc d:¡ banda de conduçalo. Como ÃJ.= n¡¡¿¡¡¡,*,
A8 teremos de determinaf y'Y(8), a densidade de cstädos, Como r'f(8) part€ dc zero na basc da benrJa dc
conduçalo, um bom valo¡ médío no intervalo AA = 2¡tlscri obtido calculando/V(8) para I = ¡tf. Portanto

\jr= n@¡N,t')^a -- e-tÅsl2kr N&7,)2kr

Utiliz¡mosaquioresultado"lr= Ql3)8pN(ap)docxemplol3-2obtklopa¡aumr¡etal comoumacstima.
tiva do número roral de elétrons, "1. Observemos rambém que dc (13.4) N(kT)lN(afl = (kT/&p)t,, , dc
modo que

A.4" r-aslzkr ì!&r,)z*r _ 3,_68t'krHH,"
(213)8FN(aF)

ou

t.r / *r\tn--'=l I e-eslzkr
''t' \ *r/

Eslc é o núme¡o ¡elativo de clét¡ons de condução num isolante,
Essa fraçâo é muito menor do que o resultado conespondenle kTlap do exemplo I 3-2 para um metal,

cm partc Porque a densidade de estados,/V(a) é menot nas proximidades da basc da banda de conduçâo de
um ¡solantc do.gue nas proximidades da cncrgia de Fermi de um metal, mås principatme¡te devido ao fato¡
oanpacional c-68t '^' , Considerando 8g, = 6 eV como o inten¡¿lo de energia tfpica de um isolañte, este fetot

*¿ r-aglzkT - c-rto - 10-6r! Na-o S a fração d'tfimasømbém o núme¡o absoluto de elét¡ons rJe con-
dução 

_é. 
desprezível num isolante. Entretanto, se 8g = I eV, como no caso de um semicondutor, embora

c-&|lzkT = e-t! - lO-It seja uma fraÉo muito pequena, o número de elétrons de conduçâo não é mais
desprezível 

^

Num semicondutor extrínseco contendo doadores a energia de Fermi se situ¡r acima do
meio da banda proibida porque existem mais elétrons na banda de condufo do que buracos na

banda de valência. Num æmicondutor extrínseco contendo impurezas aceitadorâs a energia de

Fermi se encontra abaixo do me¡o da banda proibida porque existem menob elétrons na banda

de conduçfo do que buracos na bande de valência, É interessante considerar o efeito combinado
da femperatura e de impurezas na energia de Fe¡mi. Consideremos inicialmente à temperatura
do zcro absoluto um æmicôndutor de típo n. Os níveis doadores estfo todos ocupados mas ná'o

há elétrons na banda de condução. O nível'de Fermi deve entfo se situer entre os níveis doa.
dores e a base de banda de conduçtro, já que o número de elétrons por estado n(8) vale um
até uma energia que inclui os níveis doadores e zero na banda de conduçã'o. Quando a tempert-
tura aumenta elétrons dos níveis doadores slfo excitados para a banda de condução. À tempera.
tura em que metade dos estados doadores estiver desocupada, a energia de Fermi se encontrará
Ra energia dos níveis doadores. Com um aumento maior da tbmperatura, os elétrons da banda

de valência serâ'o excitados e o nível de Fermi decresce¡á ainda mais. Quando o númerö de elé,
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tfons proveniente da banda de valência constitulr uma fraçã'o muito Sfande dos elétrons da

;;;ri. conduç¿Ío, o semicondutor se comporta como se fose intrínseco e ã enefgia de Fermi

cii .te .pto*iradamcnte o centro do intcrvalo entre as duas bandas. Se considerarmos â8ora

urn semicondutof do tipo p encontrarcmos tnfrlogamenle que. quando a temPeratufa aumenla'

l'en ¡gia de Fermi se desloca de entre o topo da banda de valéncia e níveis aceitâdores. posição

fu, o.upr no 7æro absotuto, âté o centro do lntervalo entre as duas bandas, à dta temperatura'

Ä Urirri temperaturas, quando *T (1 8e,a conduçâ:o elétricâ é devida sobretudo às ¡mpurezas

oorque há pouca excitação de elétrons de valêncir. A temperaturas altas, os níveis de impurezas

i¿ l-r^ utilizados, isto d, eles já doaram ou aceilaram elétrons, de modo que o semicondutor se

ãmporta como se fosse intrínseco. Na figura l3'15 aparece o gráfico da energia deFermi em

funE-o da temPeratufa para os semicondutorcs extrínsecos'

N íve is

do¿dorcs Ag

alta
conccnttaçâìo

8812 s baixa -8r"/2concenlraçao

8u=0
-u

':.j:t

FIGURÂ 13-15. Å esquerda: Encrgia dc Fcrmi cm funçalo da tcmpcratura cm s€miconduloles do tipo n pa¡a

duâs concentrações difcrcntcs de impurezas, À di¡eitat Em scmicondutores do tipo p para

du'as concentraçõcs difcrcntes dc impurczas'

I 3.9 DISPOSTTTVOS SEMICONDUTORES

Vamos ilustrar o uso de semicondutores extrínsecos na eletrônica, discutindo rapida'

mente o funcionamento de três dispositivos semicondutores: o retificador, o transistor e o

diodo túnel.
lJm retificador é constituído por um cristal contendo imPurezas aceitadoras (tipo p) nu'

ma regiâ'o e impurezas doadoras (tipã n) em outra. O limite entre essas regiões é denominado de

¡unçaã p-n. A figura. 13.16 mostra a estfutura de bandas de energia de uma iunção pa não

polarizada à temperatura ambiente. os limites das bandas devem ser deslocados quando se passa

da iegiã.o p, através dajunção, à região r¡ porque a energia de Fermi é próxiina do topo da banda

de valência na região p e próxima da base da banda de condução na região n, enquanto que a

energia de Fermi deve ter o mesmo valor em qualquer lugar. se a energia de Fermi rariasse de

uma região pafa a outra, a energia do sistema não estafia minimizada. De fato, ela poderia ser

reduzida com a passagem de elétrons de uma regilfo a outrã para ocupar estados vazios de

menor energia e o sistema nf,o estaria em equilíbrio. Na verdade, ocore um fluxo considerável

de elétrons-para o estabelecimento do equilíbrio quando as duas regiões sâ'o postas em conta'

to. Isto projgz um acúmulo de elétrons no lado p da junção e uma falta de elétrons' ou acumu'

laçalo de buracos, no lado r¡. Assim, a regiá-o da junção se asseflelha a um condensador plano de

placas paraletas com uma carga negativa no ladop e uma carga pos¡tim no lado n, c.mo aParece

na figura. Se um elét¡on se ã.slo.a através do campo elétiìco produzido dentro dessa camada
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dioolar. sua energia aumentará qtrando ele pasar do lado n Paß o lado p. Isto se reflete na ma'

neìra peta ggat os níveis de bnergia do topo da banda de valéncia, e da base da banda de condu-

' 
o"o:ït":"

Bandá dc condufo ¡

t
i+
i+
it

Ext¡emidade 
re8ño P

Corlentc
eletrônica
naio polarizada

Corrente
fevefsa
polarizada

Corrente
direta
goluizada

:+r+

r jinçâoi - Extremidade

+ Recombiruçalo
tåmica

Recombinaçalo
térmic¿

Rccomtrinaçalo
term¡ca

FIGURA l3.ló..Diagrama dos níveis de energia eletrônicos de uma junção p-n nalo polarizada.

So, se deslocam para cima, quando se atravessa a junção.

Mesmo depois de estabelecido o eguilíbrio, Pefmanece um fluxo de elétrons de umlado

para outro atravls da junção. De fato, de vez em quando, a excitação térmica leva umelétron

ãt¿ ¿ U"nC" de condução da região p (deixando um outro buraco na ba¡¡da de valência)' Bse

elétron pOde tor.ro. liur..ente até à região da junção e aí ele será acelerado pela barreira de

potencial da mesma, indo até a região n, constituindo parte do que é denominado correnle

térm¡ca. Por outro lado, um elétron da banda de condu$o da região z' com energia ligeira'

mente inferior à baæ da banda de condução da região p, pode adquirir uma pequena enelgia

extra duante uma flutuaøo e ær capaz de se mover para a região p. Ese elétron constitui

parte do quo é chamado coïente de ræombÞaça-o. Tal corrente deve existir, pois, no equilí

briO, a COnente térmica tem que ser compensada de forma gue seja nula a corrente total atra-

vés da junção.

Considere agora que uma fonte de tensão externa é aplicada nas extremidades do dispo'

s¡tiyo, com o lado negaiivo na regiãop e o lado positivo na região ¡t. Isso vai aumentar a energia

de todos os elétrons da região p 
" 

Oiminuir a energia dos elétrons da região n, aumentando assim

a altufa da ba¡¡eira de potencial entre as dgas regiões. Como a região da junção já estava despro'

vida dc portadores de carga, su¿ resistência é felat¡vamente alta e a maior parte da queda de po-

tencia¡ dìvido å tensão aplicada apuÍeæ através da junção. Como a intensidade da conente tér'

mica depcnde da temPeratura e da largura do intervalo de energia entre as bandas de valénOa e

conduçãO, nenhuma das quis é alterada peta aplicação da tensão. a corrente térmica não mu'
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dará.Contudo,acorrentederecombinaçãoserádiminuídaporumfatorimportanteporquea
irrrrtr"U. poiencial tendo aumentado, somente os pouquíisimos elétrons, muito afastados na

lrir.,nl¿.¿,i cxponencial decrescente da distribuição de Èermi da banda de condução da região

il, lerão c¡ance de se mover para a banda de conåuçao da regiâ'o p. O efeito resultante será um

^-^ilFno fluxo de elétrons na direçao da regialo p à região n, devido à corrente térmica nã'o

fiiï*äÌ äiiã'oî. *,r fluio de elérrons se dá 
-no 

sentido esperado pela aplicação da

tensão, Trata.se da pequena corfente d,e potarizaçdo revers indicada pelæ flechas embaixo

tla figura l3'ló'
produz*c na junçã'o retifìcado¡a uma polarizaçdo diretT Pela aplicação de uma tensão

positiva à regialo p e de uma tensão tregativa à regiã'o n. Isso diminui a altura da barreira de

fii.i.Li.iáitfco entre as duas regiões. Novamente, não há um efeito significativo na'corrente

térnuca, mas a correnre oe recombinaçã'o aunìenta por um fator importante. Repentinamente'

os muito mais numerosos elétrons que se encontram próximos de 8¡ na distribuição de Fermi

;; õ;ã" n terato energia suficiente para atravessar a junçã'o na direçã'o da banda de condução

da regialo p, porque a base dessa baÃda desceu.t.nttgit. Esses elétrons não respondem ins'

tantaneamentc à aplicação da potarização difeta porque eles difundem nl fegta-o p de manel'

ra andloga a moléculas Oe um iás que åifundem numa regiaio de menor densidade tornada re'

;;;i;;;",. accessível a elas.-A coìrenre elerrônica resultante num retificador polarizado dire'

tamente flui na dircçã'o da corfentc de recombinação, como aparece indicado na pafte inferior

da lìgura l3-6. A junçã'o constitui um retificador pofgue, Pafa uma mesmatensãodepolariza'

çío, a intensidud. d. corr.nte de polarização direta i ruito maior do que a intensidade da

correntc de polarização ,.uers.. A iazao diiso vcm de que a corrente de po.larização reversa é

limitada pelo pcqueno valor <la coftcnte térmica,.nq*nto que a correntedepolarizaçãodire.

ra torna-se muito grande quonOo a altura da barrcira de potðncial eletrônico é. diminuída pelo

aun.¡enro da polarizaç5o åir.,u. R resistôncia ao fluxo dc corrente na polarização reversa é

ntaior do que a rcsistôncia na polarizaçii'o direta por unr fator tipicamcnte de quatro ou cinco

ordensdegrandeza.observequerrossaaJgunlentaçãofoidesenvolvidaemtermosdefluxo
deelétrons.Poderia,noentanto,tefsidofeitaemtermosd'efluxodeburacos'Ambosospro-
cessos ocorrem simultaneamente e provocam as mesmas propriedades retifrcadoras da junção'

Símbolo do circuito

-{-

F.¡GURALI.|1.Àesquenla,,cifcuitonoqulépossível-vafiÂ(atensdoatravésdajunçagpø.Atcnsa]oé
considcrada positiva quando o lado p csla num potcncial mais clcvado' À direi¡a:Corcen-

lcatr¡vósdt;;;;äñ;çt-"daicnsíoaplicada'obscrvcqucforamutiliardasescalas
muitodifcrÛnt';spuraasrcgiõcsdacurvacorrespondcntcsàpolarizaçío<li¡ctae¡cvcr:ia.

Retificador de

silício tipo 1N256

59s



Um retificailor semicondutor tem várias lantãgens sobre um dlodo retiflcador e váh/ula,

incluindo maior tempo de vida e temanho muito menor. Como o diodo, a junção p'n é um

elemento nãoohmico, a rela4l conente'tensão sendo nfo lineat, como aparece na fìgura

l3.t?. Contrariamente a uma válrrula, entretento, nlfo é necesário um filamento consumldor

de potência num dispositivo semicondutor, de modo que slu eficiência é maior'' 
Um fr¿nsist oi pode se¡ considerado como umä combinsøo de duas junçöes semicondu'

toras retifìcadofes, como P-n-p ottn'?n. Na figwa l3'18 aparece um c¡rcuito que apresenta um

Compoftamento de transistor. As regiões n'p-n são denominadas enísso4 bdse ecoletor'tesryc'

tiramente, A conexáo emissor-bæe é polarizada difetâmente, sendo cntão pequena a resistência

ao fluxo de corrente nesa parte do circuito. A conextfo base-coletor é polarizada inversamente,

havendo entlfo uma resistência mais alta ao fluxo de coffente nessa Pefte do circuito. Entretañ'

to, quåndo æ aplica uma tenslfo no ci¡cuito do emisor de forma a estabelecer uma corrente,

or-.!éi.n, qu. .hrg.r à rcgiå'o da bæe (que é fìna e de menor cOndutividade do que o emisor)

sfo atraídosþla diftrença ãe potenci.l entre e bese e ó coletor. Harærá, portanto, uma correllte

no circulto åo cOletor. (Como o emissor tem uma condutividade mais alta do que a base, a

16.(mA)

Símbolo do cilo¡itog f¿'= 5 mA

4mA

3mA

2mA

lñA

Transislo¡ n pn de

silício tipo 2N3646

lz
t/¿.¡(volts)

-2

FIGURÀ l3-18. l[ cs4uerda:Circuito no quál um trarslstot n-p+r funclone como um amplificådor de potên'

cia. os elétrons fluem na direçâo indicada pela flecha, do emlss¡ ao coletor. À direlta:cw'

las ceiacterfstlcås de um tr¿nsistor funcionanóo como un amptificsdot de potência'

maiorla da conente através da junfo ernisor'base é transportada por elétrons que se desloøm

do emissor para a base e não pof buracos movendo-se da base para o emisor.)

A idéia básica da ago ão transistor é que a corrente do cifcuito emissor controla a corren'

te do circuito Coletor. Mais de 90% da corrente que atravessa o emiSor passa através do coletor'

de modo que as correntes slfo de intensidades semelhantes. PoiÉm, a tens¿fo através da conexfo

base+oletor pode ser muito maior do que a que existe na conexão emisor'base, porque apri'

meira é polarizada inversamente e conseqüentement¿ a Potência de saída no circuito do coletor

oode ser muito maior do que a potência de entrada nó circuito do emisor. O transistor atua

Ë;;;; ä; ;; ;;;iiricr¿or ¿, potência. Curvas car4cterísticas de corrente. contra tensfo

aparecem na figura l3-18. Outros tþos de circuito fazem do transistor dispositivos tanto de

amptificação de corrente como amplifìcaSo de tensâo'

lJm diodo ninel é, um disposítivo semicondutor que utiliza o fenômeno de penetração de

barreira de potencial discutido na seçeo 6-5. Trata*e de uma jun6o p-nfeitacomsemicondu'

tores com altas concenrrapes de impurezas. Na fìgura l3-l9a apårecc o gráfico da energia do

elétron através cte uma junção neo polarizada. As bandas são semelhantes às mostradæ na figura

:
l3-16, exceto que (l ) com umâ maior concentraça]o de impurezas a junção é mais estreita pois
um menor comprimento do semicondutor contém portadores de carga suficientcs para produzir
a camada dipolar requerida atravis da junçlo e (2) os níveis doadores e aceitadores, nos mate-
riais de tipo n e p , îlo säo est reitos e sim bandas largas que se sobrepõem ås bandas dc valência

e conduçlio, já que os doadores, bem como os aceitadores, estão tâo próximos quc interagcm.

A energia de Fermi sobe para dentro rla banda de conduçalo, no lado r, c desce para dentro da

banda de valéncia, no ladoP.

Tipo p Tipo n

llti.r.'il$:¡ 1 f ¿i1l ¡. lÈg i .íi-, I r.*.:' t

' " '.1 l:;:lSandai.,
\"dè oondu$'o

Extremidade I xtrcm idade

FIGURÂ I3-19, Diagramas dc nívcis dc entrgir clctrônicos das rcgiõcs tipo p c r de uma junçâb diodo lú'
ncl. Em (a) o diodo n¡io cstá polarizado. lìrn (b) uma pcqucna tcnsío é aplicada nas cxtre'
midadcs do dispositívo. com a cxtlcmidâdc dc tipo p positiva. Em (c) e (d) a lensat é au-

mcntadã progrcssi%mcntc. As flcchas indicam o fluxo dc clétrons através da junçaÎo entre

as d uas rcgiõcs,

Como a junça-o é estreita (= I0-E m), os elétrons podcm atravessar a banda proibida na

,. junção por um processor em todos os aspectos idênticos ao de penetraça:o de barreira de poten'
cial. Por exemplo, a autofunçâo que descreve um elitron que "tunela" através de uma banda

proibida tcm a mesma forma exponencial de um elétron que "tunela" através de uma barreira.
No equilíbrio, como aparece na fìgura l3-19a, a taxa de i'tunelamento" de elétrons através da

bar¡eira é a mesma em ambos os sentidos.

Se entretanto uma pequena tensa:o externa for aplicada nas extremidades dajunção com
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pola;izag5o direta, o "tunelame¡to" de etétrons do lado n Pafa O lado p vai aumentat' porque

existemistados de energia pcrmitida vazios no ladop da banda de rr¿léncia, enquanto que dùni-

nuirá o "tunelamento" de elétrons no outro sentido. llaverá, portanto, u¡n fìuxo rcsultante

através da junção, como aparece na fìgura l3-19b. À medida que a tensão aplicada for aunren-

tando, a çorrente resultante começará a di¡ninuir porque o número de estados vazios disponÍveis

para o .'twrelamento" dos elétrons diminuirá. Na lìgura I 3-l9c a corrcnte resultants estií rcdu-

âd. r qu.æ zero porque os elétrons do m¿terial de tipo n n5o encontram estados de energia

permítida para onde fluir, Com tcnsõcs aplicadas ainda mais altas, a corrente de elétrons tor-

na-se a de uma junçlfo p-n normal. Isto é, os elétrons atfavessam a junção, sc¡n "tunelar" indo

para estados de energia permitida na banda de condução do material de tipop. Isto ocorre Por-

que a diferença entre as energias das bandas dim.inui tornando posível a difusão dos elétrons

atr¿vés da junção para a banda de conduçâ'o da regiâ'o tipop. Este processo está indic¿do na fì-

gura l3-19d.
A figura 13.20 mostra a curva característica corrente contra tensão de um diotlo túnel

típico. As letras identifìcando pontos da curva correspondcm às. quatro tensões aplicadas da

Irgufa af¡terior. Na regialo entre os pontos à e c, a inclinação da curva, dlldv,é) negativa e o

diodo túnel tem uma resist€ncia nqativa, a corrente diminuindo com uma tensâo aplicada

çrescente. Este comportamento faz do diodo túnel u¡n elemento particulartnente útil nos ci¡-

cuitos de comutação de computadores.

A maior vantagem do diodo túnel é æu tempo de resposta extremamente rápido quando

operando na regiâ'o dea ac, O fluxo de co¡rente em outros tipos de diodossemicondutorese

tiansistores depende æmpre de proc€ssos de difus¡-o. Como a rapidez da difusÍo não pode

0,2 0,3
Y(volts)

FTGURA l3-20. Fluxo de cor€nte at¡avés de um diodo túnel em função da diferença de potencial aplícada'

Os pontos idcntificados por lctras correspondem às quatro tensões aplicadâs da figura l3-19'

Notc quc a ¡esistôncia do diodo é ncgaliva pùa tcnsõcs aplicadas cnttc å e c. A curva traæ'

jada indica 8 coÍcntc caraçac¡íslica quando nã-o cxiste "tuncle¡ncnto" - co¡no no caso dc

uma junçiÍo rctificadora dc gcrmônfr¡ co¡¡¡unt'

mudar mais rapidamente do que a distribuição de pofadores de carga, estes dispositivos têm

5es

!.

Diodo túnel de
germânio tipo lN2940A

respostas relativamentp lentas (mais lentas do que æ válvulas) e édifÍcil utilizá-los em freqüên.

cias altas. A rapidez de "tunelamento" pode variar entretarito talo rapidamente quånto é possí-

ræl murlar a energia das bandas Pela aPlicaçã'o da tensão c isto é uma limita$'O muito menos

5¿¡i¡. Tem.se utiliz¿do diodos túneis como osciladores com freqüênciassuperioresa l0¡¡ Hze

em circuitos comutadotes que operam em tempos menores do que l0-e s'
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QUESTÕES

No texto. o estado sólido é comparado com o eslado gasoso em lermos das interações atô-

micas (ou moleculares). Como você caracterizaria o estado líquidO dentro desse prisma?

Explique a afìrmação segundo a qual o princípio de exclusio impede que os sólidos pos'

sam colapsar atingindo um volume nulo.

Existe uma analogia entre o desdobramento de um nível de encrgia quando dois átomos

sâo aproximados para formar uma molécula e o desdobramento das freqüências de resso.

nância quando dois circuitos elétricos ressonanles sâ'o acoplados? Por qué?

Diz.se fieqüentemente que um cristal é uma molécula gigante. Explique essa afirmaçaìo.

Podemos considerar uma molécula diatômica como um pequeno sólido?

Por que a ligaçaio metálica ocorre geralnìente com átomos que possuem um número pe.

qucno de elétrons de valéncia?

Por que, apes.ar da grande semelhança dasestruturas eletrônicas,o lítio é um metal en.

quanlo que o hidrogênio é um sólido molecular?

Explique por quc a ligaça:o metálica produz um empilhamento compacto de átomos. lslo

é, explique por que a menof encrgia na ligaçâo metdlica coffesfronde a uma maiof dcnsi'

dade de áfomos.

Por que os sólidos metáticos são na maioria das vezcs opacos, os sólidos covalentes alSu'

mas vezes opacos e os sólidos iônicos raramente opâcos à radiação visível?

Dos quatro tipos de ligações em sótidos discutidos no texto, qual (ou quais) tem maior'

chance de produzir unt isolante? Um condutor? Um semicondutor?

lo. Justifique a afìrmaçâo segundo a qual (l3.la) ¡reenche a condiçalo de que um malefial

obedece à lei de Ohm.

I l. Quais mecanismos explicam a resistividade elétrica comum dos mêtais? Quais dentre eles

dependem da temperatura?

12. Como contribuem os elétrons à condutividade térmica? Sã'o eles melhores portadores de

energia térmica do que as vibraFes da rede?,

13. Explique por que a condutividade elétrica dos materiais varia de um fator l02a enquanto

quå a condutividade térmica varia somente por um fator de l0E.

14. Explique pof que consideramos o preenchimento seqüencial dos buracos por eléttons

como equivalente a uma corrente positiva. Poderia este processo ser alternativamente con'

siderado como uma corrente de elétrons?

600

4.

5.

6.

8.

9.

t.

í.

t5.

16.

i

como se relaciona o resultâdo do exemplo l3-2,referente åfraçãodeelétronsdecondu-

çfo que sã'o excitados termicamente, com o calor específico de metais a temperaturas
alt¿s?

O exemplo t 3-2 mostr¡ que somente L.,r'l -t dos elétrons liwes participa da condução de
eletricidade, enquento que outras experiências, como o efeito Hall, indicam que todos os

"l' élétrons participam. Explíque.

Explique por que uma mâssâ efetiva negativa não leva â violação da lei de Newton do mo-
vimento.

Como se relaèiona a transparência ótica de um semicondutor com o intervalo de energia

proibida?

Além de arsênico e antimônio, que outros clementos podem ser usados corno impurezas no
germânio para formar um semicondutor de tipo n? Além do gálio e índio, que outros
elementos podem ser usados para formar um semicondutor de tipo p?

A condutividade de um semicondutor pode ser afetada por bombardeio de elétroni? Pelo

bombardeio de outras partículas?

Quat o efeito de um campo elétrico aplicado num isolante?

Experimentalmente a adiçfo de impurezas num metal aumenla sua resistividade enquanto

que a adiçalo de impurezas num semicondutor diminui sua resistividade. Explique. Entre-

tanto, muitos lsolantes não são muito puros. Por que as impurezasnão afetam a resistivi-

dade dos isolantes?

Quais as propriedades dos sólidos que sfo pouco afetadæ pela presença de pcquenas quan'

tidades de impurezas químicas? Quais as que são fortemente afetadas?

Dê um argumento, semelhante ao dado no texto parã um semicondutor do tipo n, para

explicar a variação de 6¡ com Inum semicondutor do tipop.

Explique por que as curvas da energia de Fermi em função da temperatura diferem para

diferentes concentrações de impurezas, como está mostrado na fìgura l3'15.

Explique por que a região de tfansiçâo de uma junçâo é mais estreita num diodo semicon-

dutor quando a dopagem é grande do que quando ela é pequena.

Refaça a discussão sobre a operaÉ-o de uma junção p-n retificadora em termos do fluxo

de buracos.

18.

20.

21.

22.

I

23.

24.

25.

26.

2't.
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PROBLEMAS

Na figura l3-21, ilustramos dc fornìa csqucnrática quatro distribuições de densidade de

carga de elétrons de valência em funçío da posiç5o dos átomos, íons ou molóculas (quc

aparece¡n como pontos na parte infcrior da figura). Pa¡a cada distribuiç5o (a), (b), (c) e

(d) qual tipo de ligação num sólido é mais condizente?

Cada elemento da linha da tabela periódica que vai do lítio ao néon possui uma forma

sólida (alguns a temperaturas muíto baixas). Sólidos também são formados por certos

compostos de dois elementos dessa linha. Descreva para todos esses sólidos a ligaçalo e

diga se o sólido será um metal, um semicondutor ou unl isolante.

Descreva a ligaçalo dos sólidos formados por um só elemento da coluna da tabela perió-

dica que vai do carbono ao chumbo e diga se o sólido é um ¡nctal,umsenricondutorou
um isolante.

Determine o tipo de ligação em cada um dos sólidos descritos abaixo. (a) O sólido refle-

te a luz no visÍvel; a resistividade elétrica aumenta com a tcmperatura; ponto de fusão

abaixo de lO00' C. (b) Reflete a luz no visível; a resistividade elétrica diminui quando a

FIGURA l3-21. DensidarJes dc carga rios clót¡ons ds valôncia cl¡r quatro solirlos consi<lcratlos no problclna I'

temperatura aumenta;ponto de fusão açima de 1000" C. (c) Transmite a luz no visível;

só conduz clctricidade a temperaturas alras. (rl) Transnütc a luz no visívcl;n{o conduz

eletricidade enr nenhuma temperatura. (e) Transmite a luz no visívcl;ponto de fusâ'o

muito ba¡xo.

5. O campo elétrico E produzir.lo num ponto r por um dipolo elétrico p é dado por
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- I lp ^'.p\t=-4"r.\É-57-r)

estando o dipolo na origem das coordenadas. (a) Uma molécula com momento de dipolo

elétrico p induzirá um momento de dipolo elétrico P' numa molécula vizi¡¡lu, onde

p, = cE, a sendo a polarizabilidade desta molécula vizinha. Mostre que a energia poten-

cial mútua dos dipolos que interagem é

V = -p' ' r=- #1r + r cos' o¡{

sendo 0 o ângulo entre r e p. (b) Mostre que a força é atrativa e va¡ia como r- 7'

Determine a ordem de grandeza do campo elétrico necessário Par¡¡ tor¡u¡r üvres os elé-

trons dæ camadas completas dos íons em solidos iônicos (Sugestão:'Considere a ener'

gia de ligação de um elétron e as d¡mensões aproximadæ de um íon')

Determine a regifi'o do espectro eletromagnético onde cfistais de si, Ge, Cds, KCI e Cu

tornam-se opacos. As luguræ da região proibida 8" são respectivamente Si= I'14 eV;

Ge = 0,67 eV; CdS = 212 eY ;KCI= 7,ó eV; Cu = 0 eV'

(a) Usando a fisica clásica mostre que a resistiyidade de um metal a temperaturas próxi'

mâs da ambiente é proporcional à potência 312 ôa temperatura absoluta, em desacordo

com a dependência linear observada expefinentalmente. (sugestão: Mostfe que Úa r¡¿
e À a I-!.) (b) De que modo a aplicaçå'o das idéias da mecánica quántica e eståtística

quântica levam à dependência em temperatura correta da resistividade?

compare os valofes das (a) velocidade de arrætamento, (b) velocidade tdrmica e (c) velo'

' cidadì coffespondente à energia de Fermi, ouvelocidde de Fermí, dos elétrons do co'

bre à temperatufa ambiente. (-Sugætao: Use a tabela 1l-2. Uma corfente de 5 A pode ser

facilmente transPortada num fio de cobre de 0,1 øn de diâmetro')

Calcule o número de elétrons por átomo de alumínio gue conduzem eletricidade, a partir

do valor de -0,3 x lg-to ri/C do coeficiente de Hall. A densidade do alumínio vale

2J x 103 tg/m3. O que sugere este resultado sobre a estrutura de bandas do alumínio?

(a) Mostre que o coeficiente de Hall-para um semicondutor em que a conduçã'o é feita por

ÈlÉtrons e ùu¡acos.é dado por (vu'o - nvl)le(pttp * nFn)" ' (b) Se numdado semicon'

dutor não existç efeito Hall, qual a fraçeo da correnie cujos portadores sã'o buracos?

lZ. O cobre é um metal monovalente cuja densidade vale 8 g/cm3 e o peso atômico 64' (a)

calcule a energia de Fermi em ev a 0 K. (b) Faça uma estimativa da lugura datanda de

condução.

13. (a) Calcule a energia de Fermi de uma liga constituída por l0% de zinco (gue é diva'

lente) em cobr€ suPondo que a liga tem o mesmo espaçamento-inttt?lôt* e estrutu'

ra do Çu. (b) Como o *tpt. ã htgutt da banda de condufo da liga em rela@ ao

cobre?

10.
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t4.

t5.

Faça uma estimâtiva da largura da banda de condução de um metal cujo espaçamento

intimuctear tem o valor típico de 3,5 x t0- t0 m.

A temperatura de Fermi é defìnida WrTF= Splk.(a)Usando a tabela lt-2, calcule a

temperatura de Fermi do sódio. G) aual a conæqüência disto sobre a aplicabilidade de

considerações clássicas a um metal à tempe¡aturã ambiente? (c) E sobre a densidade dos

elétrons de condução num metal â temperatura ambiente?

A energia de Fermi do lítio é,4,72eY. (a) Calcule a velocidade de Fermi. (b) Calcule o
comprimento de onda de de Broglie de um elétron que se move com a velocidade de

Fermi e o compare cóm o espaçamento interatômico.

Calcrrle a razão aproximada ent¡e o calor específico eletrônico e o calor específìco da rede

do lítio à temperatura ambiente. (Sugestão: Use os resultados do exemplo I 3-2 justifican.
do este procedimento.)

(a) Mostre que o efeito de uma periodicidade da rede a sobrepotenciaisperiódicos cu-
jas soluç6es stfo fungões de Bloch é modular a solução de etétron livre de forma que

þ (x + a) = g (x)ertu . (b) Mostre que etu = - I nos limites da zona de Brillouin. Co.

mente o significado dese resultado.

A que temperatura o número de elétrons de condução será superior por um fator 20 ao

ñúmero destes elétrons à temperatura ambiente? A largura da banda proibida vale 0,67
eV.

(a) Mostre que o número de elétrons por unidade de volume na banda de conduSo de urn

semicondutor intrínseco é dado pr *r¿- la¿-epllkT , onde,t" = 2(2¡mkT)3n lhi ; e
8, é a energia da base da banda de conduçá'o. (b) Mostre que o número de buracos por

unidade de volume na banda de valência de um semicondutor intrínseco é dado por

u{ue-(&F-av)lkT, onde;ur= 2(2nmkT)tnlh|, e 8, a energia do topo da banda de

vzl€ncia.

Uæ æ expresões do núme¡o de elétrons na banda de condução e do número de buracos

da band¿ de vdência, dadas no problema 20, e a neutralidade da c^rga p^ra determinar
a posiçfo da energia de Fermi de um semicondutor intrínseco.

Mostre que o produto do número de buracos na banda de valência pelo número de elé-

trons na banda de condu$o depende somente da temperatura e da largura da banda proi-

bida. (b) Mostre que a condutividade o de um semicondutor intrínseco pode ser usada

para medir esta largura calculando¡e lno.

Escreva expressões exatas panrf, er$, concentraçõesde doadoresionízadose neutros,
respectivamente, num sem.icondutor dopado a uma concentração .'fd,

(a) A posição da energia de Fermi num semicondutor dopado pode ser determinada pala

con(ição de neutralidad e de carga:Jr n + ulr; ='rp *'rf, , ondefn é o número de elé'

trons na banda de condvçÃo,r a é o número de a-ceitadores ioni:z'dos,,l", o número de

bu¡acos na ba¡da de valência e"rþ o nûmero de doadores ionizados. Supondor; = 0, e

16.

17.

t8.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

û4

u-lag-ep)lkT p,VlkT = l)
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25.

26.

fn )) rp mostfe que a neutralidade de carga leva a uma equaplo quadrática em es FlkT

cuja solu$o é

ea FlkT
I e- I dlkT

onde 8. é a energia da base da banda de condução e 8¿ é o nível de energia do doador.

(b) Esta equaçâo é solúvel em dois casos limites. Um deles é

oîd ,{ec-a¿llkr 4l
Jrc

Isto significa qtJe/.d é, pequeno ou que Ié grande. Use a expans![o binominal da raiz qua'

drada para mostrar jgeîn = '1'd e que 8¡ = 8. * kT ln ("t'¿l't1r). Esta d a regifo de

exdustão. Todos os doadores esta-o ionizados mas nenhum elétron foi excitado a Partir

da banda de valência. (c) No outro limite

4!! r<*"-ra)lkr u, t

'tc

Aqui ou,+'¿ é grande ou ?né pequeno' Mostre que

.,tr,, =1frj, e- G c- e d\ I 2kr

e

o - 
8"*8d *krrn'o(oF- 

2 2 /,

Esta é a rcgilo extrínseca. Âqui os doadores estão sendo ionizados'

Faça um diagrama de níveis de energia como o da lìgura l3-t6 para um transistorn-p'n e

descreva o funcionamento como amplificador tle potência do transistor a partir do diagra'

ma.

A corrente que flui numa jun$o p'n é ptoporcional ao nrlmero de elétrons na benda de

conduSo. 1á¡ Mostre qu. p.rå uma ¡unçeo ¿r ná'o polarizada a corrente da regif,o p para

aregialnéproporcion¿t1a-(sg-e¡)/ftr equeéigual àcorrentedaregiãonPa,'"àfe'

gião p, de modo que não há um fluxo resùltante' (b) Mostre que quando um Potencial

iolarìzado, V é apiicado o fluxo resultantc de carga por unidadc de área dajunçfo é pro'

porcional a
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onde ev é positivo para uma polarizaçaio d¡reta c negativo para uma polarização reversa,

FICURA 13.22. Ci¡cuiro intcgrur.lo considcrado no problcnra 27.

27 , uma junção p-n é urna camada dupla de cargas opostas æparadas por uma pequena dis.
tânc¡a e tem propriedadcs de capacitáncia. A rcsistividade de um semicondutor podeser
controlada pcla dopagenr. Conscqücntemente os elementos do círcuito transistoida figu-
ra l3'22a podem scr constluídos corn unr sem¡condutor¡rn-p cÃmdepositos de camadas
aptopriadas, como aparece na fìgura I 3-22b. lsso constitui um circuito integrado, Identi.
fique as partcs apropriadas da figura I 3-22b com os números e letras correspondentcs da
figura l3-22a,
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Sólidos-Propriedades
Supercondutoras e Magnéticas

I4.T STJPERCONDUTMDADE óOlI

retrospecto das teorias de condutividade baseadas no movimento independente dos elé'

trons; dependência com a temp€taturå da condutividade; corrente sem resistência em

supercondutores; temperatura crítica; efeito Meissner e sua relaçÍo com a corrente sem

resistência; campo crítico; o efeito isotópico como evidência da importiincia dæ vibra'

ções da rede; interações atrâtivas elétron+létron através da troca de fônons;condições

àe formaÉo dos pares de Cooper; movimento ordenado dos pares sob o efeito da apli'

caçá'o de um cafnpo elétrico;energia de ligação do par;origem dategião proibida'de

enórgia; largura da regiá'o proibida e relaçã'o com a tempsratrlra crítica; est¡Íiativa do ta'

manho e densidade dos pares; aplica@es da supercondutividade;supercondutores Tipo

II; quantização do fluxo

I4.2 PROPRIEDADES MAGNÉTICAS DOS SÓLIDOS 618

relapes entre indução magnética, magnetização, intensidade do campo magnético e

susceptibilidade mag¡ética; diagnagnetismo e a lei de læntz; comparação entre susceptibi'

lidade diamagnética, paramagnética e ferromagnética

t4'3 PARrA'MAGNETISMO 6?Ã

papel dos momentos de dipolo magnéticos independentes;susceptibilidade calculada para

sistemas de átomos com dr¿s orientações de spin; Iæi de curie como u¡fi¡l aproximação;

comparaSo com a experiência; susceptibilidade paramagnética de metais

I44 FERROMAGNEf,ISMO 6U

temp€ratufa de cruie; não validade da explicação clássiø de interases dipolodipolo;.

pupõl d., intera$es de troca; estrutu¡a das bandas 3d dos elementos de transiçã'o; bandas

parciais ; origem ào ferromagnetismo; domínio; histerese ; magnet¡smo P€rmanente



T4.5 ANTMERROMAGNETTSMO E FERRffAGNETISMO 631

propriedades; papel das interações de troca

QT.JESTÕES 632

PROBLEMAS 6Y

608
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Sólifus-ProPriedades
Supercondutoras e Magnéticas

I4-I SUPERCONDUTMDADE

Pouco depois da descoberta do elétron, reconheceu*e que as altæ condutividades elétrica

e térmica dos metais deveriam ser atribuídæ ao movimento doielétrs¡5 ¡e metat' As teorias clás'

sicas da condução metálica tratavam esses elétrons como um gás de partículas independentes

dentfo do metal colidindo com as imperfeises da rede' utilizando os métodos da teoria ciné'

tica clássica, viirios fatos experimentais ligados às condutividades elétrica e térmica podiam ser

explicados. Com o advento ia mecánica quântica, tornou'se possível levar em conta a nâtureza

ondulatória dos elétrons . o finlipio de exclusão. Vários outros fenômenosnfo explicados até

entã.o tornafam-se claros. A n."esridad. da utilizaçã'o da distribuíçá'o de Fermi para os elétrons

livres, por exemplo, r.""u'¿'.oãït..nrao ¿t .ontribuiçeo eletrônica ao calor especffìco dos

sôlidos. A subseqüente apfic.çao ias idéias ondulatórias levou à quantização da energia em ní'

ræiseateoriadebandasemsolidos,queexplicaavastagamadecondutividadeobservadanos
sólidos comuns. n rpro*n,åçã ¿o áoã.fo dL elétron livre promedia as variaçõcs das interaç6es

dos elétrons entre si . .or å, íons da rede e pode explicar a resisténcia ao fluxo de clétrons em

¡, pondiçoes normais. e rri"i irffrr ¿esse modclo dc pãrtÍculas independentes, porém, é su¿ inca'

' pacidade de expticar a sufercondutividade-,Para *Tptttl:J-ïlt 1ry*::rn""-i,ì1:::1t
l¡ ffi;;T."år.ï;o colerivo dos etétrons e íons, os chamados efeitos ile muîtos corpos,

fr4: dos sólidos. Vamos então estudar a supercondutitd-t11^-,^.,.*, 
^,to øtÁt¡1ezdp rrm sólido. Os elé.'i;"; ;i;" ï il"; ;;; ; ."." t ;' o "'n 

p "' a. r esi st i vi dade eli:::^*l i yl:11;l'"lli
il tron, ,ro .*p"¡.,u4å, p.i* iip.rr.icues da rede devido a defeitos estruturais ou lmpurezas num

:; cristal. Além disso,.*irt.t uit,uçoå'da redô de íons em modos normais que constituemalgo

;ü como ondas de som percorrendo o sólido; denominamos tais ondas ðelônons' Quanto mais

;ì ilï"; ;,;;il;i'ã;';ior será o número rre rônons i,1îiiL'-"tijt::::*.'.:Ïi'ff:
elétron-fônon espalha os elétrons de conduçâ'o e acarrelÃ uma outra fonte de resistência' A re'

sistência clétrica <!e um sôlido rleve, ¡rortanto' decrescer com a temperatura' embora deva

existir, mesmo no zefo ,br;ì;;,ìr; åsist€ncia residual devido a imperfeições da rede crista'

lina. parece portanto no,a".iqì. a resistênciø elétrlca de alguns sólidos devpareça completa'

me n I e a I emp era t ura s suficie n t em en I e I;a ixa s'

Enllgll,KammerlinghÐnnesdcscobriuquearcsisténciaelétricadomercúriosólido
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cai para um valor incomensuravelmente pequeno quando resfriado abaixo de uma certa tem.
p€ratura, denominada temperøtura crítica Tr. o me¡cúrio pasa de um estado normal a u¡
eslado s¿pe¡condutor, quando a temperatura cai abaixo de T, = 4,2K. Desde entâ'o, rdriog
outros elementos, compostos eiligas mostraram ser superconduto¡es com temperaturas críti.
câs de até 23 K. Nem todos os materia¡s, porém, apresentam a propriedade de supercondut¡.
vidade. A tìgura l4'l mostra a resistividade, a temperaturas muito baixas, de um supercon.
dutor - estar¡ho - e um não supercondutor - prata. Num supercondutor podem ci¡cular co¡.
rentes que persistem durante anos sem que se possa detectar seus dec¡imentos.

Em 1933, Meissner e Oschenfeld descobriram que se urna substância supereondutora for
resfriada abaixo de sua temperatura crítica na presençå de um campo magnético apticado, ela
expulsa todo e qualquer fluxo magnético de æu interior, se o campo for aplicado depois que
a abúndäncia já se encontre abaixo de sua temperatura øÍtica, o fluxo magnético é excluido

t0
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F¡GURA l4'l.G¡áfico da ¡esistividade p conua lempcratura I, cvidenciando a b¡usca queda I zero, à tem-
peratura fc, para o supercondutor e a tes¡slividade finita de u¡n metal normal, no zero ab59.
luto.

do supercondutor. Um supercondutor age, portanto, como um material diamagnético perfeito.
Ambos os efeitos Meisner estão ilutrados na figura l4-2. Segundo a lei de [ænz, quando varh
o fluxo magnético através de um circuito, aparec€ uma corrente induzida numa direSo tat que
se oponha a essa variaçâo de fluxo. Num átomo diamagnético, os elétroru orbitais mod¡f¡cåm
seu mov¡mento de rotaçá'o de modo a produzir um momento magnético resultante oposto ao
campo magnético aplicado, Analogamente, podemos dizer que urn c¡lmpo magnético nro p.nr.
tfa no ¡nterior de uma substáncia supercondutora, porque num supercondutor os elétrons de
condução, cujos movimentos são tão desimpedidos quanto num áiomo, ajustam seus deloc¡¡.
mentos de ma¡¡eira a produzir um campo magnético oposto. Dentro desse irisma, o supercon.
dutor como um todo comporta{c con¡o un único átomo diamagnético, es¡m, æ duas cuac.
terísticæ principair dos supercondutores, explicita¡nente a exclusã'o do fluxo nragnético o a
auência de resistência a um lluxo de corrcnte, estão relac¡onadas entre si, É necessário have¡
uma corrente Pers¡stente (sem resisténcia) para malter a exclusão do fluxo, enquanto estiver
ligado o campo magnético.

A figura l4'3 ¡nost¡a uma fotograflr dc una lcvitaçaio supcrcondulo¡a, Se um pequøro ímÃpumo'
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*lirnte for colocado sob¡e uma superfície perfeitamente supercondutora, flutuâ¡á. Se o ímã for colocado

i:' t-ür. " 
superfície que é posteriormente tornada supercondutora (abaixando sua temperatura), subi¡í c

flutua¡í. Uma força repqlsire sr¡ficientemente Eande para compensa¡ o peso do ímã aparecc entte o ímã
-c 

o supe¡condutor diamagnético, porque o m¿teri¡l supercondutor expulsa as linhas de fluxo magnético

¿ssociadas ao ímã. Estudos de engenharia aprofund¿doi indicam a factibilidade da utilização desse fenômeno

paJa forn€cer suportes extremamente suaves para trens de passageiros de alta velocidade.

Observare que se o campo externo aumentar além de um certo valor limite, denominado

celpo crítíco f/", o metal deixa de ser supercondutor, passando ao €stado norm¿I. O valor des'

s€ car¡lpo crítico depende, pâra um dado material, da temperatura, como aparec€ no grál¡co

da figura 144 estabelecido para o chunbo. Conseqüentemente, quandc o cåmpo magnético

ffi-t_--t--.......: @ m@
H=0,7<Tc H+0,T<TcH +0,T>Tc H +0,7<Tc

F¡GURrq, l4-2.À esquedø: Uma ilustração esquemática da expulsaÌo do fluxo. À dre¡ta: A exclusão do
fluxo magnético de um superconduto¡. Ambos sa--o denomirudos c/elto Meissns.

extemo aumenta, a temperatura crítica di¡ninui até que para//)ã"(0K) não existasuper-

condutividade para o rnaterial a nenhuma temperatura. Podemos entender esse fenôÍFno
da seguinte forma. Suponha que, a uma dada temperatura abaixo de 1", ligamos o ca¡npo

magnético; o supercondutor va¡ reagir de forma a excluir esse campo (efeito Meissner). A

$lcuRA l4-3. Um ímã pormanente flutuando sob¡e uma superfície suP€roonduto¡a'

6ll



dlminuiçfo da energia do campo magnético vai sef comperìuda pelo aumento da energia dos

.lé,ronr'que produiem a corrente supercondutora. À medida que a intensidade dO camps

magnético extemo for aumentando, a energia adquirida pelo supercondutor lambém cresce.

pæã o valor crítico do campo, Hct a energia do estado supercgndutor torna{e superior à ener-

gia do estado normal e o materiel volta ao estado normal'

Evidências de que as vibrações da rede desempenham um papel imPortante no fenômeno

de supercondutividade apareceram em I 950, quando a experiência revelou que a temperatura crf-

tica de cristais feitos com isótopos diferentes do mesmo elemento depende da massa isotópica.

Essa dependéncia, dada Por

Mttl T, = -no (14-t)

onde M é a massa isotópica média do sólido, é denominada efeito isotópíco. Essa relação mos

tra que â temperatura crítica cai a zero (isto é, inexistência de supercondutividade) se nllo exis.

tirem vibrações da rede (quando M - *). 4 importância das vibrações da rede sugere que uma

interação elétron.fônon seja responsável pela supercondutividade. Não será mais possível despre.

FTGURÂ 144, Variação com a tempetatura do carnpo c'.ílico H c para o chumbo. Observe q ue H 
" 

é ntlo

quando a temperatura 1é igual à temPeratura críticâ Tc.

zar as interações que nâ'o foram levadas em consideração no modelo de partÍculas independen'

tes utilizado nos sólidos, as interaÉes elétron-fönon e elétron+létron, se quisermos obter uma

cxplicaçaio teórica para a supercondutividade. Em 1957, Bardeen, Cooper e Schrieffer propuse'

ram uma teoria microscópica detalhada, conhecida agora como tteoría BCS,onde essas inte¡a'

ções foram inclurdas. As previsões da teoria BCS estão em excelente acordo com os resultados

experimentais. Vamos mostrar aqui uma descrição qualitativa desta teo¡ia.

Um elétron num sólido passando próximo a íons adjacentes da rede atuará sobre os mes'

moS at¡avés da interação de Coulomb, transferindo momento aos mesmos e fazendo com que

se movam ligeiramente juntos, Devido ås propriedades elásticæ da rede, essa regiã'o, dc maior

densidade de carga positiva, irá então se proPagar como uma onda, portadora de momento'

através da rede. O elétron emitiu um fônonl O momento levado peto fônon loi fornecido pelo

elétron, cujo momento variou no instante da emissão do fônon. Se um segundo elótron passa

em seguida próximo da região dc maior densidade de carga, que está se movendo,sofrerá uma

612

de Coulomb atrâtiva e, conseqi¡entcilente, poderá absonæt todo o ñomento cerie-
Elã¿o por ela. Isto é, o ssgundo elétron pode absorwr o fônon, c conseqüentèmentc absorvc¡ o

läo"rnto fomecido pelo primeiro elétron. O efeito resultante é a trocå de momento cntre os

dois elétrons e portanto a existência de uma interação cntre eles. Embora tenha sido ume lnte.

feøo em dois estágios, envolvendo um fônon como intermediário, houve certamente uma inte-

faç1fo entre os dois elétrons, Além do mais foi uma interação atrativa,iá que o elétron envolvido

¿rn cade um dos dois estágios participou de umâ interação atratira. A teo¡ia de BCS mostra que,

crn ærtâs circunstâncias, e atraçã'o entre dois elétrons, devido a uma sucessfo de troca de

fõnons, poite ser ligeiramente superior à repulslfo que eles exercem diretamente entre si em

ænseqäëncia da interaçlfo de Coulomb (blindada) entre cårgâs idénticas. Os elétrons então es-

tarfo fracamente ligados e formarão o denominado par de Coopa. Veremos que os pares de

Oôoper são os responsáveis pela supercondutivídade.

Ás condições para formaçf,o desses pares, em número sufìcientemente grande para permi.

tir a supercondutividede, são (l ) que a temperatura seja bastante baixa de modo que seja peque.

no o nfrm€ro de fônons presentes devido à agitaç.lfo tërmica (eles inibrnam o Processo ordenado

cnvolvendo a supercondutividade); (2) que a interação entre um elétron e um fônon seja forte

(de rnodo que uma substância que tem uma resist€ncia elétrica relativamente fraca å temperatu-

ia ambiente" porque seus elétrons de condução interagem f¡acamente com as vibrações térmicas

ita rede, nlío será um candidato à supercondutividade, à baixå temPe¡atura); (3) que o ntimero

ite etétrons em estados situados logo abaíxo da energia de Fermi æja grande (estes slfo os elé-

trons energeticamente cåpezes de formar Pares de Cooper); (4) que os dois elétrons tenham

spins "antiparalelos" Qogo suas autofunções espaciais serã'o simétricas para uma troca de ín-

rtìæs, o que signifìca que estarão sufìcientemente próximos para formar um pat); (5) que, na

äusência de um campo elétrico externo, os dois elétrons de um par tenham momentos lineares

de mesmo módulo e de direções opostas (como veremos, isso facilitará a participaçá'o de maior

nrlmero de elétrons na formaçlto dos pares).

Como os pares de Cooper estâo flracamente ligados, estão constantemente se desfazendo

;lr.e se refazendo, freqüentemente com parceiros diferentes. Também devido a esa ligação fraca

cles são bem delocalizados (no exemplo l4-2, determinaremos que a distância que separa os

dois elétrons do par é da otdem de l0a Å). fusim, na região ocupada pelos elétrons de um par,

existe muitos outros elétrons que tâmbém gostariam de participar.no processo de emparelha'

. O sistema estará mais rigidamente ligado, e portanto mais estável, se eles puderem

fazé.|o. O sistema consegue isso tendo momento linear total de cada par nulo, na auséncia

de campo elétrico aplicado. A disct¡ssão sobre a formação de um par mostra que o momento
total de qualquer par é uma constante,já que o resultado final da troca de um fônon entre os

.dois elétrons é o de preservar o momento total do pal. Se todos os Pares tiverem o m¿smo

momento total constante, nâo haverá nenhuma inibí$'o para o proc€sso onde velhos pares se

.¡t* quebram para formar novos, já que qualquer par pode ser convertido em qualquer outro par
'y.'i por troca de fônons, e, assim, haverá um número máximo de pares. Esta conclusão é plausível

a putir do raciocínio qualitativo que expusemos. Chegate a eta através de cdlculos quantita-

i¡. tiros na teOria de BCS, que mostra que as funções de onda que descrevem os pales estão em

iïtfase e portanto, interferem construtivamente, produzindo uma grande probabilidade para for-

¡1i. ma$'o ãe pares, quando estes têm todos o mesmo momento total. Na ausência de campos elé'

iç trico extemo, coniiderapes de simetria exigem obviamente que o valor comum do momento to',iü q¡w çÃrcfllor consrqËraç(
'f'; tat ao par seja nulo. Compreendemos então porque,em taiscircunstâncias,oselétrons decada

l: pU ær mo¡rÉnto tinear de mesmo módulo e de sentidos opostos, Vemos também que o estado

1\ fundamental do sistema é altamente ordenado, todos os pares da rede fazendo o mesmo no que

diz respeito ao movimento de seus centros de masa. Esta ordem se estende sobre todâ a rede, e

nf,o somente sobre a regilfo ocupada pelo par, porque os pares sá'o relativamente grandes e.
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como existem muitos, há mfittiPlas suPelposições. A ordem se Propsga através de regiões adja-

centes gue se suP€fPõem. 
a\

Quando um campo elétrico externo é aplicado, os pares, que se comPortatn mais como

partícuìas de carga eletrônica dupla, movem-se sobre a influéncia do campo. Mas fazenr'no (s

io6. . continuar a manter a ordem porque isto fa¡á seu núrnero ser máximo' fusim eles car-

fegam uma corrente ao se movefem através da rede com todos os seus centfos de massa se des.

locando com exata¡nente o mesmo momento. O movimento de cada par estará então ligado ao

movimento de todos os demais e, portanto, nenhum deles poderá estar envolvido em espalha.

mentos aleatórios produzidos pelas imperfeíções da rede, que provoc:rm a resisténcia elétricaa

baixas temperaturas. Esta é a nzÃo do sistema ser supercondutor.

Ë tcntado¡ considera¡ um par de Cooper como um bóson, pois ele contém dois férmions. Se isto pu-

desse ser fcito, a supercondutividade seria simplesmente outfo exemplo de condcnsação de Bose, como na

superfluidez do hélio líquido. Isto é, sc¡ia um movinrenlo totaLnente correlacionado dc um conjunto dc bó-

sons. todos no mcsmo estado quântico, devido ao efcito do fator de aumcnto ou reforço de bósons (f + r),
discutido no Capriulo I l. As tco¡ias que preccdcram à teo¡ia de BCS tenta¡am scm sucesso essa abordagem.

A razão disso é que os elétrons índividuais de cada par estão f¡acamente lþados ao par, o que também sþni-

fioa que o p¡t¡ ocupa um¡ regi¿--o grandc. Conseqüentcmente, a autofunça:o do sistema de parcs que ie pene-

t¡am deve lcva¡ em conla a troc¡r de coordenadas dc um clét¡on de um par pof ouuo elétron dc outro Pa¡l

bem como I lrocå cntrg um par completo e outro, Na última t¡oca a autofunçaìo do sistcma nâo muda¡á de

sinal porque estarô:o scndo pern¡utadas as coordcnadas de dois fdrnlions, mas na primcira a autofunçalo mu-

da¡á de sin¡¡ pois cstá sendo t¡ocada uma única coordcnada dc fé¡mion. Os pares de Cooper, portanto, nab

slo ncm unicamente bosônicos (scrn mudança de sin¡l) ncm pu¡amcntc fermiônicos (troca de sin¡l) em

relaçâo a todas as trocas de coordenadas quc dcvem scr considcradas na autofunção. Num sistcma de átomos

de hélio fortementc ligados, o único tipo dc lroca dc coordc¡radas que devc ser considcrado é a t¡oca da

coo¡dcnada de um átomo pela dc outro. Tal tfoca envolve u¡n número par de trocas de coordcnadas de

fé¡mions (cada átomo contém do¡s elótrons, dois prótons e dois nôutrons) de modo que a autofunça-o não

muda dc sinal e os áton¡os do sistcma se conrportam co¡no bósons.

Segundo a teofia BCS, a energia de ligaso de um par de cooper, à temperatura do æro

absoluto, é cerca de 3&1". Quando a temperatura aunìenta, a energia de ligação diminui e øi
a zÊro guando a tcmperaiura atinge a temperatura crítica, fc. Acima de 1" um par de Cooper

ntfo estri ligado.
Cor¡i uma interaçâ'o ligante elétron+létron, no zÉro absoluto, é energetic¿rmente vantajoso

para do¡s elétrons - cåda um dclcs sitr¡ado crn estados a uma partícula logo abaixo da enetgia

ãe Fermi, 8p - içarem-se aré estados vazios logo acirna de 8p, onde Podem não interagir para

formar um par {e Cooper. A energia necess¡iria para levar os elétrons até os estados de uma pu'

tícula de mãior energia é ¡nais do que compensada Pcla diminuição da energia dcvido à forma'

$o do par de cooper. Assim a distribuição de Fermi para temperaturaz,þfo eÍû umsuPefcon'

ãutor é irutável, pois elétrons s¡tuådos e¡n estados r¡unr ¡ntervalo de energia kl. abaixo da ener'

gia de Fermi abandgnafão esses cstados por outros de um intervalo análogo acima da enefgia

de Fermi, onde constitu¡rão pares dc Cooper. O rcsultado é que a distribuição para I= 0 de es'

tados ocupados em u¡n supercondutof é sen¡elha¡tte à distribuiça-o de Fermi pa:¿ T = 2r" em unt

condutor normal, Os elétrons devem se encontraf acinra de 8p para formar uln par, porque sÓ

acima de 8¡ existe um número grande de estados vazios e estcs devem ser disponíveis Para re'

cebçrem os do¡s elétrqns de um par depois que tiverem mudado seus momentos, um Pela ernls'

são e outto pela absorção dc u¡n fônon.
Embora exista u¡na distribuição qu¿¡se contínu¡¡ de estados a uma partícula disponível

paracadn elétron numsupercondutof à T= 0, a distribu¡ç5o de estados dísponÍvcisParaotts

ie¡na não é nada contínua. No que diz respeito ao sistema, há u¡n estado fundamental super'

condutof e etn seguida vttr inlervalo de cncrgio proib¡dO de v¿lor fi, on<Ie não há nenhu¡¡r esta'
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Ï:'iin, rria. dele um conjunto de estados não-supercondutores'. A extensão do intervalode

iirrgi^ proibido 8, é igual à energìa de ligaçã'o do par de 
looWr. 

O interralo proibido.ocorre

*r*r " 
um eléträn do sistema, de um estado a uma partícula na região de largura -kT, em

íorno ¿r 8¡, absorve energia de alguma fonte, de modo a transitar de um estado a u¡na par-

ii.ul, p.rr outro de energia diferindo de um infinités¡mo da anterior, o par do qual ele era

-rrnUro será quebrado e a energia de ligaça:o do par será Perdida Pelo sistema. Assim a fonte

ärr.r¿ r.t capaz de suPf¡r uma energ¡a igual à energia de ligaçã'o de um par, até gue um elétron

lr¿¡ro de 8F possa faze¡ urna transição pafa o estado energeticamente mais próximo. (Uma

Inetgía ainda ma¡or deverá ser fomecida para excitar um elétron situ¿do bem abaixo de 8¡,

,rUãr. rtr não esteja num Par, Pois todos os estados próúmos já estão PoPulados') Portanto,

í"in rg¡^ mínima que pode ser ace¡ta Pelo sistema no estado fundamental, que é a energia do

¡ni.*ufo proibido, é a energia de ligação do par de Cooper' Os estados situados ap<ís o topo

ão intervalo pro¡bido não são supercondutores, pois aí o sistema tem energia sufìciente para

que os Pares estejam desfeitos.

A extensão do intervalo proibido à 1= 0 é 8s - 3kTc. À medida que a temperatura so'

be, ele se estreita e se leduz a zero aT = I., quando õs Pares não mais estão ligados' A tempera'

iuiæ .U.i*o de T, o estado fundamental supercondutor corresPonde a um estado quântico em

luga ,scalu, no qual o movimento de todos os elétrons e íons é altamente correlacionado. É

neäsário a energia 8. do intervalo proibido Pafa excitar o sistema até o Próximo estado suPe'

,lor, qu. não é supercåndutor, e essa energia é superior à disponível termicamente pelo sistema.

iot'r*.rnpro, à T = 0,1 1", o valor do intervalo prolbido de energia é ainda cerc¿ de t"r=3kT,
enquanto que a energia téinúca é aproximadainentè?l"= 0,1'kTc'

' para';- maioria dos supefcondutores, na vizinhança de 1 = 0, a energia necessária para su'

peraf o intervalo proibido corresponde a fótons do infravermelho longínquo ou microondæ do

espectro eletromagnético. A existência e exterìsão do intervalo proibido é estabelecida experi'

mäntalmente pela vaiiação repentina na absorção de radia$o infravermelha longínqua ou de

microonda, quando a energia do fóton fry cai abaixo da energia do intervalo proibido.

EXEMPLO 14-I

,,ií., bido, é

A temperaturâ crítica do mercúrio é 4,2 K.
(a) Qual é a energia do intervalo proibido em elét¡ons-volt à I= 0?

Como foi dito anteriormente, ainergia de lþaça:o de um par de C.ooPer, ou energia do intervalo proi'

! (b) calcule o comprirnento de onda do fóton cuja energiaé apenas suficiente paraquebrar pares de

f Coop.r-no mercú¡io à f='0. Em que regiû-o do espectro eletromãgnótico se encontram tais fótons?

De nrodo que

&t = 3kTc

&g = 3* ll x lO-'z¡ llKx4,2K= l,8x l0-¡¡ J

= l,l x l0-r eV

A energia é

hc
8r=hv=-

' Erl" intc¡valo ó também conhcc¡do, como no caso dos scmiconclutores, pcla cxprcssaio inglesagap.A

origcm física ó. cntrctanto, dife¡ente nos dois casos. (N. do T.)

t'
t

I
I
¡
t

i

'/. I

615



E o comprimento de onda será cntifo

6,6x10-xJ-sx3xl0rm/s
= l,l x l0-r m

1,8 x lO-t: J

Estcs fótons sc cncontrâm na parte de comprimentos dè onda muito pequcno3 ds reglto de mlcroondag
(c) O mct¿l se comporta como um supercondutor do ponto dc ústr dar ondar clctromagnétlcas 6a

corhpdmènto de onda menor do quc o deterñ¡nado na padc (b)? Erplþue.
Nilo, pois a energia dos fótons dc menor comprimento de onda é suliclêntcñcntê grrndc para dcsfazc¡

os pares de Cooper ou excita¡ os elétrons de conduçâo at¡avés do interralo proibido eté os estados nfo*upc¡
condutores acima do mesmo,

EXEMPLO I4.2

hc
À =-=

ag

telemos

p2 hr&¡
a -æ-

2ma 2m'

rr 2tôt
a8 =-

2m'

Aa t'lk akzìn' 2^k at

& mthrk' k k

Fazendo 8 = a F, k = kF e AB = 8t, teremos

ôk _&8
kF 8p

Como ag/a¡ - lO-t num caso típíco, oblemos

ôt -10-'k¡

Mas como vimos no Capítulo I 3 que no topo da banda lr = a/¿, se os ze¡os de & c I forcm situados na b¡s¿ tl¡

banda, como supomos aqui, podemos escrever k¡ - I /a. Sabemos tâmbém que o espaçamento inte¡elômico é

da ordem de ¿ - I Â. Te¡emos finalmente

l0-.
ak --

IA

como intervalo de velot de onda contído na funçâo de onda de um par deCoopcr. Umapropriedadcmullô
geral itas ondås ((3-14), que leva ao princípio de incertczâ) nos diz imediatamente que a exteng:o espâchldl

funçã-o de onda será

I
Áx --- 10. A

^k

(¡) Faça uma estimelive do temanho de um par dc Coopa de encrgb dc llgaS'o 8t.
I A funçfo dc onda dc um prr dc Coopcr é a soma dc ondas, quc deærcvem os dois clétrons que con

põem o pl¡¡, com wlores de onda pcrtcncenlese um intervalo, cm módulo, Á* correspondcntca t um lnteû¡¡6

de encigia Ae - gr. O intervalo dc energia está centredo em torno de &Fc o lnte¡v"lo de vetor de ondâ cstrícrn

trâdo no ¡tF corcsfondentc. Como a eneryia de um dos elétrons é

6t6
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r.ie é o tamanho dc um par dc Coopcr típico.
(b) Delcrminc a densidade dc pares de Cooper num supcrcondulor,

O exemplo l3.l mostrou quea dcnsidadedosclétronsdeconduçíonummetaléa-10"/cmt,A fraça-o

que formará parcs dc Coopcr num su¡iercondutor ó da ordem de ôk/k¡ - l0-'. Assim

nparcs dc Coopcr - lo¡t /cmt

Oúsc¡ve que o volume de um pâr é -(10' Â)r = (10-' cm)! = l0-rt cmt. De modo que cadå volume dcsses

contém - l0ó pares que se superpôem ! ¡

A extens¿to do intervalo proibido e a densidade de estados quânticos, num suPercondutor,

oodem ser determinadas pela característicå tensão{orrente de umajunção túnel. Numajunção

åesse tipo, uma fìna camada de óxido ( - lO- o m de espessura) sePara um metal normal de um

supercondutor. Elétrons "tunelam" através da barreira, que representa â camada n¿fotondutora

de'óxido, por meio de uma tens¿io aplicada. Em 1962, Josephson previu que se os metais de

ambos os lados da junção forem supercondutores poderá existir uma corrente mesmo sem

tensão aplicada. Se uma pequena tensão (* de alguns milivolts) for aplicada, aParecerá umâ

corrente alternada cuja freqüência se situará na região de microondas. Estes efeitos podem ser

usados para detectar diferenças de potencial extremamente pequenas e para medir, com enorme

.-\
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FIGUR^ l4-5.8m cima:lJm ancl dc malerial supctcondutor é rcsf¡iado abaixo da tempe¡atura c¡ítica na

pfcscnça dc um campo magnético uniformc. Estabclcccm'se coftcntcs nassupcrfícies interna

a arr"rn, do ancl, como mostra a figura, provocando a cxclusío docampodedcnt¡odo ma'

tcrial supercondulor dc quc ó fcito o ancl' Emhøixo: O campo.cxlc-rno é tcm-o,1!1 As-corren-

tcsstrncrfici¡iscllcrnasdcsilPrreccmcascoÛcntcssupcrficiaisinternaspcfsistcm.orcsulta-
il';ì';;; n,;;; mãsn¿li.o é'mantido "prcrc" no buraco limirädo pelo ancl'
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precisá'o, a razÃo efh utilizada na determinaÉo das constantes físicæ fundamentais. Outros efei-

ios supercondutores previstos por Josephson permitem ver ums série de proPriedades quânticag

de for¡n¡ muito simples, particularmente a quantizåçã'o de fluxos magnéticos, discutida m¿¡

adiantc.
Exi¡tem muitas aplicações importanies da supercondutividade. Uma aplicação óbvia é na

construçã-o de ím¡s supercondutores onde os campos provêrn de correntes que circulam seln

resistência nos enrolarnentos dos ímãs, para ut¡lizåção em motores elétrícos e geradores. Ur¡¿

dilìculdade vem do fato que os campos magnéticos tendem a penetrar nos lìos dos enrola.

mentos e destruir sua supercondutividade. Estão sendo feitos progressos na procura do que

se chama wpercondutores de tipo.f/, cujos pares de Cooper têm dimensões sufìcientemente pe.

quenas para permitir que um campo magnético atravesse o fìo através de um conjunto de canais

localízados. Btes canais perdem sua supercondutividade mas a região entre eles perrnanece

supercondutora. Várias ligas nióbio+itânio apresentaram propriedades de supercondutores tipo

ll c têm também a Entagem de possuírem temperaturas crÍticæ relativamente elevadas

(1" = 2oK).
A ausência de dissipaçã'o de potôncia em elementos supercondutores torna possível vária5

aplica$es eletrônicas onde exigéncias de espaço e tempo de transmissâo são sérias, como nos

computadores. Como os supercondutores são diamagrréticos, podem ser usados para blindar

fluxos magnéticos indesejáveis. Isso pode ser utilizådo na confecçá'o do sistema de lentes mag.

néticas de um microscópico eletrônico, por exemplo, para eliminar as linhas de campo desviadas

e aumentar fortemente o poder de resolução real do instrumento,

Aldm de tais,aplica$es técnic¿s da supercondirtividade, das quais só enumeramos algu.

mas, há uma cresccnte aplicaçã'o das idéias teóricas desenvolvidæ em outros cåmpos da físic¿.

Fssas idéias, por exemplo, foranr aplicadas para analisar a cstrutura nuclear com grande suceso

na explicaç5o de fatos experirnentais até entâ'o não entendidos. Veremos no próximo capítulo

æmelhanças entie o modelo colctivo do núcleo e o modelo coletivo da supercondutividade de

BCS. Algurs dos nrétodos da teoria da supcrcondutividade estão também sendo aplicados à

física de partÍculas de alta energia, de modo que essa teoria sugere a existência de uma unidade

ligando as várias áreas da física quántica.

O efcito Meissner podc scr cxprcsso dc out¡a fornra, dizcndo que é ¡rcrsívcl ir¡duzir corrcntcs nun¡a

amostra situada num canrpo magnético i¡¡variantc no tempo simplcsrnente abaixando a tcn¡pera¡ura, Td
enunciadooontradizaequaçíode Maxwell ç8. dl=-dggldl (ott9 xÊ=-aB/af)emos(raqueoefeito
Meissne¡ nã'o é um efeito clássico mas quântico quc se rcvela numa escala macroscópica. lsto foí conf¡rmado
por experiências rr¡lizrdas com um anel superconduto¡, Se um tal anel no estado normal for colocado num

canrpo magnélico uniforme e ¡esf¡iado até o est¡do supercondutor, est¿belecem-se cofrentes elétricas quc

fluem em $ntidos opostos nas superfícics intcrna e externâ do ancl, como na parte superior da figun l4-5.
lsto exclui o ca¡npo do interio¡ do anel mas nalo afeta o campo do bu¡aco do anel. Quando o campo cxlerm
é ¡eti¡sdo. t corrent€ supcrficial extefna desapa¡ece mas a conente superficial interna pcrmanece. Dizetnos
que o anel sup€rcondutor "prendeu" ó campo magnélico original no buraco, como ap¿uece na pa¡te inferior
da frgura l4-5, Quando o fluxo magnético "preso" no anel é mcdido em funçalo da intensidade do camPo

magnético aplicado, obscrva-se que o fluxo é quantizado, isto é, ele aumentÂ por degraus discretos. O siste'

ma s€ comfþfla de fo¡ma muilo semclhanae a um álomo de Boh¡ macroscópico onde uma autofunçäoder'
c¡eve o movimento co¡relacionado dc todo o oonjunto de pares de Coopcr que se deslocam ao longo do

anel. A quantização do fluxo aparcce porque â ðutofunção dcvc sc¡ unívoca, O qtûntum de fluxo vale

2ùclq,onde q é a cuga transportada por um par. As mcdidas confumam e tcoria d€ BCS no quc diz respcilo

å p¡cvisio de que g = 2c.

I4.2 PROPRJEDADES MAGNÉTICAS DOS SÓLIDOS

Os mater¡ais podem ter momentos de dipolo magnéticos intrinsecos ou podem ter rllo-

mentos de dipolo rnagnéticos induzidos pela aplicaçã'o de um campo de indução m^gnéliø-ex'
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refflo, Na presença de um campo de indução magnética, os diPolos magnéticos elementares, tan'

if p.r*n.n,.. quanto induzidos, reagirão de forma a produzir um cåmpo de indução próprio

oue modifìcar¿ o camPo original. O leitor lembrará que os momentos de dipolo magnético, que

Jodrr r.t considerados como cofrentes microscopicas (por exemplo, nos átomos), são fontes

'¿i ¡n¿u7Ao nøgtética B exatamente como as correntes macroscopicas (por exemplo, no enrola'

mento de um eletroímã). Podemos escrever na verdade

B = ¡r6H *¡,teM (t4-2)

onde hl, denominada mlrgnetizaçia, é a densidade volumétrica de momentos de dipolo magné-

ticos e H chamado de intensidade do campo magnético, está associado somente com corfentes

¡oacroscopicæ. o vetor magnético H, gue pode ser escrito como H = (! - peM)/¡¡o desem'

pÊnha o papel no magnetismo urálogo ao deslocå¡nento elétrico D na eletricid¿de, já que este

provém somente de cargas livres e não de cargæ de polariza$'o. O vetor magnético M' que pode

,er escrito como g / I/, o momento de dipolo magnético por unidade de volume, tem a mesma

dimensão de H.

Em certos mater¡ais magnéticos, observase empiricamente que a magnetizáção M é pro'

porcional a H. Assim, Pode$e escrever

M=xH (r4-3)

onde a grandeza adimensional X é chamada de susceptibilidade magnética. O principal Problema

no estudo das propriedades magnéticæ de tais materiais consiste na determinaçá'o de ¡ e de sua

dependência, se houver, com a temPeratura I e valor do camPo H. A magnetização M pode ser

expressa em teimos de ¡¡ e B como segue

M= XB

¡¡o(l + x)
(t44)

l:1,.Éfá.ilverqueseasusceptibilidadexformuitomenordoqueum,entã'oM=XBl tto,eacon'

;ì¡ tribuição doì momentos magnéticos para B, isto é, ¡rq M em (14'2), será Pequena. lsto se aplica

na realidade a matefiais magnéticos que sa--o diamagnéticos ou paramagnéticos'

Q tlianagnetismo é uma susceptibilidade magnética negativa e o paratrurynetl'smo uma sus'
'Ti. c¿ptibilidade positiva. Nos materiais diamagnéticos a magnet¡zação tem direção oPosta à do

'* caroo de induceo. de modo oue y é neqativo em (144), O valor de B será menor na região do
ii carpo de indugeo, de modo que x I negativo em (144). O 

1.".t 9:_t-ït ^itï::^:t"tj:.0:ll rnater¡at diamajnético do que quando ele nâ'o estiver presente. A origem do diamagnetismo é a

,+ lei de Lenz: i momento O. Oipoto magnético proveniente das correntes induzidæ por um
'', campo aplicado se opõe a esse ;ampo. Um diamagnético perfeito, como um supercondutor'
': cxclui todo fluxo de seu interior, de modo que Para tais materiais B = 0 e X = -l' Materiais

' diamagnéticos não supef@ndutores, contudo, apresentam um valor de ¡ geralmente inferior a

l0-s em módulo. No vácuo. obviamente, nio há magnetizaçloe X = 0. Todas as substâncias

' são diamagnéticas; porém, em muitas detas, a existência de um momento magnético Pernanente
msscafa esse.diamagnetismo provocado pelos momentos de dipolo induzidos. Nesses materiais,

denominados paramagnét¡cos, os momentos de dipolo magnétíco dos átomos tendem a Se orien'
-. 

tar na direção do campo aplicado. A magnetizaçlo M terá, entâ'o a mesma direção de B e a sus'

cQptìbilidaåe magnética X será positiva. Materiais Paramagnéticos típicos tém 1= l0-4. Na

presença de gradientes de campos de indução magnética intensos, as substâncias diamagnéticæ
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s¡fo fracamente repelidas e as pãramegnéticæ fracamente atraídes p€to campo, devido a X rcr

rclativamente pequeno cm ambas as substáncias mas de sinal oposto,

Um terceiro e mais importante tipo de material magnétlco é o ferromagnélico, Fenomag.

net¡smo é a presença de magnetizaçã'o espontânea nas substáncias mesmo nà ausêncía de u¡
campo de induçfo externo aplicado. Os únicos elemcntos ferromagnéticos sfo o ferro, cobalto,

nfquel, gadolíneo e disprósio, mas há muitos compostos e ligas destes e outros elementos que

slfo ferromagnéticos, Substâncias ferromagnéticas são fo¡temente atraídas mesmo por gradiente

de campos relativamente fracos, pois sua magnetização é muito grande. Susceptibilidades ferro.

magnéticas podem ser maiores do que lOs . Existe uma conexlfo entre ferromagnetismo e parâ.

magnetismo: somente cristais cujos átomos ou moléculæ são individualmente magnéticâs são

qrpazes de apresentar o tipo de comportamento coop€rativo quc leva ao ferromagnetismo. Næ

seções subæqüentes, estudaremos em maior detalhe o paramagnetlsmo e o ferromagrietismo e

discutiremos a relafo existente entre eles e o diamagnetismo.

I4.3 PARAMAGNETISMO

Num material paramagrrético, os átomos contêm momentos de dipolo magnéticos perma-

nentes, Eses momentos estlfo associados com o spin e com o movimento orbital dos elétrons.

(Os momentos de dipolo magnéticos nucleares sã'o tres ordens de gra¡deza inleriores aos mo.

mentos de dipolo magnéticos eletrônicos e serão então desprezados aqui.) Um campo de in.

duçfo magnética aplicado externo B tenderá a orientar esses momentos de dipolo paraletamen.

te ao ci¡mpo. Como a energia é menor quando o momento de dipolo magnético é paralelo ao

campo do que antiparalelo, a orientaçllo paralela é preferida. A conseqüência disso é um campo

de indução que se soma ao campo aplicado, de modo que a susceptibílidade é positila. Os efeitos

diamagnéticos são comparativamente desprezíveis. A tendência dos momentos de dipolo magné-

ticos de se orientarem na direção do campo é contrariada pela agitaçfo térmica que tende a

tomar aleatória a direg'o dos dipolos magnéticos. A susceptibilidade será portanto dependente

da temperatura e seu valor serd dado pela relação de intensidades entre â energia térmicakTea
cnergia de interaçlfo magnética -¡ ' B. Esperate que a susceptibilidade decresça com um au'

mento da temperatura, e, de fato, Curie observou que para cÍunpos fracos e temperaturas nâ'o

muito baixas

Cx=T

pnde C é uma constante positiva ceracteríbtica do material paramagnético particular. Esta é a

chamada leí de Curie.

Nos átomos dg subcamadæ cheias, os momentos de dipolo magnético de spin e, srlrparada'

mente, os momentos de dipolo magnéticos orbitais, se cancelam âos peres. Somente as subcama-

dæ não totalmente cheias podem ter clétrons nã'o emparelhados, de modo que o paramagnetis'

mo só deve ser observado em materiais cujos átomos têm subcamadas parcialmente cheias. Em

taís materiais a orientaçf,o espacial do momento de dipolo magnético. total pode mudar sem

que mriem as configura$es eletrônicas de seus átomos. Os gases nobres, e muitos íons, tém con-

figurações de subcamadas fechadæ, de modo que nfo apresentam paramagnetismo e são exce'

lentes para estudos diamagnéticos. Analogamente, em materiais onde é necessário o emparelha'

nento dos spins, como nos cristais covalentes e muitos cristais iônícos, os momentos de dipolo

magnéticos nâo podem mudar de direção e tais substâncias sli'o também diamagnéticas. A exi'

gência básica para o pâramagnetismo em sólidos é que os momentos de dipolo nìagnéticos

estejam suficientemente isoladós. Os átomos devem agir independentemerrte, pois, se as funções
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,or, onda se superpuserem de fotma significativa, a exigência da mecânlca quäntica rclativr å
: 

ilisringuiultrdade de partículas :'"d':á.1 '-Tqi::ll':-:: T:-':i,='-d: -inl"- i:fiiÎ:.iiui,or1o, elementos de transi$o e todas.as tcrras raras dlfo origem a sólidos ma8néticos.

À,Êsres últimos casos, as subcamadas inconrpletas sfo internas c a exigéncia de isolamento dos

io*n,or individuais é satisfeita pela blindagem dessas subcamadas intemas realizada pelæ

subc¡madas externas completas dos átomos'

Vamos calcular agora a susc€ptibilidade paramagnética para o tipo de sistema mais sim'

atec- o'€ conlém átomos separados, em cada um dos quais o momento angular orbital eletrô'

ii.o U'æto e existe um elétron desemparelhado de momenlo angular de spin com duas orien'

r,ç0,, .'p'.i'i' possíveis. Vamos considerar os elétrons colocados num camPo magnético B e

i."pr.riæ interações entre esses elétrons. seja n o número de momenros dedipolomagnéti-

Iãr'arr.rp.r.thados por unidade de volume. Se n- representa a densidade volumétrica de mo'

iientos paialelos ao càmpo e n+ tepfesenta o mesmo pafa momentos antiparalelos, teremos
'ì- * ^- = n.Pa¡a uma orientação paralela do momento de dipolo magnéticog, a energia po'

tácial åagléti caé -ttl e para uma orientação antiparalela a energia vale pß' Conseqüentemen'

ro sepundo a distribuiçá'o de Boltzmann, tefemos como populaçifo para cada um dos estados

O, *rrø., n_ = ç¡1¿uÉßT e r* = cne- uBlkT,ondec é uma constante de proporcionalidade.

¡*rænätir.øo resultante, isto él o momento de dipolo magnético por unidade de volume, seiá

M = P(n--n+)=Pcn(euÙlkr -'-uBlkr¡

Ë conveniente considerar o momento resultante méd io, defìnido por p = M ln e dado por

M
îì =-=

n

ptcn(eYB lkT - e- YB lkT \
(n- tn*)

cn(¿tB lkT - ,- uB lkT ¡

ü(ePB lkT + r- ú lkT 
¡

epÙ lkT - ,- ú lkT

¿Blkr L-lBlkT
A situação mais freqüente é que ¡.r8 11kT,e podemos expandir as exponenciais obtendo

(t + rßßD - Q - ttBlkT) - P'1 B

(t + yBlkT) + (t - PßlkT) kT

A susceptibilidade paramagnética será então dada pot

M nu nP'B !on!2

-=
n H II krll kr

onde usamos (144), para o caso de X pcqueno,quando B=ltoq' Assim'obtemos umaaproxl-
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F= tt

(r 4-5)

( r 4-6)
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maçâ'oparaoresultadodeCurieX=C/T,ondeC=¡tun¡Ìlkeasusceptibilidadevaria
mcnte com a temperatura. Observe que (14-5) mostra que se o campo aplicado B for
teremos F = 0, e não haverá nragnetizaça-o resultante, A orientaçá'o dos dipolos elementa¡es dej
pende da Presençå do campo el na ausência dcste, a agitaçâo térmica torna totalmente aleatória
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as direSes dos dipolos, fazendo com que a magnetizaøo resultante seja zero.
Na parte superior da figura 14-6, traçamos a magnetização M = np,dada por (la-5),em

função do campo aplicado B, para diferentes temperaturas. Para valores p.qu.noi de a. Ii e es-
sencialmente uma linha reta cuja inclinaçå'o é tanto maior quanto menor for a temperatura.
Qrrando ð cresce, a magnet¡zaçiâ'o se aproxima assintoticamente do valor n¡r. Esta é a condiçao
de saturação, onde todos os momentos de dipolo desemparelhados g estâ'o orientados na di¡e.
ção do campo aplicado B, A intensidade do campo necesúria para produzir a saturação cresce
com a temperetura.

Na parte infe¡ior da figura 14-6, traçamos arazÃoMfMn^,ondel|,l,n* é a magnetizaEe
de saturação, em fwrção de B/T para um sal pararnagnético. A curva contmua é a prevista pelo
cálculo teórico exato, (14-5), que concorda muito bem com os pontos experimentais. A!re.
visão da lei de curie, (14-6), é u¡na boa aproximaçaro p3ra pcquenos valores d,e BfT.

r0 20 30

8/I ( l0r gauss/K)

FIGURA l46.Em cÍma: A cutva da magnetizaçaìo M con].r.a a intluçalo magnútica I nu¡ila subst¡ncia para-

magnética, para duas tempcraturas T, c T, = 3T,, Enbaixo: G¡áfico de MIMÍ'(contß
B/T pua o sal paramagnético dc sulfato dc potássio e cromo.

EXEMPII) T4.3

(a) Um elet¡oíma- dc núcleo de fcr¡o podc produzir unt campo dc induça1o magnética da
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Tz = 3T,

o 1,30K

^ 2,00 K
x 3,00 K
r 4,21K
- Tco¡ia

o¡dem dc 1,0 tcsla. Comparc a energia de interaçá'o magnética de um momento de dipolo magnético dc spin

L-um 
"térron 

situado ncssc campo com a energia té¡mica à temperatura ambiente'

O momento de dipolo magnético de spin vale

r= u^ ='n = 9.3 x l0-¡'Utcsla-2m

e a enet1ia de i nteraça--o magnét ica

pB = 9,3 x lO-x Jitesla x l'0 tesla = 9'3 x l0-¡' J

= 5.8 x l0-r eV

À temperatura ambþnte, 1= 300 K, e a energia térmica será

kT = 8,6 x l0-t eVfK x 300K = 2'6 x l0-¡ eV

de modo que

uB 5.8 x l0-t eV

AsuPosiça:odeque¡8(/<1éportantobemválidaatcnlPcfaturssecamPoscomuns',¡Ssendocerc¡de'ò,iV" 
d" xr nesse exemplo, Na jrática, a rcgiaìo de saturaçalo da fþura l4-6 é atingìda mais freqüentemente

aiiuré, ¿. uma dirninuiçâò da temperatura do que de um aumento do campo magnético'

(b) Detefmine neste caso a suscePtibilidade pafamagnética num matefial sólido tendo n = 2'0 x l0¡'

rur"i,oltt um valor típico pua subitâncias com um elét¡on desemParclhado por átomo'
' 

De (14'6) temos, quando Y8 11 ßT

tr o rl ltz

KT

4r x lo-t tesla-m/A x 2,0 x lott/m¡ x (9,3 x l0-" J/tesla)¡

1.38 x l0-¡¡ J/K x 300K

= 5,2 x l0-'

O rcsultado é uma estimativa, pois a teoria usada é aproximada' desprezando as interações entre os elétrons'

As medidas experimcntais d¿ maio¡ia das substâncias paramagnóticas ó liScifamente infeliof a esse fesultado' ^

Verifìca-se expefimentalmente que a relaçã'o de curie deduzidaacima nõoseaplicaume'

tais, embora se aplique a materiais pafamagnéticos nâ'o metálicos. De fato, nos metàis a sus'

cæptibilidade paramågnét¡ca é muito menor e praticamente independente da temperatura' En'

contramos aqui uma situação de certa forma análoga à da seso I t'l l, onde P¡ocurávamos uma

explicação päru . *ntribuiçã'o eletrônica ao calor. específ¡co dos metais' Na análise que nos

levou a (14-6) *samos a OistiiUuiE'o clássica de Boltz;ann' Isto era válido porque os elétrons

estavam associados a átomos difeientes e podiam ser identificados por sua localízaSo' Nos me'

tais, poróm, devemos usar a distr¡bu¡çao ìe Fermi Pois os elétrons se comPortam neste caso

como um gás de Fermi de pltículas indistinguíveis. Ão fazermos isto, obtemos ulrul st¡sceptib¡'

lidade menor do que a anìeriormente deduzida e que é independente da temperatura' como

vefemos a seguif.

Na fìgura |4.1a apuecno gfáfico da distribuiçã,o de energia de elétrons num metal, situan.

do.se acima do eixo do energia os estados de energia coffespondentes a momentos de dipolo
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magnéticos de spin odentados antiparalelamente aô campo e abaixo deste eixor¡s oonespon.

dentes aos momentos orientados paralelamente. Suporemos aqul o campo I como sendo (apro.

ximadamente) nulo. Quando I cresce, inicialmente a energia dË todos os elétronsse modllìc¿,

øescendo de pB para momentos antiparalelos e diminuindo de pB pan momentos paralelos,

como aparece na fìgura l4-7b. Em seguida, alguns elétrons irfo pasar dos estedos antiparalelor

de maior energia pa: os estados paralelos de meno¡ ene4ia, levando å situaøo de equilíbrlo

dc energia total mínima que aparece na figura 14"7c. Mmos no exemplo l4-3que¡r8= ¡g-l
cV para B = 1,0 tesla, o que é uma variaçã'o de energia extremamente pequene em compãre.

ç¿fo com a energia de Fermi, 8p : I eV. Conseciüentemente, o ñúmero de elétrons coîr mo.

n(8 )/v(8 ) n(8 )/Y(a ) n(8 )¡Y(8)

FTGURA t4-?. Dist¡ibuiça:o dos elétrons em funçalo da energia num metal; as írcas sombreadas indicam os es. ':i
tados clctrônicos ocupados. Os eslados com momentos dc dipolo magnóticos de spin antipa. .

ralelos ao campo aplicado aparecem acima do cixo da cnergia e os estados com momentos
paralelos ao campo se encontram abaixo desse eixo. (a) Campo aplicado praticamente nulo.
(b) S¡luaçâo imediatamente posterior ao aumcnto do campo eté o valor 8. (c) Situaça-o de

equilíbriocomocampo8aplicado.Nistesgráficos,aenergiadeinteraçãomagnética!8foi
fortcmcnte exagerada em comparação com a energia de Fermi 8¡, .;

Tc

FIGURÁ, 14-S.Magnetizaçalo espontânea,lls contra temperatura f num mate¡ial fenomagné,tico.Tçèa
te.mperatura de Curie ferromagnética,

mentos paralelos é somente ligeiramente superior ao de elétrons com momentos antiparalelos,

predominando uma distribuiçâ'o aleatória por ele¡to térrnico, de modo que a susceptibilidade
deverá ter um valo¡ pequeno. Além do mais, não se espera que essa situåçfio seja sensível a va'

riações ponderáveis de temperatura, sendo portanto a susc€ptibilidade praticamente indepen'

dente da temperaturå, como realmente æ obærva experimentalmente nos metais.

I44 FERROMAGNETISMO

Ferromagnetismo é a existência de uma magnetização espontånea em pequenas regiões
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dè um material, magnetizaS'o que ftersiste mesmo na ausôncia de um campo de ind_uSo ex.

is¡¡6. Vamos resumir as principais càracterísticas conhecidas do ferromagnelismo. Primeira.

nanp, r magnetização €spontánea em mate¡iais ferromrgnéticos varia com e tempcr¡ture.

r, magnetiz¡ç5o atinge um máximo à 1= 0K e cai a zero a unìa tcmperatura 7¿., denomina.
'd^ 

rcáprroturo de Curie ferromagnética, como aparece na figura l4'8. Em segundo lugar, a

temperaturas superiores a 16., esses mater¡ais toJnam'se paramagnéticos e apresentam uma

susæptibilidade magnétíca dada ¡rela relâçâo X = Cl(T - 1^6'). Esta é uma relaçllo de Curic mo'

dificada na qual X não é definida para lemperaturas inferiores a I¿.. Quândo o material ferro-

¡agnético tem uma magnetização pefmanentc. Em terceiro lugar, um material ferromagnético

n¡Jt.¡n lodo seu volume magnetizado na mesma dircçâo mas tcm muilas ¡requenas regiões de

direçeo de magnetizaçâo uniforme, denominadas de domínios. que podem estar orientados ao

,arrå unt em relaçlto aos outros. Finalmente, os únicos elementos ferromagnéticos sfo ferro,

cobalto, níquel, gadolíneo e disprósio. Existe uma teoria quântica do ferromagnetismo que po'

de explicar todas essas propriedades. Antes de abordáJa. pordm. mostraremos no exemplo a

seguir que uma explicação clássica simples, que se impõe, n5o é suficiente'

EXEMPLO I44

o campo de indução pfoduzido por um momcnto dc dipolo ntlgnrilico r¡ ao lonSo dc uma linha para-

lele a scu eiXo é dadopor fi=yo¡tl2rxt,ondcxéadistânciadodipolo.Calculeacnergiadc intcÉçâoentle

dois átomos dc ferro, aoa mOt-.nfo, dc dipolo magnético paralclo c colincares de intensidade ¡ = 2.2 mag-

nétons de BOhr, separedos pelo espaçamento intc¡atômico no ferro, 3 Â. D€lermine em scguida a temperalula

onde a energia de inreraçã'o mrgnéti". é igual à cncrgia té¡mica, e mostfc que a intcraçaìo clássica dipolodipo'

lo na-o explica o f€ßomagnetismo no fcrro.
e encrgia dc intcraçá'o, quxndo um dipolo sc oricnta no campo produzirjo pclo outro' é ncgrtiva (encr'

gia dc ligaçío) e tem como valor

lo !,
E=-=

¿nx-

4z x l0 -' tcshrn/A x (2'2 x 9'3 x l0--¡' J/lc\lä)t

2¡ x (3 x l0-ro m)!

r;irt,
i;.1i,
'.i¡\'

= 3.1 x l0-" J

Igulando essa energh à encrgia térmica kT' e explicitando 1, enconl¡amos

¿' 3,1 x l0-" J

t =;= ,r, ' r=il = o'22 K

A tcmperatur¿ é muito baixâ porquc a cncrgia'dc intcraçâo dipolo-dipolo é muito pequena. À lemperalura

ambiente, a energ ia térmica é mrioi po, um fãtor dc trôs ordcns dc grandeza c a tcndôncia da ?giteÉ'o télmica

a produzir uma distribuição alearórà anulariâ totalmenlc a tendência da intcraçâo dipolodipolo de orientar

or rno."nto, de dipolo mrgnéti.o individuais para produzir uma magnetização total intcnsa. Noentanto tâl

orientaça--o é observàda de fãto à lcmperatura ãmbientc no fcrro, pois estc ó fcrromagnético.a esså temperatu-

ra. Concluímos assim que o ferromagnctismo naio podc s", cxpiicado pcla interação dipolodipolo clássica'

por scr esta dcmasiadamcntc f¡aca.

Para ilustrar a teoria quânticã do ferromagnetismo, considere o lÞfro, cobalto ou níquel'

todos elenìentos de transição com subcamadas internas 3d parcialmente cheias' Os números

quânticos m¡ E fi, pu* oi elétrons 3¿J num átomo de um material ferromagnético assumirÍo

valores que minimiz-cm a energia do sistema e ao mesmo tempo que satisfaçam o princípio de

exclusão. Assim, por exemploie os números quánticos 
'fl, 

da componente z do,momento angu'

lar orbital dc dois elétrons 3d tém o mesmo valor' os nú'meros quântÍcos n¡s da coñponente z

do momento ang,ular dc spin dcvem ter valores opostos. Se os valores de rn¡ forem diferentes' os
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valores de m, podem ser idênticos, o que signifìca que os spins poderão ser paralelos. Obærva.æ

que o fator 8, que especifi l;i't nz.ão entre o momento de dipolo magnético total e o momento

angular total, tem, em materiaisü'erromagnéticos, um valor próximo de g = 2, correspondente aq

spin do elétron (veja seção l0ó, e mais espccific¿rnente a equaçã'o (10-23)). Isto indica que a
magnerização é devida a spins "paralelos" e não a momentos de dipolo magnético orbitais. Por.

tanto, os elétrons 3d das subcamadas ds um átomo de ferro orientam-æ de modo a que seus

spins sejam paralelos. Isto ocorre porque tal conlìguraçio reduz a energia do átomo, Em outras

palawas, dois elétrons 3d fìcam mais afastados em média se seus spins forem "paralelos" do qræ

se fo¡em "antiparalelos" (devido ao princípio de exclusão) e se estiverem mais afastados sua

energia de repulsã'o coulombiana mútua é menor. Esta é a tendencia (veja a seçiîo 104) para os

spins sc acoplarem 'þualelamente" numa subca¡nada parcialmente cheia e assim tornar máún¡o
o spin total, sernpre respeitando o princípio de exclusõ'o, porque isto minimjza a energia de

Coulomb ¡esidual. Assi¡n urn único átomo de ferro é magnético pois tem um momento de dipo.

lo magnético de sph permanente, basicamente devido à interação entre as coordenadas de spin

e de espaço imposta pela exigéncia quântica referente à troca de coordenadas de partículæ in.

distingufveis Por essa nzÍo, o acoplamento de spin é às vezes considerado como devido a uma

forte interoçifo de noca qu€ tem lugar no átomo.
Considere agora u¡na rede cristalina de átomos dc ferro. Há também uma forte interaçâ'o

de troca entre átomos adjacentes de uma rede porque os elétrons nos átonros sâ'o indistinguíveis

e os átomos estÃo suficienternente próximos pÍua que essa indistinguibilidade seja importante.

Bsa interação de troca levará também a urn acoplamento de spins, isto é, os spins totais de áto.

mos adjacentes, mas que é mais complicada do que a interaç.¿io de troc¿ no interior de um único

rltomo porque a geometria do sistema de átonros é mais complicada do que a geometria dc um

átomo que é esfericamente simétrico. O resultado dessa interaçáo de troca pode levar a que a

menor energia do sistema ocorra, ou quando os spins de pares adjacentes de átomos lorem "pa.

ralelos", ou guando eles forem ."antiparalelos". No primeiro cæo o sistema será ferromagné-

tico. No segundo caso ele será antiferromagnético.
Podemos compreender o ferromagnetismo ao considerarmos as cinco bandas de energia

3d, que se suþrpõem, de um cristal constitutîo por átomos de um dos elementos de transi-

$o. A totalidade desas bandas, que denominaremos banda 3d, pode conter dez elétrons por

átomo. Fss¿ banda, quando cheia, tem cinco elétrons com spins "para cima" e cinco com

spins "para baixo", por átomo. A banda é estreita porque a suþcamada 3d é uma subc¿mada

intema, co.mo foi discutido na æção l3-7. Nos átomos de elementos ferromagnéticos, contudo,
¿ banda 3d só está parcialmente cheia. No ferro, por exemplo, só há seis elétrons 3d por átomo.

Se supusermos inicial¡¡rpnte que três deses elétrons têm spins com uma dada orientação e ostrês
outros possu€m spins com a orienta$o oposta, os elétrons ocupando os estados disponíveis de

menor energia e¡n cada uma das duæ ö¿¿døs parciais de spin oposto, não estaremos certos de

que este gerá o estado de menor energiâ para o sistema pois a ¡nteraÉo de troca da rede irá des'

loca¡ ¿s bandas puciais referentes a spins opostos, urna em relação à outra. A banda parcial de

um spin, isto é, a coleção de níveis de energia nos quais todos os elétrons tem uma direção

de spin, terá sua energiadi¡ninuÍda pela interaçfro de troca e a banda parcial do outro sPin terá

sua energia aumentada pela interaçlÍo. Poderemos ter cinco elétrons por átomo numa das bandæ

parciais e o sexto na banda parcial de spin oposto, se a diminuição de energia total do s¡steíù¡

provocade pela intera$o de troca fo¡ maio¡ do quo o aumento de energia resultante da distri'

buiçã'o assimétrica de populaçã'o dos níveis de energia eletrônicos entre as duas bandas. Isto é,

competindo com o desejo de todos os elétrons irem para a banda parcial de menor energia e){Is'

te o fato dc que æ asim fìzerem alguns deles serão forpdos, pelo princípio de exch¡são, a ir
para os níveis de energia mais altos dessa banda parcial. Mostraremos em breve uma figura que

ilustra e explica mais aprofundadamente esta competiçâo.
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:i:, ì ' Os cálculos mostram que para alguns poucos elementos uma dæ bandas parciais estará

cheia enquanto que a outra nã'o, de modo que uma grande magnetização espontânea aparecnrâ.

euando a interaçao entre spins é calculada em função darczi.o entre ametadedadistânciade

sÊparaçlo internuclear e o raio da c¿mada 3d nos elementos de trar¡sição, encontra-se que a'
orientaça-o de spins paralelos é favorecida se essa razão for maior do que 1,5, Valores típicos

dessæ razões são para o Mn, I,47; Fe, I,63; Co, 1,82; Ni, 1,98. De modo que o ferro, cobalto e

níguel devem ær ferromagnét¡cos contrar¡amente ao manganês. Observa-se de fato que os cris-

tus de manganês não são ferromagnéticos. A teoria tem uma nova confirmaçalo pelo fato de que

certos compostos (como as ligas de Hersler) que contêm átomos de manganês mais afætados

g'o ferrornagnéticos.
Na figura l4-9 aparece a diferença de energia entre as confìgurações magnéticæ e não

magnéticæ em funçâ'o da rczão da semí-separação ¡nternuclear em relaçá'o ao ¡aio 3d. À medida

gue a separa$o entre os átomos aumenta a partir do valor que corresponde ao máximo, æ fun-

ções de onda 3d se superpõem cada vez menos e a exigência de indistinguibilidade deixa de apli-

car.se. Assim, a interaçâ'o de troca reduz cada vez menos a energia. Se numa rede cristalina os

raios da subc¿mada dos elétrons de r¿lência são pequenos em comparação com a distância

de separação internuclear, como é o cæo dos elementos de terras raras, espera-se que o r¡ateri¿l
seja paramagnético porque os momentos de dipolo magnético de spin individuais estão isolados

uns dos outros. Por out¡o lado, à medida que a separação entre os átomos diminui a partir do
valor correspondente ao máximo, as bandas de energia se alargam e o excesso de energia associa.

do com a poputaçlo asimétrica no estado magnético aumenta mais do que a redução provocada

p€la interação de troca. De fato, nos aproximamos da sitrução encontrada nas moléculas diatô.
micas onde os spins "antiparalelos" dão a menor energia porque os elétrons passam a maior par-

te do tenrpo cntre os núcleos. Nos elementos cujos elétrons de valência se encontram nas subca-

madas parcialmente cheias externas, o raio da subcamada é suficientemente grande, em relaçâo

â separaçaio internuclcar, e espera-se que tais elétrons formem pares de spins "antiparalelos".
Asim, não haverá nenhum momento de dipolo magnético de spin e o material será diamagné-

tico. A figura l4-l 0 ilustra de forma esquemática a população de duas bandas parciais de spiru
opostos, para separa$es internucleares, menor, igual e maior do que o intervalo de valores que

levam ao ferromagnetismo.

F¡GURÁ14.9.Va¡iação da diferença de energia entre configurações magnéticas e nâ-o magnéticas com a

razão entre a distância de sepa¡açalo inte¡nuclca¡ e o diâmetro da subcamada 3d' para aþuns

elcmentos de t¡a nsica;o.
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Vemos assim que e situago ferromagnética é delicada, sËndo necessário qtte o raio {¡
subcamada de valência seja suficlentemente grande para permitir uma certa superposiçã'o esp¡.

cial e justifìcar então a ãplicaçe'o da indistinguibilidade, mas, por outro lado, sulìcicntemento

pequeno para impeclir que e largura da banda dc ralência seja muito grande. Nos casos cm qtrc o

estãdo mãgnético ¿ o mais farorável, a diferença de energia entre os estados magnético e nfo

magnético é da ordem de um décimo de elétron-volt por átomo. Esta situaçã'o evidencia, porta¡-

to, que a magnetização espontânea seja dependente da temperatura e que um acréscimo de ener-

gia térmica frovocado por um aumento da tempetatura pode dcstruir as condições que favore-

cem a orientaçfio dos spins responMvel peto feffomagnetismo, À ln= 0,existeorientaçá'o total

dos spins, mas, à medida que a temperatura cresce, mais aleatórios se fazem os alinhamentos

"paraielos" devido à agitaçlfo térmica. lngo abaixo da tempefatura de Curie, I¿', a orientação

se desfaz rapidamente (veja a fìgura l4'8) e desaparece totalñente acima de ?Fg' Para o ferro

a temperatuia de Curie é de 1043 K, para o cobalto, 1400K e para o níquel, ó31 K.

l[l
MM
wÉÅ tffiffi Fffi

W@
Espaçamento'

FIGURA 14-10. Ilustraglo esquemática da cstrutu¡a de banda de valôncia para três esPaçâmcntos intcÌnuclca'

les diferentes de um sislema de átomos que, individualmente, sâ:o magnóticos. Ä medida

que csses espaçåmentos diminuem, as funçôes de onda dos elét¡ons das subcamadas dc va'

Iència de áromos adjacentes se superpõcm c apareccm os efeitos de troca. Tais cfeitos dcsdo'

bram o nível de vatência numa banda e, do ponto de vislå da banda dccomposta em duas

bandas parciais de spins opotos, t¿ mbém fazem com que cses bandas scjam dcslocadas uma

em r"t.i".o à out¡a.'A poisibitidade de ferromagnetismo ocorre porque, num caso favo¡ávcl,

tal como apalece ilustfedo aciña, com a diminuiçai do cspapmento o dcslocamcnto

aumentí¡ inicialmente ta:o rapidamente quanto a bandá se alarga. Tal situação nalo se mantdm

pare espaçamentos muito Pequenos porque e largura da banda aumcnta cada vez mais intcn'

samente com a dìminuiça-o dõ espaçamento (vcja a fþura l3-3). Pa¡a qualqucr espaçamento

internucleaf, os níveis dãs drus banàas parciais serão ocupados de modo que sejam idônticas

as energias de Fermi em ambas, pois isio minimiza a energia total do sistcma. Na situaçaa

descrita pela figura do meio, o nìme¡o de elótrons de lôncie na banda total é suficiente

para preencher-totalmente todos os nívcis da banda parcial dc spin de mcnor energiâ, mes

somenre os níveis mais baixos da banda parcial de spin dc maior encrgia. o sistema sera

entá'o fenomagnético já que a maio¡ia dos clétrons dc vatênci¡ estatá alinhada na mesma di'

reçâo' Tel não ocone na fiSura da direita porque as energias associadas com ambos os efci-

tos de trocå ,ao p"qu.nrr-"t relaça--o à if.È"^ figu¡a da esquetda potquc a larguradas

bandas é grande em ielação ao deslocamcnto das banãas parclais. Assim, o fcrromagnctisno

exige na:o somente um grau de superposiça--o das subcamadas de valência, ondc os dois efeitos

de troca tenham uma detcrminada relação, como também que a rclação enlrc o cspaçâmento

internuclear e o diâmctro da subcamada de valôncia seja tal que a supcrposiçío no sistemâ

estcja nesse intervalo.
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Resta explicar a origem dos domínios. Â nragnetização de um material ferromagndtico sô

d observada se for aplicado previamente um camfro magnético extemo, Diz.se quc, embora exis.

tâ a maBnetizåção espontânea, a magnetizaçâo de uma pequ€ne regiifo, ou domínío, de tm
rnatcrial ferromagndtico pode estar orientadt em uma direçã'o difcrcnte da de outro domínio,

de modo que a magnetizåçlfo macroscópica resultante serâ zero. Os domínios aparecem por-

que a energia de um cristal grande nlio é mínima quando ele está magnetizado uniformemente.
O tamanho específico e a foffna de um domínio é determinado por um firocesso que minimiza
un total de três tipos diferentes de energias. Existe em primeiro lugar a energia do campo mag.

nético. Se, por exemplo, todo o espécime sólido formasse um único domínio, haræría um cam.

po externo intenso e uma grande energia magnética asociada'ao campo. O campo magnético

externo pode ser fortemente reduzido, e, conseqüentemente, diminuindo a energla, dividindo-se

s arnostra em domfnios cujas mâgnetizações tendem a se cancelar mutuamente, como na fìgura

t4-l t. As paredes, os limites dos domíníos, entretanto, så'o sítios de campos magnét¡cos alta-

mente localizâdos e não unifórmes de intensidade considerável e um segundo tlpo de cnergia é

necessário para øiá.tos. A tercei¡a energia é a dífeieng de energia enlre uma situafo cm que

I amostra se encontra magnetizada numa dada direçã'o em relação ao eixo do cristal e uma situa.

ção onde ela se encontra magnetizada em outra direçã'o.

FIGURA l4-ll. Domínios ferromagnéticos. Em cima à esquerdd: Num monocristal os vetotes magnetizâ-

ça--o dcvem se situd na direçâo de eixos equivalentes do cristal. O clislel tem magnetiza-

ça:o resultantc nula, embora cada domínio esteja magnetízado, Em cinu ¿l dte¡ra: Numa

substância polícristalina os eixos cristalinos esta:o o¡ientados ao acaso, o mesmo ocorrendo

com os vetoles magnetizaçai. Embaíxoz Configuraço-es de domínios de um mo¡ocristal
de fcrro contendo 3,8o/o de silício, As linhas brancas mostram os limites ent¡e os domí-
nios. (Cortcsia de H. J. Williams, da Bell Telephone baboratories)
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Num pedaço de fero .não rnagnetizådo, os domÍnios individuais, dentro dos quais os r¡s.
mentos de dipolo magnético''est5o alinhados, se encontram oricntados ao acaso. Quando o fcrro
é magnet¡zådo pela aplicação de urn campo magnético externo, ocorrem dois efeitos. O pri.

o,ãñ,"

l4.llLm c¡'m¿: C¡esci¡nento de domínios num monoqistal sub¡netido a um calnpo magnético

externo H, apafecendo esqucmaticamcnte o crescimenlo preferenc'lal de domínios, ¡ota'

Éo de domínios e saturação. Emb¿ixo: Aplica*e numa amostra um cåmpo magnético

:xterno, dirigido pafa s difeita, A magnetizaçâo em cada domínio é indicada por flechæ

üta¡¡cas, .Os limites dos domÍnbs movem-se para baixo, at¡avés de uma rcgia--o.onde há

uma imperfeiçaio c¡istalina, à medida que o domínio de dircção privilegiada c¡csce (cor'

tesi¡ de H. J. Williams, da Bell Telephone låboratories)À

I
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FIGURA l4-13. tlustraça--o de con¡o os momentos de dipolo magnético sâlo oricntados pela intcraçío de

t¡oca num (a) ferron¡agnc¡ismo, (b) antifcrromagnctismo e (c) fer¡imagnctismo'
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meiro deles é o crescimento do tamanho dos domínios que se encontram or¡entados favoravel'

mente ao campo aplicado em detrimento e âs custæ dos que nã'o se encontramness¿t situação,

corno aparece na ltgura t4-t2. O outro é unu rotaça]o da direção de magnetizaø'o, dentro de

um domínio, no sentido da direção do campo externo. O conhecido efeito de histerese, em

que a magnetização de um material ferromagrético nâ'o vai a zero quando se aplica pela pri
meha vez um campo e em æguida este é removido, é devido ao fato de que os limites dos do-

mÍnios não retomam total¡nente às suas posições originais quando da remoçã'o do campo ex-

temo. O movimento dessas paredes limites não é ¡eversível e é influenciado pelas imperfei$es
cristalinas, tais como impurezas e tensões, O material permanece magnetizado mesmo quando

não há campo extemo aplicado, situaçã'o que é chamada d,e magnetismo pernanente.

I4.5 ANTIFERROMAGNETISMO E FERRIMAGNETISMO

Dois outros tipos de magnetismos, relacionados com o ferromagnetismo,são o antiferro-

magnetismo e o ferrimagnetismo. Nos materiais antifenonwgnët¡co.r, oomo por exemplo o

MnO2, a interação de troca força átomos vizinhos a asumir orientações de spins 'hntiparale-

los", como na figura l4-13b. No MnO2 o íon de oxigênio negativo tem um íon de manganês

positivo de cada lado; os momentos de dipolo magnético dos íons positivos são orientados

antiparalelamente porque cada um deles está emparelhado com um dos spins eletiônicos do

oxigênio orientado em oposiçã'o, na configuração de mais baixa energia do sistema. Tais ma-

teria¡s, portanto, apreæntam um magrretismo efetivo externo muito pequeno ou mesmo nulo.

Quando aquecidos suficientemente tornante puamagnéticos, a ¡nteraÉo de troca deixando

de ser dominante. Nas substânciæ førùøgnét¡c¿s estão presentes dois tipos diferentes de íons

rnagnéticos. Na ferrite de níquel os dois íors sâ'o Ni+ + e Fe+ + + . A interaçã'o de troca força os

íbns a adquirirem a confìguraçá'o do tiPo que apalece na fìgura 14.3c. Existe uma interação

antifenomagnética de troca do mesmo tipo que a anterior, que orienta os momentos de dipolo

magnético "antiparalelamente", porém como existem íons de dois tipos, com módulos dife'
rentes do mornento de dipolo magnético, a magnetizåção resultar¡te não é nula. Os efeitos mag-

néticos extemos são inte¡mediários entre o ferromagnetismo e o antiferomagnetismo, e aqui

também a interação de troca desaparece se o material for aguecido acima de uma certa temPe'

¡atura ca¡acte¡Ística. As ferrites são cristais que possuem condutividade elétrica pequena em

comparação com os materiais ferrromagnéticos e por isto são úteis em situa$es de detecção

de freqüências eletromagnéticas altas devido à ausência de correntes de Foucault apreciáveis,

e sem as perdæ de energia resultantes,
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QUESTÕES

Por que as correntes suPercondutofas fluem na superfície dc unì supcrcolldutor',

Por que o campo elétrico é nulo no interior de um supetcondutor?

A condutividade perfeita exige que o campo magnético no interio¡ de um corpc scja

nulo? Então qual a conseqüência dessa condulividade Para o campo magnético no inte.

rior do corpo?

4, Como seria possível medir o campo crítico de um supercondutor em função da tempe.

ratura?

O ôampo magnético crítico no æro absoluto varia com o material cotîo M'tt2 . Expliquc.

Vocé poderá dizer qual dos dois materiais, chumbo ou âlumínio, tem a maior tempera'

tura crítica a pariir do fato de que à temperatura ambiente a condutividade elétríca do

alumínio é muito maior do que a do chumbo?

Um fìlme supercondutor pode ser usado como um bolômetro (instrumento de medida da

radiação térmica) extremamente scnsível. Explique por quê.

Até que pontos os dois elétrons do par de Cooper podem ser rcpresentados como se se mo'

vessem ligados entre si por uma mola? Qual a propriedade do sistema que estaria repre'

sentada pela mola?

Qual é a distinção entre os estados de energia de um elétron num supercondutor e os esta'

dos de energia do próprio supercondutor?

Exrstem analogias entre supercondutividade e superfluidez?

Supercondutores cujos pares de Cooper são suficientemente Pequenos para permitir a

existência de canais contendo campos magnéticos também têm temperaturas críticas rela'

ti\¡amente altas. Qual a razão desse comportamento, extremamente conveniente dos su-

percondutores de Tipo II?

Discuta a utilização de um material paramagnético como termômetro. Em que intervalo

de temperatura seria útil?

A magnetizaçã-o induzida numa esfera diamagnética pof um campo magnético externo

não varia com a temperatura, contrastando nitidamente com a situação de paramagnetis'

mo. Tcime essa afirmaçã'o plausível.

O movimento orbital de um elétron contribui para o comportamento paramagnético de

um átomo ou este depende somente do spin intrínseco do elétron?

).

6.

1

8.

9.

10.

ll.

t2.

t3.

14.
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20.

A susceptibilidade paramagnéticâ dos elementos de tcrras raras é em geral maior do que

a dos elcmentos de transição. Leve em conta a estrutura das camadas eletrônicæ para

explicar esse fato.

É, justifìcável desprezar o momento de dipolo de spin nuctear na discussâ'o feita do para-

magnetismo? Explique.

A partir do fato de que a maioria das moléculas orgânicas tem momentos de dipolo.

magnético menores do que alguns poucos magnétons de Bohr, mostre que os processos

da vida nro podem ser afetados pelos campos magnéticos comuns dos laboratórios.

Por que oS elementos ferromagnéticos se encontram no meio do gupo dos elementos de

transiça-o ou no meio dos elementos de terras raras e ná-o nas extremidades dos grupos

fespectivos?

O cobre tem uma subcamada interna eletrônica 3d cheia e um etétron de valéncia 4s.

Explique poi que você nâ'o espera que ele seja ferromagnético.

Por que a susceptibilidade não é definida para temperaturas inferiores à temperatura de

Curie nos materiais ferromagnéticos?

As configura$es eletrônicas do gadolíneo e do disprósio são consistentes com o fato de

serem eles elementos ferromagnéticos? Explique.

Por que a interação de troca tem um efeito importante numa banda estreita oom alta

densidade de estados (como a banda 3d dos elententos de transição) embora a energia

de interação scja pcquena?

Uma agulha é colocada em repouso sobre uma mesa lisa, próxima a um forte ímã. Ela é

atraída pelo ímf. Qual a origem da energia cinética adquirida pela agulha até pouco antes

dela atingir o ímã?

Por que se usam, na feitura de ímfrs permanehtes, materiais compostos de pequenos cris.

tais e com muítas imperfeipes? Também Por que se usam na confecção de ímãs para

transformadores, materiais compostos de cristais grandes e contendo poucas imperfei'

ções?
)
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PROBLEMAS

(a) Mostre, a partir das equa@es de Maxwetl, que a resistividadep sendo nula (condutor

p€rfeito) impiica que B = constante, no inter¡or do material. (b) Mostre, a partir das

equ¿ções Maxwell, que se B = 0 no intcrior de um material (supercondutor) a resistividade

do mesmo será nula.

Mosùe a partir da lei deLenz que o efeito Meissner implíca em condutividadc perfeita,

¡r¡as quc condutividade peifeita nÍo irnplica em efeito de Meissner'

0 campo cfíiico do estanhÒ a 2Ké 092 weber/m2. Faça um gráfìco da magnetização

a 2K de unra amostra de esta¡rhg longa e fìru em função do campo aplicado'

Pa¡te do dizgramzde I em função de k para elétrons num supercondutor aParece mostra-

da na figura la-la. (a) Desenhe a cuna da densidade de elétrons em funøo de I para um

supercondutor à I = 0 K. (b) Desenhe um gráfìco da energia necessária para criar buracos

no estado supercondutor e elétrons no estado normal. Este é umgráfìco de (8 - 8p)em

funfo de /c;8¡ æ encontfa no meio da banda proibida para ufn supe rcondutor.

FIGURA 14.14. A energia em função do vetor de onda num supercondutor.

5. Quando dois metais estão separados por um isolante muito fìno, os elétrons de um metal

podem tunelar através do isolante pafa o outro metal. Os elétrons fluem até que os níveis

do Fcrmí dos dois metais sejam iguais. Quando uma bateria é conectada entre os dois me'

tais, como na ltgura 14-15, os níræis de Fermi são deslocados e apareceñ uma cofrente

se cxistirem níveis eletrônicos cheios em um dos metais correspondentes a níveis vazios

do outro, Desenhe a característic¿ corrente.tensâo para as seguintes junções. (a) Metal

nornal.metal normal. (b) Mctal nortnå|5upcrcondutor. (c) Supercondutor*upcrcondutof'
(Sugestão: A energia de Fermi de um supercondutor se encontra no meio da banda proi'

bida.)
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Uæ a lei de indução de Faraday pafa mostraf que um buraco num suPercondutor irá

"prender" um fluxo magnético, isto é,dBldt = 0, no buraco. Lembre'se que o campo

elétrico E = 0 em qualquer caminho no interior do supercondutor que contenha o buraco

e também gue o efeito Meissner não se aplica ao buraco.

FIGURA l4-15. Ci¡cuito considerado no problema 5.

7. Deduza a equação (144) pa¡a a magnetizaçâ'o, usando (ia-2) e (la'3).

8. Mostre a partir'de Qa'\e (14'3) que X = -l pua um supercondutor' Este resultado é

consistente com (144)?

9. (a) Calcute a magnetizåFo de um mol de oxigênio nas condiFes normais de tempera'

tura.e pressão no campo magnético da Terra. A susceptibilidade do oxigénio é 2,1 x 10-6

e o campo magnético terrestre vale 5 x l0- 5 tesla. (b) Qual a magnetização de saturação

de um mol de oxigénio? seu momento de dipolo magnético vale 2,8 nugnétons de Bohr.

10. Calcule a temperatura da amostra do exemplo I4-3 quando o c¿mpo magnético é redu'

zido isoentropic¿mente de I tesla a I K a 0,01 tesla, suþndo válida a lei de curie. (um

processo isoentrópico é aquele em que não mud¿ a população dos estados. A magnetiza'

ção deve portanto pefm¡rnecer const¡ìnte.) Este proæsso é denominado dedesnagnetizd'

ção adiabdtica e é utilizado na física de baixas temPeraturas.

It. Qual é a magnetização de um sistema de dois níveis, discutido em conexão com (14'5)'

quando ¡rB >> kT?

12. A partir da figura l4-7 pode+e argumentar que a magnetização devida aos elétrons de

condu$o deve ær proporcional ao número de elétrons situados num intervalo de energia

g8 em torno do nível de Fermi. (a) Mostre que isto faz com que a susceptibilidade seja

dada aproúmadamente por

3'{ p'?b

2kTF



t3.

onde f é o número de elétrons de conduça-o, ¡¡ ¿ é o magnéton de Boh¡ e Îp a tempe.'

retura de Fermi. (b) Calcule ¡ para o cobre.

(a) Mostre que o calor específico a campo constante c¡¡ pa:' um sistema de dois níveis,

discutido em conexa-o com (14'5)' é dado por

cH=

onde .¡. é o número de átomos do sistema. Este é o calor específico de Schottky. (Suges.

tão: Tome co¡t¡¡ zero a energia dos dipolos alinhados na direção do campo.) (b) Qual é a

dependência em temperatura de c¡¡ a temperaturas altas e baixas? (c) Faça um esboço de

c¡¡ em função de ?n. Estime (sem calcular) para que temperatura c¡1 será máximo'

Um ferromagnético pode ser considerado como um material paramagnético exceto pelo

fato de cxistif um camPo moleculaf nlerno Hg que tende a alinhar esPontaneamenle os

dipolos elementares. (a) O material terá magnetiza'çã'o espontânea. quando a energia de in-

teração entre o dipolo e o campo molecular for igUal å k1¿.. Calcule o valor de H, para o

ferro para o qual o momento magnético vale2,2 magfiétons de Bolu e 16, vale 1000K.

(b) Qual é a magnetizaçâo de uma amostfa de I cm3 de ferro, que tenha um único domí-

nio? (Densidad e ='l ,g glcm3; peso atômico = 56). (c) Qual é a energia contida no campo?

O campo molecular do problema l4 pode ser suposto ser proPorcional à magnetização da

amostrademodo qveHv/=1,M.(a)MostrequeistofazcomqueasuscePtibilídadesEa
dada por

X= T-Tc

onde ?ng = Ctr. (b) Calcule o valor de À para o ferro.

um modelo simples para um materíal entifefromagnético é uma rede com dois tipos de

íons magnéticos tais que os vizinhos mais próximos dos átomos r4 sejam átomos B. S
as interações antiferromagnéticæ forem somente entre vizinhos mais Próximos' a mâgne'

lizaefo da amostra, acima da temperatura de Curie, pode ser escrita como

TMo=ç'1¡1-Ws)

TMt=ç'97 -wa\

Onde C é a constante de Curie para uma das sub-redes, Ocampoefetivonasub'rede,4 será

H - 
^]48 

e À positivo corresponde a interaFes antiferromagnéticas entre os átomosl e

B. Mostre que nestas condises a susc€ptibilidade, acima de I¿', será dada por

14.

15.

t6.

,2tB lkT

636
637

,17.

T+Tc
onde C= 2C'eT"=ç'¡.

Faça um gráfico de X-r em função de T para T) Tç pa:a (a) um material paramagnético,
(b) um material ferromagnético, (c) um material antiferromagnético, e discuta o signifìca-
do da intercess¿fo com o eixo dos 11
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Modelos Nucleares

ts-r n¡TRoDUçÃo ut
o papel dos modelos; comparação entre as escalas nuclear e atômica

I5.2 UMA VTSÃO CTR.IL DE AI.GIJMAS PROPRIEDADES NUCLEARES U3

anteriormente consideradas e informagões recentes relativas a massas, cargæ, raios, mo-

mentos dipolares magnéticos, spin, simetria e momentos quadrupolares elétricos nuclea'

res; forps nucleares e o seu caráter forte, atrativo, de curto alcance e independente da

carga; nêutrons como constituintes nucleares

I5-3 FORMÀS E DENSIDADES NUCLEAR.ES &7

, medidas dæ distribuições de carga no núcleo através do espalhamento de elétrons; densi'

dade de cuga; raios a meia altura; esp€ssrua superficial; valores da densidade de massa

no interior dos núcleos

I54 MASSAS E ABTJNDÂNCI.AS NUCLEARES 652

espectroscopia de massa; unidade de mæsa; isótoPos; balanço de energia nas feaFes;ex.

press6es do valo¡ de Q de uma rèação; resultados das determinaSes de massa; defeito de

massa; energia de ligação por núcleon e seu valor aproximadamente constante Para quase

todos os núcleos; saturação; fìssli'o; fusão; relação entre os valores de N e Z nos núcleos

estáveis; tendêncn paraN par e Z par

ls-s o MoDErJo DAGOTA LIQUIDA 661

relação dos valores universais da densidade de mæsa no interior e energia de ligaçâ'o por

núcleon com propriedades de gota líquida; afgumentos clássicos Para os termos de volu'

me, superfície e Coulomb da fórmula de masa; introdução dos termos de assímetria e de



empárelhamento ; determínaSo
Brucckner

15.6 N(¡MEROSM.Á,GICOS 666

do parâmetro do termo de volume pela teoria

evidência experimental; analogia com a física atömica; difìculdades aparentes em conside'

ra¡ o moviminto de uma partícula independente

I5.7 O TIODET,O DO GÁS DE FERI\fl 667

ootenciais nucteares efetivos; o princípio de excltsão e o movimento de uma partícula ii'

öffi;,;;;;;úçr" d. .n.rgi. de Fermi; origem do termo de assimetria na fórmula :

spinsdosnúcleoscomnúmerosmágicosoupróximos;oacoplamento'l'I;interaçdoresi''l
dual atrativa; tendência ao emparelñamento antiparalelo; origem do termo de emparelha'

mento na fórmula de masa; siins e paridades dos núcleos de I ímpar, ou dez{ Per com 
l

N c Z pat;núcleos de ,{ ímpar com y'f e Z ímpar; difìculdades com o, .o'.nto, dipolares ];

magnéiicos il

de massa

I5.8 OMODETODECAMADAS 670

conexfo com a teoria Hartree; autofunções; o número quántico radial n; ordenaçáo dos

níwisdeenergiasegundonel;Potenciaiscentrífugos;oprincípiodeex.clusfonacons.
i.çeo aot núileos;insuccsso na explicaçâo dos números mágicos mais altos;introduçáo

da interaçfo spinórbita forte e invertida

ls-9 PREDIçoESDOMODEI¡DECAM'ADAS'677

l9l0O MODEITO COLETIVO 681

potenciais nucleares efetivos deformáveis descrevendo os movimentos coletivos; prediFes

setisfatófias dos momentos dipolaræ magnéticos; dificuldades do modelo de camadæ com

os momentos quadrupolares,ìétri*r e predises satisfatóriæ do modelo coletivo

l5.l I RrstrMo 68E

tabela das principais características dos modelos nucleares

QUESTÕES 689

PROBLEMAS 69I

I
I
i

Modelos Nueleares

ls-l INTRODUçÄO

Nos capítutos anteriofes, nossas considerases levaram'nos de átomos para sistemæ maio'

res, molécutas e sólidos, dos quais Os átomos são os constituintes' tnvertefemos egora esa dire'

çá.o e estudaremos sistemas menofes, os núcleos, que são constituintes dos átomos'

Existe uma Oiferenç: acentuaáa entre o estudo tçórico dos átomos, ou de sistemas de áto'

mos, e o estudo teórico dos núcleos. Muito antes que uma teoriaque descrevese as proprie-

dades dos átomos tivesse sido desenvolvida' a natureza básic¿ das forças eletromagnéticas que

: . atuam sobre os elétrons nos átomos já era conhecida nos seus mínimos detalhes' Entretanto'

,,:: ¡ufante a maior parte do período em que a compreensão das propriedades nucleares era desen'

:1i-'."'volvida, sabiá-se muito pouco sobre os detalhes das forças nucleares que atuam sobre os prótons

ji...e os nêutrons nos núcleos. Apesar de dis¡rcrmos atualmente de um conjunto de informaçÚes
:t - --
rrg., bastante compreto sobr;;! f".;çï "".1'1:::îTt::i::::::ï:::.i:T::i,itrlll,',:Jli:

cadas, não tendo sido porrioi ,té 'go" 
usar esse conhecimento Para construir umtteoria am'

pla dos núcleos. Em outras palrura{ nós não podemos explicar todas as proptiedades dos nú-

cleosemfun$odaspropned"dædasforçasnutltt"tqueatuamsobr:.ttîpÍl":tenêutrons'
Existem entretanto dirærsos modelos ou ieoriæ rudimãntares cuja 'ralidade é restrita' cada um

rteles pode explicar um certo número limitado de propriedades nucleares rsando argumentos

que nfo envolvem todos os detalhes das forçæ nucleares, Muito embora o desenvolvimento de

ill ìr.',.ii."-;il ö; em constânte progresso, um estudo introdutivo dos núcleos é ainda

"- f""d;;;;rlr;;i. 
" 

,r,udo do, vários modelos nucleares. Neste capítulo analisaremos os mo'

ilelos mais importantes e os utilizaremos para descrever e explicar as propriedades dos nrlcleos

c de seus estados fundamentais. No capítulo 16, estes modelos são empregados no estudo de

núcleos em seus estados excitados e na análise de transições esPontâneas,1]te ocoffem efitre

estados nucleares (decaimento nuclear, incluindo a radioatividade) e transiÉes induzidæ aitl'

lìcialmente (reages nu.l.rr.r, i".ì"iiå" fissfo e fisão)' As propriedades detalhadas das for'

ças nucleares sâo tratadas no'Capituto 17, onde estudamos as partículæ elementares que sfo

',, constituintes dos núcleos.. ui. ãii.r.nc. profunda enrre o cstudo expcrimental dos átômos e dos núcleos decorre

da diferenca entre as ,ur, .n.rgir, .^racterísticas. A energia cafacterística dos núcleos é da or'
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dem de I MeV. Por exemplo, nós vi¡nos no Capítulo 6 que o potencial nuclear atrat¡vo
menlado por um nêutron quando está enr urn núcleo é de alguns MeV e a altura de urna

ra coulonrbiana repulsiva que separa dois núcleos carregados positivamente é também de alguns

MeV. Veremos um pouco mais à frente que essa mesma ordem de grandeza caracleriza a energia

dc ligaçâo de um próton ou nêutron em um núcleo típico assim corno a encrgia de separaçÍo

entre seu estado fundamental e o primeiro estado excitado. A energia característica dos átomos

é da ordem de I eV. Devido a este valor relativamente pequeno (não muito maior do que ¿

energia térmica à temperatura ambiente ¿tI = 0,025 eV), os átouros são facilmcnte excitáveis

e eles tëm pouca dilìculdade em se combinar para formar moléculæ e sólidos. Com relaçâ'o aos

núcleos, circunstâncias muito especiais sa--o necessárias para que se excitem, pois a energia carac-

terística deles é bastante alta. Weisskopf descreveu bem a situação:

"No nosso meio ambiente imediato, os núcleos atômicos existem somente nos respectivos estados fun.
damentais; eles influenciam o mundo em que vivemos apenas por sua carga e massa e nâo pelas suas prop¡¡s.
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FIGUR l5-l. A abundância relativa dos eleñentos. Observe as intensas flutuações supcrpostas a um fundo
d€c¡escente com o núme¡o de massa l.

dades dinåmicas complexas. Na verdade, todos os fenômenos nuclea¡es interessantes . . . se manifestam so'

mente sob condições que nós mesmos criamos em máquinas aceletadoras. É, de certa forr¡a, um 4undo cria'
do pelo homem,

Ele naio é, todavia, completamcnle feito pelo homem. Os cenl¡os de todas as estrelas sã'o regiões do

unive¡so onde ocorrem reações nuclca¡cs e ondc a dinân¡ica nuclear ocupa um papel essencial no cu¡sodæ'
crilo pela nalurcza. Assim, os fcnômenos nuclca¡cs s¡lo as bascs de nosg fonte de energia naTerra, nos rtåto'
res como também no sol. Mas a física nuclea¡ é aind¡ mais importante par¿ o mundo em que vivcmos sob o

ponto de vista d¡ história do univcrso, A cornposição rla nratéria conro nós a vcmos hoje ó uma conscqüêncir
das rcações nuclca¡cs guc oq)rrcranr nruito tcmpo arrás ¡ras cstrclas ou nas cxplosõcs dc cstrcl¡s, e cm condi'

ções tais que Procuramos si¡nul¿¡ cln nossas nríquituls accte¡ado¡as numa escala mic¡oscópica, Asi¡n, a ba¡c

material do mu¡¡do e¡¡¡ que vivemos dcco¡rc d¡s lcis da física nuclea¡, Näo posso ilusuar mclhor I intcrco'
nexã-o de lodos os acoolecimentos <ta nalurez¿, a rgde fo¡lclnenle ligada das leis da físíca, do quc rnoslfando

o mapa de abundância dos elementos c¡n nossa regialo do univc¡so (vcja figuru l5'l ). Carla n¡íxin¡o e n¡lnitno

na curva de sbundinciô cortcspontlc a unur pcculiarid¡de da di¡¡imica nuclcar, aqui un¡a can¡ada fcchada, ¡li
uma ¡ha scçâo dc choguc de nêutrons, ou u¡¡ra baixa crrergia dc ligaçaio. Se a ¡essonância dc 7þ5 MeV no

ca¡bono ¡río cxistisse, cnlío, dc scordo con¡ tlolyc i S:rlpcrcr, pralicamcnte ncnhum c¡rbono tetit 1øg
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provavelmente não nos æria possível contemplar estes problcmas. Cada vez que sondamos a natu-

lfi'îL¡"'æ,uaando I estrutura dos.núcleos, scþ aprendendo. sob¡e macromolécil.l.:b1ryi::li.:::
Ï"-r*.rî,r *Ut. estrutura dos ólidos - *n,pi. óbt.to, aþuma pa.rte essenciÂ¡ deste grande universo"

äTi-¡.¿" de .,p¡oblcms of Nuclcar Structu¡e", de Victor Weisskopf, P¡sysics Today 14:7, 1961.)

I5.2 TIMA VISÃO GERAL DE AI,GIJMAS PROPRIEDADES NUCLEARES

Iniciarernos nossa análise feçoldando rapidamente aqu¡lo que aprendemos sobre os nú'

cleos durante o estudo de átomos e moléçulas; inclu¡remos também no s informações que são

aliás, em grande Parte, obtidas a part¡r deste estudo. Começaremos com uma aPresentaÉ'o su-

.in6 ¿.6æ novas infonnações e posteriormente discutiremos em detalhes cada uma delas:

l. Aprendemos (Capítulo 4) que a massa de um núcleo é apenas levemente inferior à mas-

sa de t¡In Àtomo contendo esse núcleo. Assim, a massa nuclea¡ é aproximadamente igual ao nú-

mero inteùo.á mult¡plicado pela m¡¡ssa de um átomo de hidrogênio, ou s€ia,/4 vezes a massa

de um próton, o núcleo de um átomo de hidrogênio, O número z{, chamado ruimero de nuss'

J o ¡nti¡ro mais pfóx¡mo do peso atômico do átomo contendo o núcleo em questão. Também

spfendemos (Capítulos 4 e 9) que a carga de um núcleo é exatamente igual ao número øtômico

Z do átoro correspondent€ multiplicado pela carga (com o sinal trocado) de um elétron' ou

sej',, Z vezes a cafga de um próton. O número atôm¡co determina a Posição de um átomo na

tabela periódica dos elementos. Essa tabela (Capítulo 9) mostra que A ê aproxir¡adamente igual

aZZ, exceto para o átomo mais abundante de hidrogênio, para o qual Z =,4 = I '
2. Análises de espalhamento de partículas a por núcleos correspondentes a valores de z{

pequenos (CapÍtulo 4) mostraram que os raios de tais núcleos são ligeiramente inferio¡es a l0F;
o raio utilizado nestes trabalhos é definido como sendo a distância entre o c€ntro do núcleo e o

ponto em que o potenc¡al sentido pela partícula a começå a se afastar de um potencial coulom'

bi-o. Ar,álises da ta¡<a de emissão de partículas c por núcleos radioativos possuindö ,{ elevado

(Capítulo 6) indicaram que os raios destes núcleos, definidos da mesma maneria, sÍfo aProxima'
.damente iguais a 9 F. O símbolo F representa uma unidade de comprimento, ehzmada fetmi,
usada em física nuclear. Seu valor é

1F=lxl0-rsm (ls-r)

Observe que este comprimento, caracterÍstico dos núcleos, é cinco ordens de gandeza inferior

io comprimento I ,{, caracterÍstico dos átomos (l Â = I x l0-to m).

j 3, Ta¡rto as anátises de espalhamento de partÍculæ qu¿rnto as de emisão de partículas a

'mostraram que, além de uma força coulombiana repulsiva, existe uma lorçø nuclear que é

atrutiva, agindo entre qssas partÍculas e os núcleos. Outra conclusão obtida é que I força nuclear

é de cwto abønce, isto é, ela atua de maneira apreciável somente sobre uma distância infe¡ior
a l0 F, As análises também indica¡am que a força nuclear é ¡ntenv, comParada à força coulom'

biana, pois ela predomina sobre esta - que é repulsiva - produzindo uma força resultante, etra'

tiva sob¡e as pa¡t ículæ que se encontr¡rm muito próximæ do núcleo' Experiências recentes

'envolvendo o espalhamenio de prótons por prótons mostram que o alcanæ das forças nucleares

é da ordem de 2 F e que o vator da energia negativa associada a uma força atrat¡Ya é aproxima'

da¡ncnte l0 vezes maior do que a energ¡a coulombiana quåndo os dois prótons se encontram

æparados por essa distância. Além disso, experiências relat¡vas ao espalhamento de prótons por

nêutrons indicam que a força nuclear é ìndependente da carga. Isto significa dizer que a força

.ûuçlear entrc prótons e nêutrons é a mesma que aquela entre prótons e prótons ou aquela entre

nêutrons e nêutrons (exceto pelos efeitos relativos ao princípio de exclusão gue existem so'

lluntç nos dois últimos casos), Embofa as exPeriências de espalhamento - que fornecem uma
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prova experimental direta sobre a independência da carga das forças nucleares - sejam relativ¡.

mente recentes, já se supunha desde longo tempo qüe a força nuclear tetia essa propriedade sir¡.

plifìcadora. Trataremos de experiências envolvendo espalhamento no Capítulo I 7; discutiremos

posteriorrnente algumas outras evidéncias relativas à independência de carga no presenle capÍtu.

io e também no Capítulo 16. ^Até esa ocasião, suporemos que as forças nucleares sá'o indepen.

dentes da carga. Finalmente, deve ser mencionado que a força nuclear é incomparavelme¡1E

mais intensa do que a força gravitacional; para o cæo de dois prótons separados por uma dis.

tância inferior a 2F, a ttzÃo enúe os valores das energias associadas com a força nuclear e com

a força gravitacional é da ordem de 1040.

4. Já foi mencionado (Capítulos 8 e l0) que os núcleos têm momentos dipolares magné.

ticos. Eles sfo gerados pelos momentos dipolares magnéticos intrínsecos dos prótons e dos

nêutrons e pelas correntes que circulam nos núcleos devido ao movimento dos prótons. Os mo.

mentos dipolares magnéticos nucleares são estudados através dc um equípamento de espectros-

copia ótica de altfssima resoluçlo capaz de medi¡ o desdobramento híputìno dos n weis de ener-

gia do átomo resultantes da interaçâ'o desses momentos com o camPo magnético produzido

petos elétrons do átomo. O valor da energia de inte¡aç5o & depende da orientação do momen.

to dipolar magnético nuclear no camPo magnético interno e é dado pela equaçío

Ñ= CIIU+ l)-t(t+ l)-i0'+ l)l ( l 5-2)

ondc ,', i e/são números quânticos que especilìcam respectivamente os valores do momento an-

g¡lar eletrônico do átomo, do momento angular do núcleo e do momento angular total. Esta

equa$o é andloga à (10-15), que descreve a energia de interaçã'o spinórbita atómica. A cons

tante'Cé propoicional ao valoi do momento dipolar magnético nuclør g. Medidas de AT,e
conseqüentemente de C, mostram que, para todos os núcleos, ¡r é da ordem do magnêton nu'

clear pn, Esta quantidade é

Ir, =*= 0,505 x to-26 A'm2 = lo-3,u0 ( l s.3)

onde M é a massa do próton e g¡ é o magnéton tie Bohr. Medidas do desdobramento hiperfino

também mostram que o sinal do momento dipolar magnético nuclear (que índica a orientaçifo

relativa entre o vetor momento dipolar magnético e o vetor momento angular do núcleo) é psi'
tivo (paralelo) em alguns casos e negativo (antipa¡alelo) em outros. Núcleos cnm A e Z parcs

têm ¡ç --0.
S. O núrnero quántico r'correspondente ao momento angular total do núcleo, usualmente

chamado de spín nuilear, pode éer obtido pela simples contagem do número de níveis de ener'

gia de um multiplete do desdobramento hiperfìno. Se o multiplete estiver associado a um valor

ãe i superior ao de f, então / pode posuir ãi 4 I valores diferentes, o que implica na existência

de 2i + I níveis de energia diferenies. Foi constatado que i é um número inteiro pafa núcleos

deApar,quei=0t"ifortambémparequeiéumsemí-inteiroparanúcleosdeAímpar'
O valor / do momento angular total ào nrlcleo relaciona'se com i através da expressfo í. =

l¿?ftTljtr O momento an-gular total de um núcleo é formado pelos momentos angulares in'

trínsecos de seus próton, .ieutront e também pelos momentos angulares orbitais devido ao

movimento destæ partículas dentro do nrfcleo, Deve ser ressaltado que em física núclear a pala'

wa spin freqüentemente ¡efere*e ao momento angttlar totol do núcleo, enquanto que em físio

etômica esse termo é usado apenas Para designar momentos angulares intrínsecos. Quando hoU'

ver possibilidade de uma coniusâo, usaremos a terminologia momento angular de spin, intrínse'

&4

odcria a um cariitcr dc simctria qut niio é o obrcrvado.
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þ, (s) ao referirmos à componente do mo¡trento angular de uma parttcula que nã'o sc relaciona
rTæm o momento angular orbital (por exemplo, o número qurintico do momento angular de spin,
',lrintrínseco, dos prótons ou dos elétrons d dado por s = t/2).

6. O carãter de simetria da autofunção de um sistcma formado por dois ou mais núcleos

da mesma esffcie (Capítulo 9) está intimamente Iigado ao spin de um núcleo. O estudo dessa

si¡netria é feito através da andlise dos espectros de moléculas diatômicas contendo dois núcleos

idênticos (CapÍtulo I 2). Constatou-se que se o número quântico f ¡elativo ao spin desses núcleos
for i¡teiro (nricleos de I par), eles correspondem a um tipo simétrico, ou seja, s!Ío bósons; se

I for semi-inteiro (núcleos de A ímpar), correspondem a um tipo anti{imétrico, ou seja, s¿fo

férmions. Tais espectros moleculares propiciam também medidas independentes de i, permi-
tindo uña confirmação dos ralores obtidos através do desdobramento hiperfìno.

7. Como vimos anteriormente, os núcleos são formados por prótons e nêutrons. O néu-
tronéwa partícula sem carga elétrica e, em rela$'o ao próton, de masa bastante próximae
com exatamente o mesmo momento angular spin intrínseco e o mesmo caráter de simetria
(s = ll2, anti-simétrico), um núcleo com número de massal e número atôrnico Z contém A
n(tcleons, uma palawa usada para prótons e nêutrons, dos quais Z são prótons e A-z sÍo nê.u-

trons. Essa regra conduz obviamente a uma massâ e a uma cårga em concordâncía com o visto no

item l.
Antes da descoberta do nêutron, pensava*e que um núcleo de número demassal enú-

mero atômico Z contivesse I prótons e A - Z elét¡ons. Esta regra também está em conco¡dân-
cia com o item l, mas nós virnos que a energia de ponto zero é irrealisticårnente alta æ uma
partícula tão leve como um elétron seja confinada numa regiâ'o tão pequena como a de um
nricleo (Capítulo 6). Além disso, o spin e o caráter de simetria de núcleos compostos por
prótons e nêutrons esta:o, em todos os câsos, em concordância com as medidas descritas nos
itens5eó.ParaosnúcleosnosquaisAépareZéímparesupondo*equeelessejamformados
pr prótons e elétrons, constata-se que o spin e o caráter de simetria nâo se encontram em

,1.1,. æncordáncia com tais medidas.

EXEMPLO I5.I

O número de massa c o númcro atômico do núclco corrcspondcntcs å r'¿riedadc mais abundante do
togénio sá'o: A = l4 e Z = 7. Os valo¡es medidos do spin nuclear e do caráter de simctria desse núclco sai:

l= t, simétrico (vcja exemplos I24 e l2-5). Mostre que o spin eocarálerdesimctria nãocstifocmconcor-
com a hipótcsc de que os núclcos contôm / prótons e A - Z eléttons Mostre também quc estrlo em

com a hip<ítese de que os núclcos contêm ,4 núcleons, dos quais Z saio prótons e,4 - Z sfo nôu-

Sc o núclco conlivesse l4 prótons e 7 clétrons, conlcria um númcro ímpar dc partículas (14 + 7 = 2f ),
elas possuindo númcros quánticos semi-inlciros pata o momcnto angular dc spin, intrÍnscco (todas

Glas têm s = l/2). As rcgras de composiçâo de números quánticos dc momento angular aprescntadas na seça--o

E'5deixam cla¡o que, tenham ou ná'o cssas partírculas um momcnto angularorbilal.onúmcroquánt¡cocor-
tespondente eo momcnto angular tolâl de cada uma delas sc¡á neceseriamcñtc scñi.inleiro, poís os númcros

icos do momento angular orbital ø--o scmpre inaciros. ,\ssim, para um núclco contendo um número ím.
dcssas parlículas, o núme¡o quântico do scu momcnto angular lotel se¡á tambóm semFinlciJo. Em outlas

o spin nuclear do núclco em qucstaio sc¡ia scmi-¡ntc¡ro, em dcsacordo com os ¡esultados cxperi-
Ìrentais.

Com base na discusâo da scgio 9-3, pode-se concluir quc o ca¡íte¡ de simclria dc um núcleo contendo
númcro ímpar de partículás anti'simótricas é necessarianrcntc anli-simétrico. 

^ 
rezão disto é quc uma tro-

c¡ dc índiccs dc dois desses núctcos corrcspondc a um númcro ímpar dc lroca de índiccs das partículas

-lnti'simét¡icas. Â autofunçfo totdl do sistcma fica cnta-o afclada de um sinal ncgal¡vo, provenienle de uma

hf ioten.i, rr;;r ;" ;;;;; ìrri, o qu. mosrre quc cta é anti*imdrrica. NovamcntJvcmos'quc o núctco de ni.
ìii,lmgônio nío pode scr formado por l4 prótons c ? clóttons. pois um númcro ímpar de partículas correrpon-
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se o núcleo contivesse 7 prótons e 7 nêutrons, o númefo total de Paftículas sefia 14, um número p¿¡.

Como os nêutrons têm o mesm'o.momento angular spin intrínseco e o mesmo caráter dc simetria que g¡

prótons (ou elétrons), vemos que o núcleo deve¡á sef simétrico porque numa t¡oca dc índices de dois núcleo¡

ã autofunção total se¡á 
"feradå 

por uma potência par de menos um, ou seja, pcrmanece inalterada' Seu sp¡¡

nuclea¡ deve¡á ser inte¡o, po¡, ,i¡1-rirt"tà formadõ por número par de partículas possuindo númcros quân¡¡

cos de momento angulår de spin intfínseco semi-inteilos pfecis¡l ter um número quântico de momento anSu'

la¡totalinte¡fo.Ambaspredigõessãoconfumadaspelosresultadosexpcfimentais.^

Alguns anos antes da suâ descoberta, Rutherford sugeriu a existência de uma partícula

possuind-o as propriedades daquela que agora chamamos nêutron. Pesquisadores começaramen'

ieo a plane¡ai eiperiências Para detectá'la. Tal empreendimento era difícil porque' possuindo

carga ;þtri;a ndã, o nêutron não ionizå facilmente os átomos em sua Passagem através da mÂ'

tériá e a maiof pafte dos sistemas de detecs'o de partículas depende de uma ionização' Em

1932, Chadwick foi bem sucedido ao detectar nðutrons emitidos por núcleos de berilio quando

estes eram bombardeados por partículas provenientes de uma fonte radioativa' Ele usou um

contador Geiger atrás de uma camada de parafina. Os néutrons aolidem com prótons na Pata'

fìna, transteriído uma fraç5o aprcciável de sua energia cinética. Os prótons então penetram no

coniador Geiger, ondc são contados com.bastante eliciência Pois são partículas carregada$e

muito ionizanies. O esquema experinrcntal ó aprcscnta¿o na fìgura l 5-2.

,l;onlc 
a

("1F-=lH.ilrr__-l
Folha ,/

de bc¡ílio

FIGURA l5-2. Uma reprcscntaçio csquenr:ítica do disPosit¡vo exPcrÛnental usado por chadwick na desco'

berla do nêutron.

g. Muitos núcleos não têm uma forma esférica, assemelhando-se mais a um elipsóide, '4s

primeiras evidências deste fato vieram com as medidas pfecisas do desdobramento hiperlìno dos

niveis de energia dos átomos constituídos por esses núcleos' se a separaso hiperfina depen'

desse excltsivamente da energia correspondente à oricntação do momento dipolar magnétiæ

nucleaf no campo magnético ¡nterno do átomo, como foi suposto em (15-2), a analogia com

(10-15) para a i;teração sphórbita implicaria que os desdobramentos hiperfìnos nos esquefnas

de níveis de energia atômica obedecessem a vmr rcgrø tle intenalos do tipo da de L¿ndé (10'l 6)'

Entretanto, desaiordos aest. ,r!rr foram observaldos no desdobramenio hiperfìno de muitos

átomos. Tais desacordos indica¡i que Pafa esses átomos o desdobramento hiperfìno ê pucial-

mente devido a uma ¡ntefâFo eléirica entre uma distribuição elipsoidat da carga nuclear e-o

campo elétrico atômico. lsto signifìca que nesses átomos a energia ãepende tanto da orientação

da distribuiçã'o de carga nuclear elipsoidal no campo clétrico interno do átomo como da orien'

tação do momento dipolar mag[ótico nuclear no canìpo ma8nético interno do átomo.

O desvio observado da distribuiçao de carga nuclear com relaEo a uma s¡metria esféric¿

é repreæntado pelo momento qwdrupolur cléftico nucleal q. Como é ilustrado na ligu¡a l5'3'

4 ) 0 significa que a distribuiçfo dc carga elipsoirtal ,, .n.oniru alongada na dircção dc sçueixo

de Simetria, Sendo quc uma alongaçÍo ntaior corresponde a vatores maiores de q' Pa¡s 4 ( 0-'

a distribuição de carga elipsoidal se Lncr¡rrtr¡ aclu¡tada na rlireç,ifo ¡le seu eixo de simetria, sendo

(A6 Ø'Ì

urn achatamento maior corresponde a valores de q mais negativos. Uma definiçalo nrais pre-

,jå* ¿, S será dada na seção I 5-l 0.

ì¡ para núcleos com spin i 2 l, as medidas de desdobramento hiperfino mostram que exls'

rem casos apresentando momento quadrupolar elétrico q ) O e também casos aPresentando

):2õ. fnttãt"nto, para núcleos com i= 0 ou i= l/2, estas medidas sempre indicaramq = 0;

lrto ¿, nrnt u. desvio da forma esférica foi observado por estas medidas nesscs núcleos' É fácil

q<0

FIGURA l5-3.Esquerda: Uma distribuiçaìo dc carga alongada correspondcntc a um momcnlo quadrupolar q

: positivo (forma de uma [¡ola dc futcbol anlcricano). DireitoiUmL distribuiçalo dc carga oblon'
ga (fo¡ma de um comprimido) corresponde a um momcnto quadrupolar negal¡vo. Ambosos
clipóides são simétricos cm rclaçaÌo ao cixo quc contóm scus ccntros.

ver por que razão um núcleo deverá ter uma forma esférica se tiver um spin nucleai nulo. Com

efeito, se o spin nuclear for nulo, nâ'o haverá uma orientação Particular no espaço Pois não há

ium vetor momento angular total que necessite manter uma componcnte constante em uma

dada direçã'o. Podemos pensår que o núcleo percorrer em uma rápida sucessão, todas as possí-

':,iiveis orientações no espaço. Assim, mesmo que ele não seja esférico na realidade, não podería-

rlmos constatar isso através de medidas de desdobramento hiperfìno porque estas medidas, assim

Como a maioria de outros efeitos observáveis, dependem apenas da média no tempo da forma

ngclear. Dito de uma outra maneira, a maioria das medidas não tem uma resoluçá'o em tcmpo

para detectar uma forma nuclear instantánea. Entretanto, medidas baseadas em rea-

nucleares têm. Como será discutido no próximo capítulo, estas medidæ mostram que mui-

núcleos com spin nuçlear ¡ = 0 sao realmente não+sféricos, embora isso não possa ser de-

nado através do desdobramento hiperfino. Argumentos de simetria mais complicados

que os núcleos posuindo spin nuclear i = | 12 também são observados como esfé¡icos

medidas de desdobramento hiperfino ou outras que utilizem uma média no temPo'

Os maiores valores de q foram encontrados para núcleos na regiâo dos elementos de terra

No caso extremo estudado, a distribui$'o de carga elipsoidal é tal que o eixo maior coin'

com o eixo de simetria e excede de 30% o eixo menor. Contudo, para núcleos típicos com

Þ l, a diferença entre os eixos maior e menor é de apenas alguns por cento' Dessa forma, na

maior parte das análises, a hipotese que os núcleos típicos são esféricos é uma boa aproximação,

r'm particular porque mais da metade dos núcleos possui i = 0, aparentando justamentè serem

5.3 FORMAS E DENSIDADES NUCLEARES

;r Iniciarc¡nos unla discussão pormcnorizada dos núcleos analisando os resultados das me-

didas de suas formas. As medidas mais diretas c precisas envolvem experiências de espalharirento

de elétrons, {c energia cinética de várias centenas de MeV, por alvos de pequena esPessura con'
:lrtenCo átonìos cujos núcleos desejamos estudar. Como as forças nucleares não atuam sobre um

I
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I
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tal com o núcleo, n¡m proc¿sso análogo ao espalhamento de partículas a pelos nl¡cleoS

*çÃo 42). Por essa razão, mcdidas de espalhamento de elétrons derrcm æ¡ capazes de fomecs¡

informações sobre a distribuição de carga nuclear como Por exemPlo sobre a sua forma. Natu.

ralmente, êssa distribuiçáo de carga refere*e apenas å distribuifo de prótons no ntlcleo, ¡¡,
muitas outræ evidências adicionais indicam que os nêutrons t€m a mesma distribuiSo que ot

prótons.
Este métorto pode ser entendido como se usássemos um "microscópio eletrônico" pa¡

.ter" e distribuiçâo de carga, O que é na realidade visto nlfo é propriamente a distribuiçfodefri

carga c sim uma figura de difraflo produzida pelo espalhamento da função de onda do elétron.l{

Qualitatiramente, nós sabemos que a seParaçfo angular 0 entre mín¡mos adjacentes da figu¡a

de difração dcvem obedecer a relafo de difrafo usual (veja Capítulo 3)

À0--

clétron, seu espalhamento é deyido à suâ interaçáo coulombiana com e distribuição de csrSä

ctear. Um clétron dæviado de sua trajetória de um ángulo apreciável tert uma única colisfo û

onde L é o comprimento de onda de de Broglie do elétron e ," é o raio da distribuição de carga.

Assim, a medida de 0 dá imediatamente um ralor aproximado de ¡' pois )\ pode ser calculado

a partir da aneryia cinética do elétron, que é conhecida.

E (EMPLO t5.2 ).:

Elétrons de energia cinética K = 500 MeV são espalhados por um alvo, cujos núclcos possuem uma dis' ilÌ

tribuiÉodccargaderaior,,produzindoumafrguradedifraça-oondeaseparaiâomédiaentreosmínirnosé vi

de O = 30'. Aralia¡ /.
Em primeiro lugar, precisamos dcleminâr o comprimento de onda de de Broglie a Pa¡tiÎ do momento

lincar p do ctétron. Cãmo a energia rotal f dos elét¡ons é muito meiot que sua energh dc tepouso moct =
0Jl MeV, devemos usar expressões relativílicas que salo válidas nesse limite

500 MeV l,
=-x = 2,7 x lO-rt kg-m/s

3 x l0¡ m/s 6,2 x l0r¡ MeV

A reht'o dc de Broglie fornece

hÀ--
p

6,6 x 10-¡ Jt
; 2'4 x l0-rr m

2,7 x l0-tt kg'm/s

Transfo¡mando 0 em radianos e utilizando (15{), obtemos

À
Ì) =-

0

2.4 x l0-rt m

=æ = 4,5 r lo-tt m=4,5F
0,53 rad

para um ralor ap¡oximado do raio da distribuiçáo de ca¡ga.
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Umâ detefmlnãçIo preciu da distribuiçf,o de carga nucteer pode sel obtida se as formäs

r!æ figr¡ras de difração sfo analisadas quantitatiumente. Para isto é necesário adicionar es Par'

¡r¡s da funçeo de onda do elétron que forem espalhadas por cada regiâo do núcleo, ponderadas

ror ume densidade de carga suposta pãra essa região, e lerrando em consideração as diferenças

äc fæc que produæm interferências construtivâs ou destrutivas segundo os diferentes ángulos

ds figuia de difraçfo. A distribuiçfo de carga suposta é entfo mudada gredatÍvamente até que os

fcsdtedos teóricos coincidâm da melhor maneira posslvel com a figura de difraçfo medida.

Constatou+e que este ajuste é muito sensível aos detalhes da distribuiçfo de carga de tal forma

oü cla pode ser determinada mesmo se a fìgura de difraçfo apresenta apenas um mínimo. Este

tipo de anátise relaciona.se com os cálculos de espalhamento de Schroedinger unidimensionais

¿ó Capltuto 6. As difìculdades no presente caso s¿fo entretanto maiores devido ao caráter tridi'

mensional e Ìelativístico da análise e iambém devido ao tratamento relativista, que impllce no

uso de versfo de Dirac da mecánica quântica.'Por isso, limitar-nosæmos à apresentaç{o dos

fcsultados.
Na fìgura 154, mostra.se o dispositivo cxperimental rcado por Hofstadter e colabora'

dores para medir o espalhamento de elétrons de alta energia por vários núcteos. Os elétrons slio

produzidos em um âcelerador linear, que aparece parcialmente na fìgura. Seu funcionamento se

assemelha a uma versão em grande escata dos canhões de elétrons usados em microscópios ele'

trônicos ou em tubos de televisão. Os etétrons são espalhados por urÌra folha muito hna, cujos

átomos slo constitufdos pelos núcleos I estudar, situada no centro da câmera de espalhamento,

no interior da qual se fez o vácuo. Após o espalhamento, Os elétrons sâo detectados pof um

Absorvedor do feixe

Blindagem de concreto

Cámara de

espalhamento

FIGURT, l54.Um dispositivo experimentel usado para estuda¡ o espalhamento dc elétrons dc alta encrgia

por um alvo de núcleos. Somente um t¡echo do acelerador lineat de elét¡ons é mostrado. Na

ie¿lidade. o acele¡ado¡ é constituído por um tubo muito comprido, em cujo intcrior é feito

o vícuo e ao longo do qual campos dc radiofreqilência acclcram os clél¡ons até a cncrgia

deseJada.

i:r) l.
ii.i, i

.ij cspcctrômetro. o quâl determina também as energias cinéticas deles através do encurvamento

,j1 dæ trajetórias'deses elétrons em um campo magnético. Somente os elétrons espalhados elasti'

'1 ctmente são contados, isto é, aquetes cuja energia clnética é igual à dos elétrons do feixe inci'
dente menos uma pequena quantidade de energia absorvida no recuo dos núcleos. Essa condiçã'o
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g¿uante que os núcleos nâ'o sejam excitados neste Pfoc€sso, permitindo iue a distribuiEo
câIga de seu estado fundamental seja determinada.

A fìgura l5-5 mostra os resultados obt¡dos no espalhamento de elétrons de 420 MeV pe¡i
óC, um núcleo de número de massa pequeno. No eixo dæ ordenadæ, encontra{e a sego d€

choque diferencial de espalhamento do/dQ, quantidade definida em (4€) e que é

I0-¡

30" 40" 50" 60"
0

F¡GURÁ 15.5.4 distribuiçaìo angular dos elétrons cspallrados pelo 'C, correspondente a um feixe incidenþ

de 420 MeV, A grandeza usad¡ na medids do número de clétrons espalhados cm funþ do

ângulo de espalhamento ó a seça1o de choque diferencial de espalhamento dold{|, Ela é defini'

da em te¡mos d€ uma unidade de á¡e¿ normal¡ncnte usada em física nuclear denominada børn;

I bn = l0-ã cm¡. A cu¡r¡a é o melhor ajuste aos dados experimentais obtido através da análi' 1:

se de espalhamento descrita no texto.

ao número de elétro¡s espalhados em cada ângulo, Os pontos com as respectivas barras de e¡¡o

tepresentam os valofes exp€rimentais e a curya contÍnua representa o melhor ajuste exP€r¡nen'

tal deses dados obtidos na análise. A distribuiçÍo radial da densídde de carga nucteü pQ),

dcduzida desa distribuição angular, corresponde ao óC e é uma das cur\ås apresentadas ru fìgu'

ra l5-6.
Para uma dada energia dos elétrons ¡nc¡dcntes, as fìguras de difraçã'o obser\adas paranít'

cleos de número de massa.á mais elevado apresentam mínimos adicionais, cÀdl vez ma¡s Pró'

ximos entre si à medida que / aumenta. Fste fato, juntamente com a equação (154)' nos mos

trâ que o raio da distr¡buição de carga aumenta com o aumento dez4. Resultados quantitativ6
så-o apresentados na hgura I 5-6, onde as ctuvas representam æ densidades de carga p(¡) obti@
para um certo número de núcleos. Todas esas densidades de carya podem ser reproduz¡das com

basta¡rte precisâ'o através da equaçdo empírica
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FIGURA l5{. As densidades de carga de aþuns núcleos. A curv¿ referente ao óC corresponde à distribuição

angular aprcscntada na figura l5-5. O puâmetro a - correspondente ao raio a meia altu¡a -'
a cspes:iura superfìcial 2å c a dcnsidade dc carga no inte¡ior p(0) sa--o apresentadas pa¡a o ¡C.

cujos parâmctros a e ó ttim os valores

ø= l,ei ¡trrrlg-ts m=l,O1Att|F

å = 0,55 x lO-rs m=055F

(rs-6)

(ls-7)

núcleos, é constante no seu ¡nter¡or e Cå¡ rap¡damente a lr,rc na superfície nucleaf.
¡
i. Z.O raio, para o qual a densidade de carga possui a metade do valor relat¡vo ao ¡nterior do

iúclro, ar.rnta lentamente à medida que aumenta o número de nrlcleons .4 no núcleo' Mais

precisamente, o raio d é proporcional a r4 
l/1.

i ¡. A espessura da superfície nuclear é dada aproximadamente pela quantidade 2b' unø

..vez 
que . ..io, parte da variaça-o do fator ll1 + e?-ørlb] de um no,interior e próximo de

æfo no exterior, ocorre para quando r varia de a - b aa *-b,Ovalot2b daespessurasuperfi'

cial é aproximadamente o mesmo para todos os núcleos'

; 4. O valor p(0) da densidade de carga no interior do núcleo diminui lentamente à medida

que.4 aumenta.
i:.1:

5. Se fìzermos a hipótese de que a distribuição de prótons no núcleo é a mesma que a dis'

tribuição de nêutrons (eústem certas èvidências Para esta hit'tese), então a dens¡dad" l:::Y
p(r), que representa a densidade de prótons no núcleo, é a mesma qtß a densíd¿de de nass

l¡1(r), que àpresenta a densidade de iodos os núcleons no núcleo, exceto pof um fator propor:

ciona! a ZlA, razão entre o número de prótons e o núnero total de núcleons Pres€ntes no nú'

cleo, lsto é



z
p(r)o-îpMç)

Assim, o fato de p(0) decrescer quando I aumenta é intei¡amente devido à diminuiçâo ¡t¡
nzão ZfA quando I aumenta. (A tabela peródica mostra que Z/A = I 12 pan A = 40 enquarito

que ZIA = ll2,S para A = 240.) Isto indica que o valor no ínteríor da densidade denasst

Py(o) é aproxímadømente o mesmo para todos os núcleos.

EXEMPLO I5.3

Dctermine aproximadamenle a densidade de massa no inle¡ior de um núcleo,

Resultados aproximados podem ser obtidos facilmente obscrv¿ndo que e raza-o entre a densidade dc li
um núcleo e I densidede de um sólido, contendo átomos com o núcleo em questâo, é

f-volume do núcteo I
[ffiJ-"4.'.J

(lr{)

I

I

densidade do núclco

densidade da matéria solida

Pa¡â tódos os núcleos

¡äio do núcleo

,,iã-áãã- ro '

Por cxcmplo, o raio da camada exte¡na do átomo de 6C é lþeiramente inferior I 2 Ã= 2 x l0-ro m, enquan.

toqucoraioameiaalturadesuadistribuiçãodemassaoudecarganuclearéumpoucosuperiora2F=!¡
lO-rt m. Logo,

densidade do núcleo
- I0rr

densidade da maté¡ia sólída

Como a densidade tla maléria sólida é da ordem de lOt kg/m!, encontramos que a dcnsidadc de um núclæ -
tem o vâlor extremamente aho

densidadedo núcleo - l0rr þ/mr

As densidades dos núcleos são então aproximedamente l5 ordens de grandeza superiores âs densidada'
usuais do mundo macroscópico. Assim, nâo é iurpreendente que outras propriedades dos núcleos possam di.

ferir tremendamente das propriedades dos objetos macroscópicos. 
^

I54 MASSAS E ABI.'NDÂNCIAS NUCLEARES

Medidas bastante precisas de massas nucleares fornecem informaç6es sobre algumas das

propriedades nucleares mais básicas. Atualmente as mass¿rs de átomos possuindo un Z pafti'

cular, mâs possivelmente uma mistura de ,4, podem ser obtidas com vários algarismos signifiø'
tivos através de técnicæ quÍmicas e do conhecimento do número de Avogadro. Como amasse

de um núcleo difere da massa do átomo conespondente de uma quantidade conhecida, estes

técnicas possibilitam determinações precisas das mæsas nucleares. Entretanto, para as determi'

nações extremamente precisas que são necessárias no estudo dos núcleos, precisamos usâf 8lt

técnicas físicas de espectrometríd de massa ou de equilíbrío eneryëtico em røções nucleares'F*

tas duas técnicas fornecem informações sobre âs massas de átomos, de um particul 
^r 

Z e A.Des'
tas massas, as massas dos núcleos conespondentes podem ser determinadæ eliminando+e Z t¡t'

zes a massa do elétron. O equivalente em massa das energias de ligação eletrônicæ são suficien'

temente pequenas e podem ser desprezadas.
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io Entre os diversos tipos de espectrômetro de massa encorltra-sc o modelo Bainbridge,ilus.

tndo na lìgura l5-7. A lonte produz átomos ionizados de carga *Ze,de masse¡lGcomuma

æile distribuição de velocidades. Estes átomos ¡rcrcorrem no vácuo uma regifo onde campos

,l¿t¡.o r magnético cruzados agem como um filtro de velocidade, pois essa região só é total-

;ente atravessada pelos átomos cuja velocidade u satisfaz a eqrração

ZeE = BZeu

I

I

å,
;i:
,ì.1.

,:li

tii
í:l

,i,¡í,

'ìi
:11;

i{l
i::

ir)
i.'
i!¡

,0s termos da esquerda e da direita representam as intensidades dæ forças elétrica e magnética'

.que se opoem. Oi átomos possuindo a velocidade t)= EfB, após passarem pelo filtro' entram em

uma região de campo magnético uniforme, sob ação do qual descrevem umâ trajetórie semi'

circulaide raio R, incittindo finalmente sobre ume chapa fotográfìca onde produzem uma ima'

FIGURA I5-7. Um dispositiw usado para medi¡ massas etômicas. Pólos magnéticos acima e abaixo do plano

i do papel produzem r¡m cemPo magnético unifo¡me pctpendicular ao papel c abrangendo

toda àlegião no interio¡ da linha tracejada. Todo o conjunto mostredo encontfa{e em uma

câmara de r¡ácuo,

(1s-e)

þem. Â distância do diafragma .92 até a imagem é 2R, onde R satisfaz a equação

Mv2
BZeu =-

R

fo t.*o à direita é a massa vezes a aceleração centrípeta. Expticitando o \ã1or de M, temos

RBZe RB2Ze

'= , = 
u

,it A *rm atômica pode ser determinada a partir de medidas absolutas das quantidades presen'
!'j 

tes no segundo ,nembro de (15-9). Na prática, usam-se entretanto moléculas de vários hidro'

carbonetos para calibrar o aparelho sobre uma grande variaç5'o di massas em termos da massa
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de carbono, tomada conro padraïo. Â principal razlo dc se usar o carbono como padrao,6o
un¡dade, de massa é quc urn-grandc nú¡ùcro de difercntes hidrocarbonetos são conseguido5
sem dificuldades. Na realidade, a fonte de Íons produz automaticalnente alguns hidrocarbonetsl
ionizados, uma vez que elcs geralmente penetram nos dispositivos expcrintentais sob a fo¡ma
de óleo de bomba de vácuo.

Graças à técnica de espectronretriâ de nrassa, medidas extremanìente precisas poa.r ,"r'
feitas. Como um exemplo, rr¿¡nos considerar o núclco de 20Ca.o. (O índice superior antes do
sÍmbolo químico rePresentå o valor de Z;aquele dcpois do sínlbolo representa o valor del.j
A massa do átomo possuindo ese núcleo é dada por

trl,o ço,o = Q9,962589 t 0,000004)u

O símbolo u reprcsentå uma unidadc dc nrassa; cla é dcfinida cnì termos da cspecic predonú.
nante de carbono tal que

lloc,. = 12,0000000¿¡ (tS-10)

Outros exemplos dc massas atômicas sÍio encontrados na tabcla l5-l

TABELA l5-1. Massas Atômicas e Energias tle Ugaça--o

Energias de Ligaçâo enr MeV

Þ..,

I
q

i\'',i:'
.¡

.:

1 .1.

I

Massas cm u

Total

(^¿)

Por Núcleon

(^LlA)

on'
rHr
tH'
tHt
2 Hel
2 lleo
.lþe
óCt 2

EOt6

2eCU63

sosnl20
?a 

ìÀl 
¡ 6a

92 
u23 E

I

I

)
3

3

9

l2
l6
63

120

184

238

,,,
8A7
11)

28,3
58,0

92,2
t27,5
552
I 020
1476
I 803

I,I I

2,83
', <1

7,07
6As
7,68
7,97
8,75
8,50
8,02
7,58

r,0086654 (t4)
¡ ,0078252 (r l)
2,0t4t022 (!t)
3,0r60500 (!10)
3,0t60299 (!2)
4,002ó033 (!4)
9,0t 2t 8s8 (19)

r2,0000000 (!0)
15 ,9949t5 (r I )
62,929594 (16)

il9,902t (11)
r83,9st0 (r4)
238,0s0?6 (!8)

2

2

4
6

8

29
50
74
92

Usando o primeiro espectrômetro de massa, Thomson descobriu a existência de isóto.
pos em l9ll' Quando a fonte de Íons continha uma mistura de gases nobres, ele encontrou
uma imagemsobre a chapa fotográfìca relativa a uma massa correspondendoaA=20e tambén
uma imagem mais fraca correspondend o a A = 22. Diversos tcstes mostraram que ambas as irna.
gens eram devidas a um gás nobre, que só poderia ser o Ne, e cujo peso atôm¡co químico é

20'18. Ele interPretou esæs resultados sugerindo a existéncia de duas espdcies quimicanrente in.
distinguÍveis de átomos de Ne, chamadæ isotopos, uma com A = 20 e abundânc¡a relat¡va dg

6s4

f'

t':.
lil
',:

aproxr rnadame.n Î e I T 
e. o ut ra com'4 : 1'z : :.! y 9'11Ïli:Ï j: Ï::,'" #;ili,,iiä.ii.#;;" "il**íveis 

uma vez que tcm exatarnent: a.mesma eslrî::l1t;ln:::::ui:,t"ir¡ues¡'-"-- 'entemente' o mesmo z)'rws são fisica'
(os núcleos resP€ctivos têfn 1tltTi:T-g-ui:-ll1)t^1-'- -...^t^^- .^- rifÂrañrÞc ./ì ôq nÍrcreos
ËJ; À**ir.i, potq!'! têl diferentei T::1JJ* núcleos têm diferentes') 9;-iÌi]ti
ä'r'OOtnorio ¡. ,5o.'ro¡rzo, toNett . to¡.22; o segundo ocorre com uma abundância re'

UUo ¿. cerca de 0,3% e, por isso, não Pode ser detectado pelo dispositivo de Thomson' Todos

äirr UUr tipos de núcleos contêm l0 prótons, entretanto o prirneiro contém l0 nêutrons' o se'

oundo contém I I nêutrons e o terceiro, l2 nêutrons'
ó-'*06 

espectrômetros de mæsa modemos, empregando detectores extremamente sensíveis e

,osuindo uma resposta linear, possibilitam determinaFes precisas das abundâncias relativas

ñ, ,¿r¡or isótopos. Asim, por exemplo, as abundâncias dos isótopos de tO que normalmente

ocofrem na natureza sã'o:

EOró = 99,'159%

EorT - 0,037%

6OrE = 0,2M%

A
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FIGURA t5-8. Uma reaça:o nuclear na qual um núcleo alvo I é bomba¡de¿do Por um núcleo incidente ¿'

Após realizada a reaçalo, å núcleo ejetado å é emitido sob o ângulo 0 enquånto que o núcleo

resídual I recua numa direçío tal que o momento line¿¡ é conærvado'

Uma outra técnica de determinação precisa de ¡nassa, capaz de suplementar e verifìcar

resultados da técnica de espectrometria de massa, é o estudo do equilÍbrio (balanço) energético

,laq reações nucleares. Seja a reação nuclear

2He.+?Nr.+EO¡?+rHr (r s-l 1)

lJm núcleo incidente 2He' (uma paftícula a) interaqe com u¡ir núcte3atv9 tNrt para

produzir umnúcleo residtul agrz'. ut-n¿clæ eietado tHr (um próton)' Esta foí a primeira

¡eaç{o nucleaf produzida artifìcialmente e loi rcalizada em l9l9 por Rutherford a partir de

partículas s de 7,7 MeV de uma fonte radioat¡va. Atr¡almente, palículæ c de larga gama de

eneryiæ podem ær produidæ, por exemplo, por um gerador eletrostático Para que essa reaçfo

típica posu ær estuäada. Como é discutido no Apéndíce A, a mæsa e a energia cinética nã'o sã'o

conservadæ scparadaû¡ente nas reações nucleares. Em æu lugar, há conærva$'o da energia rela'

tiyíst¡catotal.f=K*mcz,ondeKéaenergiacinéticåealetraméusadaaquipararePresen'

6s5



taÍAmassaderepouso. Paraumcæogeral,ilustradonafìgura l5€,umnúcleoincidente¿in:
terage com o nricleo alvo A para produzir um núcleo residuel B e um núcleo ejetado å:

a*A+B4'b (t s.t 2)

Neste caso, a conservaç¿fo da energia relativrstica total no sistema de referéncia do laboratório
æ escreve:

(Ko * mocl) + m1c2 = (KB + mrc2'¡ + (Kb + mhcll (r s.t 3)

Observe que K¿ = 0 pois z4 æ encontra em repouso no referencial do laboratório. Devido ao

fato de poder haver uma permuta de energia entre a energia cinética e a energia de massa de

repouso, é possÍvel que a energia cinética fìnal K3 * K, seja maior, ou menor, que a energia

cinética inicial i(o. A diferença entre essas duas energiæ cinéticæ é denominada valor Qda ru-
ça-o. lsto é

Q=Ks+Kt-Ko

Usando (l 5-l 3), esta relaçâo pode ser reescrita

(r 5.t 4)

(r 5.t 5)

(r5-r6) ,

Q=(mr*mA-m6-m6)c2

Vemos assim que a medida do ralor Q de uma reaçá'o fornece informações sobre as mas-

sæ de repouso dos núcleos envolvidos na reaçÍio. O valor @ pode ser determinado através da me-

dida de Ko, K6 e Kg. Entretanto, a última quantidade é em geral difícil de ser medida. Esa difì-

culdade pode ser evitada usando-se uma relação proveniente da conservaçfo do momentum li-
near para elimúnar Ks de (15-la). Tal operação é fácil de ser realiz¿da no limite

Kolmoc2 1< I K6lm6c2 11 I Kslmscl 111

onde expressões tais como Ko = movf,l2 e pa = maua podem ser usadas. Asim, o valor Q da rea-

çlÍo é, no limite não relativístico

/^^\/t-\2
Q = Kt ll +-i l- K" lt - 

o 
| -:(x"xtmom6)ttz æs0-\ mal -\ msl ms

onde d é o ângulo de emissão do núcleo ejetâdo, definido na fìgura l5-8. Aexpressã'o (15-16)

possui precisão suficiente para que possa ser empregada na análise de reações nucleares nas

energias em que a maioria das experiências foi efetuada.

Na expressão (15-15), as massas que devem ser usadas sâ'o as massas de repouso dos nú'

cleos z4 e B e as massas de repouso dos núcleos completamente ionizados a e å. Entretanto'

dentro da precisão imposta pela aproximaçã'o de dcsprezar o equiralente em massa da energia

de ligação do elétron, essa expressão pode também ser escrita

Q = (MoI M¡ - Ms - M¡)c1 (15'17) i

onde o M maiúsculo corresponde ås massas dos átomos neutros. Esta segunda relaçeo foi obtida

a partir da primeira somando*e (Za + Z/l)mcz aos doís primeiros termos e subtraindo+c

6s6

Iì g, + Z¡\^r2 aos dois últimos, onde ntcz é a massa de repouso de um elétron. Esta operaçáo

é válida Porque a relação

Zo+ZA=Zr+Zo (r s-r 8)

dcvc ser vdlida em qualqucr reaçâo nuclear para que haja conservação de carga.

EXEMPLO I5.4

Na rcaçalo dc Ruthe¡fo¡d (15-l l), bombardcía-sc um alvo formado por núcleos de tNt' com núcleos

¿srllc'(partículaso)dccncrgiacindlicaKa='1,70 McVparaproduzirnúclcos¡csidu¿isderOrt,apósa

ejcçã'o dc núcleos de tH' (prótons). Observa-sc que os prótons cmitidos a 90", cm rclaçalo à direçâo do feixe

incidcntc dc partículas d, possuem uma encrgia cinética K¿ = 4,44 MeV. (a) Dct€rminc o valor Q da reaçâo.

(b) Usc cntâo estc valor para detcrminar a massa atômica do 'Or cm funçalo das oulras trôs massas etômicas

¿¡volvidas na rcaPlo.
(a) Uma vcz que o ångulo de cmisralo ó 0 = 90", (15-16) simplifica-sc cm

/ .¡\ /. .o\
Q = Kr lt +---" ¡-Ko ¡r --¡

\ 'nal \ ^s/
Com prccisaio suficienlc, podcmos considcrar mblmB, :-azîo cntrc as massas do núclco ejetado e do núcleo

residual, como scndo l/l?; podemos também considc¡ar mo/mg, tazalo entre as masErs do núcleo incidente

e do núclco residual, como sendo 4/17. Ássim,

Q = Kút + l/l?) - Kd(J - 4lt7)

= l,06Kh-0,765Ka

= 1,06 x 4,44 IlcV - 0,765 x 7,70 lvlcv =-1,18 McV

(b) Âs massas atômicas cnvolvidas na rerçío rclacionarn-:¡ com o valor Q dividido por ct, ou seJa,

Q I,l 8 McV

7-- c

Para exprimir cste valor em unidadc de massa, uliliTåmos a rclaçío

uc¡ = 931,5 McV

que corresponde à energia dc massa dc rcpouso dc uma partícula de massa de rcpouso I u. Logo'

Q l,l 8 MeV ttc'
x-= -0,00127u

ct c' 931 ,5 MeV

De acordo com (15-l?), a massa atôm¡ca do rOt" podc ser expressa em funçalo das out¡as massasalômiqs

e do valor Q/c'1 :

o
MrO,, = Mrll", * M,Nr, - M,H, -:= MrH", I MrNr, - MrH, t 0'00127u

Conseqüentemcntc, a massa alômica do !O'' podc scr dctcrminadâ a partir do valor 0 obtido experimenlal'
mcnte, se as outras massas atômicas sar-o conhcc¡das com precisão. ^

A análise do equilíbrio encrgético em um grande número de reações tem fornecido resul.

tados que são usados para vcrificar com precisá'o os valores obtidos através da esPectrometria
de massa. Além disso, o aconlo entre esses dois métodos propicía a confirmação mais preciw'de
teoria reldtivística tle massa e energia, sobre a qual se baseia ó método do equilíbrio energético.

657

)

.)

ì

l ':..

ii



'Þ

Þ
h
'l
\

,)

;

.;a

\

I

b

h

A tabela l5.l aprcsenta a massa do nêutron c tantbirn algumas das inúmeras nrassas atômic¿5

que foram determinadas com cstes métodos. Vanros agora estudar como se pode extrair infor
mações sobre os núcleos a padir dc nlcdidas prccisas de suas massas.

EX.EMPLO I5-5

Use os dados da tabcla l5-l p¿¡a conìparar ¡ nlassa do ítomo tllc' conl a soma das ntrssas tlc suas

partcs consiituintcs.
A massa do áto¡no de ¡ lle' é

11,,", = 4'0026033u

A mass¿ de suas partcs constituintcs é a so¡¡ra da ntassr dc dois átomos dc rllr com a massa de dois nôutrons;

isto é

2M,lf, + 2Mor' = 2 x l'00'18252u + 2 x l'0086654s

= 4,0329812u

TantoM¡I{e. quanto 2rV,rr, +2ltlon, contêmamassadcrcpousodedoiselét¡ons. lìntrctânto,aprùncira

é inferior à segunda da quantidade

aM = 4,0329812u - 4,0026033u = 0,0303?79u

Vcn¡os imcdiatamentc que cstc rcsu¡tado é uma manifcstaçío da cncrgia dc ligaçaìo do núcleo ¡ l{co. a

Para qualquer átorno, urn cálculo co¡¡r<-r o ilustndo no exenìplo l5-5 ntostrard que suir

ntassa é menor do que a soma das rnassas de suas partes corìstituintes de unia quåntidade AI/
denonri¡rada dcfeito de nßsv. A origenì dessa difcrerrça sc cncontra no núcleo e rra cquivaléncia

entre nussa e energia. Por exemplo, co¡ìsiderenìos qualquer um dos quatro núcleons do núcleo de
tllet. Como o núcleon se encontra ligado ao núclco de riuneira estável, precisa sc movimentar

enl a.lgunr potencial atrativo quc represcnte a atraçâ-o global dos outros três núcleons. Além

disso, para pern¡ånecer ligado, ele precisa ter uma encrgia negativa ¿'< 0. A situâção é ilustrada

na fig,ura l5-9. A energia necessária para rcmover o núcleon do núcleo, transformando{ em um

núcleon'livre de energia cinética desprezível €fiì / + @r é lâl. A energia exc€dente pode ser dis-

sipada através da emissão de radiapo eletromagnética. Inversamente, se um tal núcleon liwe se

aprox¡ma vindo de ¡ + æ paÍÀ combinar com outros núclcons na formaçâo de um núcleo,sua
energia precisa decrescer de uma quantidade ifi. A energia excedente pode ser liberada atra'

vés da enrissão de radiaçã'o eletromagnética. A mcsrna situação é válida para os outros núcleons

FIGURA l5-9.Uma ¡ePrcsentaça--o esqucmitica das encrgias potencial c total dc um núclcon em um núcl€o
de hélio. O potcncial sc cstcn¡lc alúnr di¡ distribuiç:r-o dc massa nuclcar por ulta rcgii¡--o da or'
dem do alcance da força nuclcar. dcc¡escendo cntÀ-o rapidamente a zeto.
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no núcleo. Vemos æsim que, qr¡ando um sistema formado por núcleons dispersos e liwes evolui

no sentido de form¿r um núcleo, a energ¡a total do sistema precisa decrescer de uma quantida'

ôa ò8, a energfu de lígação do núcleo. O decréscimo AE na energia total do sistema precisa, de

acordo com a teoria da relatividade,ser acompanhado por um decréscimo AM em sua massa'

onde

LMcz = LE (t s-l e)

para o ztìea, o defe¡to de massa é AM = 0,0303779u. Stu energia de ligação é, então AE =
LÌtlcz = 28,3 MeV, onde usamos a relaçã'o prática empregada no exemplo 154

lu x c2 = 931,5 MeV (l 5-20)

Bte valor de AE é apresentado na p€núltim¿ coluna da tabela l5-l . A últim¿ coluna da tabela

apresenta A,E/A, denorntnada energia médi¿ de ligag-o por núcleon, que é a energia de ligação

do núcleo dividida pelo número de núcleons nele contido. Pa¡a o 2Hea, ovalorde LEIAé
28,3MeY14 = 7,07 MeV.

Uma dæ ca¡acterísticas mais importantes de um núcleo é a sua energia de ligaça:o média
por núcleon. Esta quantidade é desenhada em funç5o deA na, figura l5-10. Os pontos represen-

þm dados obtidos. a partir dæ massas observadas. Observe que AE lA aumenra inicialmente com
iapidez, à medida que ,{ aumenta, mas pouco depois AE/r{ v, nuntém aproxinadamente cons-
l¿r¡fe com o valof

Af/,4 = 8 MeV ( l s-21)

Se cada núcleon em um núcleo exercesse a mesma atração sobre todos os outros núcleons,
I energia de ligaça--o por núcleon continuaria a crescer à medida que mais e mais núcleons fosem
acrescentados ao núcleo; isto é , AEIA seria proporcio nal a A . O fato extremamente importante

;. de que AE/A nÍo seja proporcional a A é devido, em parte, ao curto alcance das forças nu-

i- cleares. Uma explicação completa davturação das forças nucl¿ares,que é responsável pelo fato
i:. de AEIA ter aproúmadamente o mesmo rialor para quase toda a tabela periódica, será dado no

'rSÌ Capítulo 17. Esta saturaøo tem u¡n¿ certa analogia com a saturação de forças moleculares, em

Í$li'*. ligação covalente, mas as origens dos dois fenômenos de saturaçâo não têm nenhuma rela-

øo entre si, como veremos nesse capítulo.
'{ol;lj. Uma análise da figura 15.10 mostra que AE/A na realidade âpresenta um máximo aproxi-

nådamente a 8,7 MeV para A = 60, passando entfio a decrescer suavemente até cerca de 7,6

iti MeV para A = 240. Pode-se mostrar que este decréscimo é cauado pelæ repulsões coulombia-
.iii., næentre os prótons no núcleo. Uma conseqüência deste lato é o fenômeno delisø,:onuclear,
':"" no qual um núcleo de;l elevado, como o e2 U238, se fragmenta em dois núcleos de I intermediá-
:L' rio Porque os dois núcteos de ztl intermediário sã'o mais estáveis do que o núcleo de.á elevado.

' Use a fþura 15-10 para avaliar a diferença entre a encrgia de lþação de um núcleo de er U2¡r e a soma
das energias de lþaçalo dos dois núcleos produzidos no caso daquele núcleo se fissiona¡ si¡netricamenae.

_ A frgura mostra que a energia de lþaçã'o média por núcleon para um núcleo cuja masu seja da ordem

5Á=Z3Sê,=7,6MeY.Asim,¿energiadeligaçã-odonúc¡eoantesdafisãoé=238x7,6MeV=1810
UcV. A fbua tamÉm most¡a que a ene¡g¡a de tþaSo média por núcleon pua um núcleo cujo número de
uussa seþ îÆtca de A = llgll = ll9 é = 8,5 MeV. Entalo cada um dos dois núcleos formados após a fissão
¡iméuica tem uma energia de ligaçalo de = I 19 x 8,5 McV = l0l0'MeV. A soma de suas encrgias de ligaçâo
c 3 2020 MeV. Esta rc¡na é maior do que ¿ energia de ligaçalo [rnicial (1810 McV) de uma quantidade da
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ordcm de 210 Mcv. conscqücntcmcnte, o estado final (após a fissã'o) é mais cstável do quc o esttdo inici¡l

(entcs då fissâo) porquc a encrgie de ligaçalo toral é maior no cslado finsl' Como a cncrgia dc liSaçifo loltl

;;;;;;."r., å. zrö ru.v nrirrã'o, esu quantidade de cnergia é tíbcrr¿da. A maior pa.rtc dcla ó libcrad¡

;;';'l;;; ;. energia cinética dos dois núclcos produzidos na fissai. Em um rcatot nuclcâr csla enerSil ci'

nlii., ¿ ¿.er.¿r¿a eÃ cncrgia tdrmica, passando a constituif a fontc de polôncia produzida pclo rcåtûr' ¡

9

8

6
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FIGURA 15.10. As encfgias de ligaçã'o médies para os núclcos estáveis' A curva cheia é obtida a partir da

fórmula de massa semi+mpírica descnvolvida na seção l5'5'

Em uma fusalo nuclear, dois ou mais núc¡eos de.á bastante baixo se combinam pare

formar um núcleo maior, o qual Possui uma enefgia de ligação média por núclcon maior uma

\Ez que seu valor de I é mais pråximo do A = 60 correspondente ao máxi-mo de AEIA'Pode'

fíamos pensar que apenas alguns poucos núcleos cujos númefos de massa fosscm próximos de

A = @ pudesem sei estáveii, Isto neo é verdade porque existem outros fatores, que serão dis'

cutidos posteriormente, que inibem a fissão e a fusão'

Finalizaremos esta seção considcrando a distribuição dos valores de z e^de A relativos aos

núcleos estáveis, que é uma informaçao adicional obtida a partir de medidas efetuadas em espec'

trômetros de massa, os ¿a¿os ,lo .pr.r.nt.dos na fìgura 1s-t I ' Ct¿. núcleo estável é indicado

porumquadradocujaabscissaêonúmerodenêutronsN=A-Z(onúmerodenêutronsno
ntcteo¡ e cuja ordenada é o número atômico Z (o número de prótons no núcleo)' Observe que

para Z peqjleno existe uma tendência dos núcleos estáveis de possuir Z = N' Yeremos que isto

å ur. .oni.quência do fato dæ forçæ nucleares agirem simet;icamente sobre nêutrons e pró'

tons, uma vez que elas sa-o indcpendcntes da carga, como foi mencionado na scção l5'2'Parc

ralores de Z elevados, os núcleos estáveis tendcm a le¡ z 1ly'. Este é um outro efcito das fe'

pulsõcs coulombianas cntre os prótons, produzindo uma energia positiva proporcional a Zz 'Eß'

te efcito desfavorcce a pr.r.nç, de prótons em núcleos ðe z elevado mas não é importantc cm

núcleos de Z baixo,onde a tendência Z = N domina'

Existe uma tend¿ncia dos r¡úcleos cstávcis de possuírem Z par como também N par' Isto

pode ser constatado observando-se os dados <la tabela ts'2, a qual apresenta o númcro de

660

ç',¡ll, Fe Zn
,

llcl
''9 . Btt

¡úclcos estáveis de vários tipos. Veremos que a razão desta tend€ncia origina-sc no fato de dois

nritlaonr dameytwespcciescunircmfortcmcnteparaformarumpareintroduzjndo,cmconsc.

qüéncia, uma importante contribuiso à cncrgia dc ligaça--o nuclear'

o lo 20 30 40 so 60
N

FIGURA f5'l l. A distribuiçâo dos núclcos cstávcis'

TABELÂ l5-2. A Distribuicao dos Núcleos Btáveis

Número de

Núcleos Estáveis

100

40

30

20

N

par

ímpar

par

ímpar

par

ímpar

ímpar

par

par

ímpat

t66

8

57

53

ls-s o MoDELO DA GOTA LÍQtnDA

Empregarcmos o modclo da gola líqttida para o núclco,assim como as informações ob'

tidas a paitiidos dados sobrc as diitribuiçOcs dos valores dc Z. c A para núcleos.cstávcis, para

obte, ur^ fórmula para as massas dcsscs niclcos. Esta fórmula scrá cnl scguida utilizada em inú'

meras ocasiões durante nosso estudo dos nriclcos. O modelo da gota líquida.apóia'se em duas

propricdades que vimos sercm comuns a todos os núcleos, exceto àqueles de I muito pequeno:

60 70
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(l) æ densidades de masa no interior dos núcleos são aproximadamente as mesrÌl¡ts e (2) æ

enifgias totais de ligação são aproximadamente proporcionais às massâs nucleares po¡
AEIA = constante. Estas duas propriedades podem ser comparadas com outras análogæ, válidag

para gotas macroscópicas de algum I íquido incompressÍvel. Para tais gotas I íquidas de várias for.

mas, (l) æ densidades no interior são æ mesmas e (2) os calores especifìcos de vaporização sãq

proporcionais às respectiras massas. O sentido da segunda comparaçã'o está no fato do calor de

vaporização ær a energia necessária à fragmentação da gota em moléculas, analogamente à ener-

gia de ligação do núcleo. A fórmula de massa ærá aperfeiçoada graças ao modelo que será usado

para incluir outras analogias entre o núcleo e a gota líquida clássica, embora seja também neces-

sário ac¡escentar alguns termos na fórmula que descrevam certas propriedades nucleares que nfo
são de origem clásica.

O modelo da gota líquida trata o núcleo como urna esfera posuindo densidade constante

no s€u ¡nt€r¡or e que rapidamente decresce azerona sua superfÍcie. O raio é proporcionala

Atts ; z ârea da superfície é proporcional a Alt e o volume é proporcional a ,4. Como a masa

também é proporcional a A, que é o número de núcleons no núcleo, teÍios que densidade =
massa/volume e AIA = constante, em acordo com as medidas de espalhamento de elétrons.

A fórmula de massa é composta pela soma de seis termos

M2.a = fo(Z,A) + h(z,A) + hQ.A\ + hQ,A) + Í4Ø,A) + ÍsQ,a) (ts'22)

onde M2,4 representa a rnassa de um átomo cujo núcleo é definido pot Z eA- O primeiro ter.

mo é a rrustt'das poiles const¡tuíntes do átomo

foQ,A)= t,0Q78252 + 1,008665(A - Z) (r s.23)

O coefic¡ente de Z é amassadoátomo tHr emunidadesde masaeocoefìciente de(A-Z)é
a rnåssa do nêutron onl 

, nas mesr¡Es unidades. Os demais termos cofr¡gem com equiralentes em

massa as contribuições de diferentes efeitos à energia total de ligação do núcleo.

Entre estas cootr¡bu¡ções, as mais importantes sá'o repreæntadas Pelo termo de volume

Í¡(z,A)= -sr4 (rs-24]' )

Esta relaçâ'o traduz o fato da energia de ligação ser proporcional à massa do núcleo ou ao seu

volume, ou seja, ela descreve a tendéncia da energia de ligação por núcleon ser constante.0
te¡mo de volume está presente no tratamento de uma gota líquida clássica. Pelo fato de ser ne'

gativo, ele r€dr¡z a Íiâssa e, conæqüentemente, aumenta a energia de liga$o.
O termo segu¡nte é o de uperfície

tzQ,A)= +azAu3 (r 5-25)

É uma correSo proporcional à área superficial do núcleo. Como este termo é positivo, ele au'

menta a massa, reduzindo a energia de ligaçao. Para a gota lÍquida clásica, ele representa o efei'

to da eneryia de tensão supertìcial, com a seguinte ¡nterpretação: uma molécula na superfÍcie

da gota sente forças atrativas sornente dc u¡n lado, asirn sua energia de ligação é inferior àquela

de uma molécula no interior sob a ação de forças atrat¡vas de todos os lados, Em conægüéncia,

a imposição de que a energia de ligação total scja proporcional ao volurnc da gota superestirnaa

energia de ligação das moléculas superlìciais; urna correção proporcionâl ao númcro destas Í¡0'

léculas, o\.r da área da supcrfície, sc torna neæssária para reduzir a energia de ligação. Esta mes'

ma discussaA pode ssr feita no caso dq núcleo.
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O termo coulombiano é

Ele representa a energia coulombiana positiva de um núcleo carregado, com a suposi$o de que

sru distribuiçeo de carga é uniforme e de raio proporcional a .á r/3. Este efeito, devido às repul-

sões coulombianas entre os prótons, au[renta com a massa e reduz a energia de ligação. Um ter-

mo similar está presente para uma gota carregada de um I íquido clásico.
O termo seguinte t¡aduz uma propriedade específìca do núcleo. É o termo de assimetria

fc@,A)=*"t#

Í.(ZA)=*"r#

(ts-26)

(rs-27)

qræ exprime a tendência obserrada de se ter Z =try'. Obærve que ele é t*ro ga:ø Z = N=(A - Z),
ovsr.ia,Z = Al2, mas que é sempre positivo e aumentâ à medida qw os núcleos se afætam desta

condição. Isto é, maior o afætamente em relação aZ =N, maior a massa e menor a energia de li-
gação. A forma da expresão rsada em (15-27) é uma das mais simples possuindo estas proprie-

dades, mæ, além disto, também exprirne algumas justifÌcativas teóricæ envo¡vendo a indepen-

dência das cargæ das forças nucleares, como será visto mais adiante.
A tendência dos núcleos de posuirem Z e N pues é levada em consideração pelo termo

jeemparelhmento

(1s-28)

Este termo diminui a mass¡¡ se Z e ìy'são ambos pares e a aumenta se Z eJ{ sfo ambos ímpares.

logo, ele maxÍmiza a energia de ligaSo se Z e N são pares. Uma explicaç5o qualitativa sobre a

origem deste termo será discutída posteriormente;ele envolve propriedades quánticas sobre a

indistinguibilidade de partículas idênticas. Entretanto, a forma exata da fuul.$o Í(A) é usual'

s¡ente determinada de maneira a reproduzir os dados experimentais, Umitando-se a uma lei
tipo potenciag'o, o menor ajuste é obtido com

lÇ4)=asA u'

Considerando as expresões (15-22) até (l 5-29), temos

(l 5-2e)

Mz,A = |,OO7825Z + 1,008665(/4 - Z) - a¡A + a2A!3

+ a3z2 A tt3 + ao(Z - Alz'¡z n- t * (em u) ( r s-30)

Fsta expresâ'o é conhecida como lórmulø de nasv semi'empíriø porque os parâmetros
at, , . ,, øs sâo obtidos empiricamente através de ajustes às masæ medidas. Uma fórmula des-

æ tipo foi inicialmente desenvolvida por Weiæacker em 1935. Determinações dos parâmetros

= - 1(A)

fs(Z,A)=o

=+rØ)

se Zpar, A-Z=Npar
se Zpar, A-Z=Nímpar
ouZímpar,A-Z=Npu
se Zímpar, A-Z=Nímpar

(;Ð,,'-'"
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foram feitas em dirærsas ocasiões desde então. Um conjunto de velores eapazde fomece¡bons

resultados é

a¡ = 0,01691

¿z = 0,0191I

dr = 0,000763 (em u) (15-31)

a¿ = 0'10175

as =0þ12

Usando estes parâmetros, a fórmula reproduz satisfatoriamente e tendência média dos valores

medidos das massas de todos os núcleos estáveis exceto dâqueles cujol é muito pequeno. Uma

compafaçfo é mostrada na figura 15.10, na qual a cuna cheiß é AEIA, Cllculada a partir da so.

ma dos ternos dÇ volume, superffcie, coulombiano e asimetria. A fìgwr l5'12 mostra estes

termos æparadamente. A fórmula de massa semicmpírica é de grande utilidade prática, porque

é uma fórmula simples que rcproduz, com considerável precisfo, as massas e as energias de li-

gaçtro de ccrca de 200 núcleos estáveis e de muitos mais núcleos instáveis. Como veremos no

exemplo æguinte, as predises das energias de ligação nucteares cbnduzem imediatamente a

prcdições de outras quantidades importantes.

Tcrmo de

superfície

Îe¡mo
coulombiano

T€fmo de

essimetrie

Energh de

ïgaçå ro
sultânte por

100 150
Número de massa á

FIGI R.A l5.l2. Contribuiçôes à enelgh de ligaçiÍo média por núcleon devido aos lcrmos de volume, super'

fície, coulombiano e de âssimetria da fórmula de massa æmiempírica'

Ð(EMPLÍ) l5-7

Usc a fó¡mula de massa semi+mpûica para determinar a energh de lþaçã'o disponivel quando um

núcleo dc ttUtlr captura um nêutron. Esta é a energia que i¡duz a fìssio do núcleo de ttUtto que é forma'

do após a captura.

A cnergh de ligaçab é

Er=ll/,r^,rr, + Mo,rl -lMrrrrrllc2

O termo dentro do primeiro colchete é a ¡nassa de um álomo de t¡U2tr mais a messa de um nôutron, os quais

3no os component"i do átorno de ttUt!ô, A massâ deste átomo aparece dentrodo segundo colchete' Como

6&

o

s15
t¡¡

c

rt
q
rl0Ia

€
E

'9a¡ß
!p
o
d
Ð
o
É
f¡l

¡ ¡ssø l/o,r do nêulron é precisamcntc I,008665u, os primciros dois lermos ds fó¡mula dc massa semicm-

pírica (15.10) se cancelam nâ clptcss¡r-o de Eo. Tcmos entilo

- 
[-o, 

<zrel + a,(216t1ß* o,9* o,W-#]l t

={o, -ort (236116 -(235)¡'r¡ +a,(9212 
t#

:]
(23611â)

ftzc,o)' (2s5)' I a, I
-'. l- --l a 

-r 

c
L 236 235 J (236ttnt

= lootør - oot gl x 0,1 t + 0,00076 x r.9 - 0,r 0r I x 009?+ oot 2 x 0,065| c'

={o,orel - o,oo2r + o,o0r4 - 0,0099 + 0,0008} c¡

=lo,oozr,|"' = 6,6 Mev

ondc usamos (15-20) prrs ctprimlt o scsutt¡do em MeV.
Se o nêutron tem umr cnergiâ cinética desprezívcl sntcs da sua csptura. o núctco dc ttUtt' ó form¡do

num estedo cuja energia de cxcilaçâo é En. Como discutkcmos meis em detalhes no próximo cepítulo, e ener.

gia de excitaçalo freqÍlenlemenle coloca o núcleo em vibraça-o oscilando ent¡e formas elongadas ({ > 0) e

oblo¡Uas (q < O). Esta víbraS'o nalo pode ocorrer se m 8 enetgia de excitaçâo, pois o tcfmo dc supcrfície da

fó¡mula dc massa semi-cmpirha inibc desvios do núclco da sua forma aproximadamcntc esférica quc cle pos.

sui no seu estâdo fundamental. Quando o núclco se encontra €m um cslado de elongaçiÍo mdxim¡¡ cntai o
efelto do termo coulombiano pode induzi-lo å fissâo.

De gtándc importância na lecnologie dos r€atores nuclea¡cs é o fato de quc o valor de En peftr a cap.

tura de um nêutron pclo núclco de t¡U¡tr ó cerca dc 1,5 McV menor do que o da üplura pelo núcleo de
tt Ultt . Pal? o tr Ut!! , os lermos da expressâo acima lêm aproximadamentc os mcsmos v¿lorcs cxcclo o tcf?-
rcnte eo termo de eñperelhamcnto (último lermo) que é negativo ao invés de posítivo. Como todos os nú.
cleos de trU necessitam de uma energia de excítaçab de aproximadamente 6 McV para rupcrar a inibiçfo de.

vido ao termo de su¡xrfície, o núcleo de t2U'I somente fissiona¡á se o nêulton captundo livc¡ nolo mcnos

ccrca de t MeV de encrgia cínética. Ve¡emos quc, dcvido a isso, o t¡Util nalo é muito útil nas rcaçôcs cm
cadela que ocorem nos re¿to¡cs.

O modelo da gota líquida é o meis antlgo e o mâis clássico modelo nvcleat Na ocæifo
em que a fórmula de massa semi€mpírica foi introduzida, dados sobre masas nucleares eram

disponíveis mas pouca coisa mais era conhcclda sobre os nrlcleos. Os pariimcttos eram com-
pletamente empíricos e não havia nem mesmo uma compreensÍo qualítativa dos termos de

assimetria e de emparelhamento. NÍo obstante, a fó¡mula possuía um signifìcado pois ela repro-
duzia com bastante precislto as massas de centenas de núcleos em lermos de apenæ cinco parâ-

metros. Atualmente compreendemos a origem dos dois termos mencionados. Além disso, o
pæârnetro mais importante (a¡ do termo de rolume) nãoé mais purementeemPfrico. A'teoria
nuclear se encontrá sufìcientemente desenvolvida ao ponto do valor de a¡ poder ser predito
razoavelmente bem em termos de propriedades detalhadæ das forças nucleares. A teoria nu-
clear, que é em grande parte dcvida ao trabalho de Brueckner, é bastante parecida à teoria de

Hartree do átomo no sentido de que utiliza cálculos de autoconsistência para um sistema de

férmions mas que são muito mais comptexos dcvido à naluieu compl¡cada das forças nucleares.

Faremos agora um esforço para descrevêlos.
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15{ NIJMEROS MÁGICOS

O modelo da gota líquida fornece unra boa cstir¡lativa para o co¡nportatncnto médio dos

núcleos com relação à mæsa ou à energia de ligação. Como a energia de ligação é uma medida

direta da estabilidade - maior a energia de ligaçâ'o, maior a estabilidade - o modclo da gota lí-

guida descreve corretamente o comportar¡ìento méd¡o tlos núcleos no que diz rcspcito à sua es-

UU¡t¡¿.¿r. Entretanto, núcleos com certos valores de Z e/ou y'y' aprcsentanr desvios significàtivos

dese comportamento médio, pois sã'o singularmente esláveis. Eses valores de Z e/ou ly' são cha-

mados de twmeros mágicos

Z elou N = 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126 (1s.32)

Esta situaçå-o é aní)oga à estabilidade singular das camadas eletrônicas dos átomos dos gases no.

bres que jo$u.* Z = 2, 10,18, 36, 54 ou 8ó elétrons. Entretanto, no cåso nuclear, as indica-

çOes neo são talo pronunciadas como no caso atômico e é necessário considerar várias delas para

demonstrar o ca¡áter "mágico" dos nú¡neros relacionados em (15'32). As dtus mais convin-

c€ntes são:

. I. Os núcleos preferem ter Z elot.fr'mágico.-lsto pode ser visto inspecionando a fìgura

l5-l l. Para apresentar apenas dois exemplos, existem seis isótopos estáveis pa:'a Z = 20, enquan-

to o número médio de isótopos estáveis nessa região é aproximadamente dois. Pata Z = 50, exis'

tem dez isótopos 6táve¡s, enquanto o número médio nessa região da tabela periódica é cerca

de quatro. Todæ as explica$es plausíveis, sobre como os núcleos foram originariamente forma'

dos, ligam abundância à estabilidade; isto é, mais estável é um particular tipo de núcleo, mais

abundante ele é.

2, A fìgura 15.10 mostra que a energia de ligação média por núcleon é apreciavelmente

maior para núcleos possuindo Z elou N igual a 2 ou 8 do que ela é para os núcleos vizinhos. O

exemplo notável é o 2 Heo , para o qual Z = N = 2. O efeito é ainda nrais pronunciado se uma

/.1lir,\,
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z0 28 50 B0B2 100 tZ0 126 r40

FIGURA l5-13. A diferença entrc a cnergia dc ligaçaio do últ¡mo nôutron e a prcdição da fó¡mula dc mase

æmicmpÍrica, como fun$o do nún¡cro dc néutrons no núcleo. Estcs dados fornccem uma

evidência cla¡a sobre os númcros máBicos 28, 50, 82 c I 26 para os nêutrons. Evidéncia simr

lar mostra que 20, 28,50 e 82 sío tanrl¡cm os núnrcros mágicos para prólons. Como núcleos

com grandcs valo¡cs dc Z and,¿ rúo fo¡am dctectados, na--o há urna cvidôncia concrcla, a fa-

vor ou contra, de quc I 26 scria u¡¡r número nr:igico para prótons.

medida de estabilidade mais sensívcl que AEIA é utilizada. Esta é E.n ou Eo,a menor encrgia ne'

cessária para separar urn nôutron ou unt próton do núclco;csta quantidadó é $ualnrcntc chama'

da de enersit tle ligaça-o do "tiltitno" t,êt¿ltott ou ¡trótrttt. Conr<l cxemplo, Para o 2tlea o ralor

de En é, de 20,6 MeV (isto d, csta quantitladc dc cncrgia é ncccsária para Produzir a rcação
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Trgs, * 2He! + o¿t). O valor deE, para o 2Hea é de 19,8 MeV. Fsses valores s¿io anormalmen'

. tr'rlrr.¿o" A figu¡a 15.13 repreénia a diferênça entre o valor de 8n medido para vdrios nú'

olor r o valor piedito pela fórmula de massa semi€mPÍrica. Excetuando'se-o efeito do termo

ä 6p.*ttru.into, o valor predito é uma função que decresce lentamente de ærca de 8 MeV'

[rrrrþndrntts a valo¡es intermedi¡trios de lf, Para cerca de 6 MeV, correspondentes a gfandes

olorri ¿. ^ff (como foi predito pua En do e2U23ó no exemPlo 15.7). A estabilidade Pouco co-

,ur prr. os núcteos com ¡V = 15, SO','ïZ e 126 é moStrada pela energia exc€pcionalmente alta

necessaria Para retiraf o seu último nêutron'

Existe um número de outræ peças de evidências menos convincentcs Para os números

máeicos como o fatO de qu€ para a maioria dos emisores esPontâneos de nêutrong como o

Tgiz, ro¡çaz e o 54xer3?, /V é igul a um número mágico mais um. Isto implica na existência

de uma pequena afinidade Pelo últ¡mo núcleon que não é típica.

A analogia entre os ntl¡neros nrágicos nucleares e atômicos sugeriu a muitas pessoas pro'

curar ur¡ur .*ftir"Eo do fenlômeno nuclear semelhante à explicag'o do fenômeno atômico. O

estudante lembræá qæ o Ponto crucial desta explicação é a formação de camadas fechadas

pelos elétrons que se movem ittdependentemente no potencial atômico' Entretanto, quando os

nfrrrrot mágicos nuclea¡es foram discutidos seriamente pela prirneira vezpor volta de 1948,

pa¡eceu muito difícil compreender como os núcleons poderiam mover'se independentemente

åm um núcleo. A, øÁo disso era que o modelo da gota líquida tinh¿ sido o modelo dominante

fr vdrios anos e nele supwrha.se iur * núcleon ãm ur¡r-núcleo (de densidade 1016 kg/m3l)

interagisse cor¡stanterpnte com seus vizinhos através de ur¡a interlsa força nuclear. Neste caso'

o ni¡ci=eon æria espalhado repetidamente na sua viagem através do núcleo e seguiria um ca¡ninho

erfante, assemelha¡rdoet *ãit .o movimento browniano do que ao movimento de um elétron

deslocurdo+e independentemente através de sua órbita em um átomo'

I5.7 O MODEI,O DO CÃS DE FERMI

weiskopf foi o primeiro a assinala¡ que.havia uma explicação simples para como os

nrlcleons poderiam se mover independentemente através do núcleo no seu estado fundamental.

A explicação é baseada no modelo do gtis de Fqmi do ruicleo. Este modelo é essencialmente

o *ri¡¡o que o modelo do gás de elétrons liwes da condução de elétrons em um metal, discu'

tida na sego I l.l l. Ele tufor g* cada núcleon do núcleo se move em vm Wtenciûl efetÍvo

atfativo que.fepresenta o efeito-médio de suas interases com,os outfos núcleons no núcleo'

Esse potencial ãfetivo tem um valor constante dentro do núcleo uma vez que a distribuição

de núcleons é constant€ nesa regiã'o; fora do núcleo ele decresce até æto dentro de uma d¡s'

tância igual ao alcance das forç.s-nucieares. Asim, o potencial efetivo é aproximadamente igual

. u- põço quadrado furito e tridimensional, de raio lþiramente suPerior ao.raio nucleare de

profundiáade que seril determinada no exemplo 15€' No estado fundamental do núcleo, seu

nú.I.o*, qu, ,eo todos férmions de spin intrrnæco s= ll2, ocuPam os níveis de energia do

potencial eietivo de manei¡a a minimiza¡ a energia total sem violar o princípio de exclt¡são'

A fÌgura 15.14 mostra os níveis quánticos ocupados pelos nêutrons no estado funda'

mental de um núcleo. como os prótons sÍo distinguíveis dos nêutrors, o princípio de exclu'

são age independentçmente sobre os dois tipos de núcleoru e podemos imaginar um diagrama

æparÀdo e independente pafa representaf oi níveis quânticos ocupados pelos prótons' Tornate

i¡rBdiatamente evidente neses diagamas por que o princípio de exchsão impede que a grande

maioria deses núcleons æ¡a esp"Ur'aOa q*ìao õ núcleo se encontra no seu estado fundamental'

O argumento e que quaæ todis os estädos que sâ'o energeticamente accessíve¡s já estão com'

pletainente o.up.do, e, as¡¡n, pratícamente nâ'o ocorrem col¡sões exceto aquelas em que dois

nrlcleons do mesmo tipo troàm seus estados quánticos. O efeito final de tais trocas de duæ
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partículas indistinguíveis é, entretanto, o mesmo que æ não houvesse colisões.
sc há um conjunto de estados degenerados parcialmente ocupados na energia de Fe¡mi.
poucos núcleons nesses estados podem colidir entfe si, mås sordentÊ ume pequene fração ¿0.
ntimero total de núcleons pode estar nesæs estados. Assim nós vemos por elue Qudse tofls¡
nicleons que formam o núcleo podem mover-se l¡wemente dentrc do núcleo se ele estd tø
seu ertado futdamentuL

F¡GURA l5-14. Uma represênteç¡io esquemática dos níveis de energia octpados pelos nêutrons no estado

fundamental de um núcleo. Os níveis mais baixos sa'o preenchldos observando as limita.
'ções impostas pelo princípio de exclusâo, até a ene¡sia de Fermi.

EXEMPLO Is.E

Calcule a energia de Fermi de um núcleo típico e use os resultados para determinar a profundidade
do potencial nuclea¡ efetivo.

A energie de Fe¡mi 6¡ é a onergia indicada na figura I 5-14 e que corresponde ao maís alto nível ocu.
pado do sistema, medido da base do poço de potencial. Relaciona-se com a mässr /ll e a dcnsidade o dos
núcleons através de (l l-57), que pode ser reescrito sob a forma

'r¡z /3 \ zr
*, = nv,)

t
'i

(Esta exprcasão podc ær obtida di¡etamente da equaçâo pâre ás energies dos níveis êm um poço quadrado
t¡idimensional simplesmente por ocüpaç¿fo de seus níveis mais baixos até a energla de Fermi.)

consideremos agora um gás de Fermi de nêut¡ons num núcleo csfé¡ico unifo¡me de raio

/ =dAttt

Pa¡a um núcleo típico, o núme¡o de nêut¡ons é

Assim

ou seja

/V = 0,60á

N
p =-

4

-v¡t 
¡

5

0,60A 015:- =-
1,33¡atA ¡at

668
669

! cnergiâ de Fermi setá entâo

r¡ h¡ (0,2ó)8r=T

íi-.t, Uondo a conslant€ do raio ¿ = l,l F consistenle com as ñ€didas de espalhamento de clétÎons, como foi re'
:ii,r 

sumido em (15{), e calculando os outros pa¡åmetlos'.teremos

A¡ = 43 MeV

As relaçdes entle a pfofundidrde do potenciâl /o, a energia de Fermi 8Fc e enetBh dc lþa$o En

do último nêut¡on sai most¡adas na frgura 15-t 5. Como foi mencionado na seçaÌo prccedentc, Í'n é aproxima'

damente iguâl a ? MeV para urn núcleo típico. EntaÎo, parâ este núcleo a profundidadedo potencialefetiro

eluândo sobre seus nêutrons é

Yo = 8F + En = 43 MeV + 7 MeV= 5¡ Y.Y

(t5-34)

æ

:jt

(l 5-33)
t'
¡:

ì;1

ti

,sr1l
ll,¡ :

t:!t )

:$:

lt:
!

FIGUR.Â 15-15. Ilustra a retação entre a profundidade vo do potenciel poço quadredo nuclea¡ de raío

r' =aAtß,e energia de Fermi 8¡e a cncrgia de ligaçâo ¿'n do último nêutton.

Um ¡esultado bastantè parecido é obtido para o potenciãl nucle¿¡ efelivo para prótons' (Natumlmente os

pótons tambóm experimentam um potencial coulombiano efetivo que é gerado pelas cargas dos outros ptó'

tons no núcleo.)

A partir de vá¡ios lrabalhos sobrc o compotamento de núcleons de várias energias, evidenc¡ou-sc que

aprofundidade t/o dopotcncial nuclcarcfetivona--oéconstantemasap¡escntavetlaçöesl€ntsseeploximadâ'
mente lineârcs quàndo a energia do núclcon aumenla. Esle falo nalo spresenta dificuldadcs poi3 scu cfcito so'

bre I dinâmica do movirltento do núcleon no polencisl efetivo Podc s€r dcscrito completamentc com ¡ intro'
duça-o de uma masså do núclcon efcliva, dc maneira brstañtc análoga à fcita na seça:o l3'7 quando llstamos

o movimento de partícula independente de um elétron de condução no potencial cfetivo dc ume fede cristâ-

lina. Em oul¡os te¡mos, é possível continuar trãlendo ,/o como conslanlc e com o valol obtido no cxemplo

t 5.8, com a condiçã'o de que a massa rcal M do núcleon seja tfocada por ume ,tÚs¡a cleîlea do núclcon M''
Além disso, como as variações de /o salo lentas, M' nío dcve ser muilo difc¡cntC de M e âssiñ' para a maioria

alas considcraçôes envolvendo núclåns cujas cnergias ná'o sai muito grandes, é razoável cOnsiden¡ M'=M,
ou scja, ¡gnorar complclâmenle o fato dc quc /o nalo é exalamentc conslante'

Há rambém Jma dcpendência da pìofunàidadc fo do potcncial nuclear efetivo, ¡/isto por um próton

ou poÌ um nêutron, aon,, . dif.rrnç, enirc o númeto Z de prótons e o núme¡o y'f de nêutrons que o núcleo

.oniór. Ert. efeito podc se¡ desc¡ito adicionando¡e a /o um lctmo A % c r (Il - ZllA, com O sinâl posi-

tivo se sc tratal de um potencial ústo por um próton c com o sinal ncgalivo sc v¡slo por um nêutÎon. Esta

dcpendência é uma conieqüôncia do princípio de cxclusa--o gue reslringe as intcraçôes entre dois prótons, ou
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dois nêutrons, a ceftos €stados guânticos mas que na--o restr¡nge as interaÉ€s entre um próton e um nêutro¡.
Conseqüentement€, eñ um núcleo, a ¡ntcração âtrativ¿ entrc dois núcleons é maio¡ entre um próton e um
nêut¡on do que entfe do¡s prótons ou entre dois nêut¡ons. Asinr, se um núcleo contém mais nêutrons do qug
prótons, o potcncial nuclear cfctivoatuando sob¡e um próton scrá tanto mais profundo do que aqucle atua¡-
do rcb¡e um nôut¡on quanto for o excesso ¡clativo dc nôutrons; vicc-vcrsa sc há um excesso de prótons. Es6
dependência represer¡la uma contribuiçaìo impoftante no cfeito descrito pelo termo de assirnet¡ia da fó¡muh
de massa semicmpíric¿, como indicaremos. Na maio¡ia das outras considerações, ela não é ta:o impo¡tante
c Pode scr þorada,

A tendência dos núcleos lere:m Z = N lem também uÍu explicação simples no modelo do

gás de Fermi. Consideremos um núcleo de Z muito pequeno, para o qual a força coulombiana
que atu¡l entre os prótons pode ser desprezada em comparação com as ¡ntensas forças nucleares.

Nesse núcleo existem dois gases de Fermi independentes, o de nêutrons e o de prótons. Todos

os dois se ¡¡eyi¡¡entam em potenciais nucleares efetivos que - nesta apfoxi¡rutção - são iguai$,

eqtsenc¡alnente porque a força nuclear gue atua entre os nêutrons é a mesma que a que atu¡¡

entre os prótons, pois ela independe da cuga. Como é mostrado na fìgura 15-16, os níveis de

energia dãs dois sistemas resultam ser os mesmos, nesta aproxiÍução. Para um dado valor de/,
a energia total do núcleo é obviamente minimizada se os níveis são ocupados comZ=ff,por.
que os núcleons ocupariam níveis mais altos se esta condição fose violada. Um tratamento
guantitativo dese argumento conduz à expressão matemdtica (15-27), usada no termodeassi.
metria da fórmula de mæsa semi+mpír¡câ, ArazÍo pela qual o fator l¿4 aparece nese termoé
que os nÍve¡s de um poço de potencial tridimensional são menos espaçådos à medida gue o va.

lor de / aurnenta. Assim, a variaøo da energia pelo desvio da condi$o ly' = Z, descrita pelo

fatot (Z - Al2)2 , é diminuída com o aumento de /4.

O efeito do termo A% a r (¡r¡ - Z)lA na profundidade do potencia¡ nuclear efetivo, explicado ante.

riofmente, também contribui de maneira apreciável à prcsença do termo de assimctria r¡a fórmula de massa

semi+mpúica € n¡¡s suas conseqüências. Seja um núcleo típico contendo /V nêut¡ons e Z Prótons, com.lV ) Z.

A contribuido do te¡mo a/o à energia de lþção total é enulada pela contribuiçaio devida aosZ primeiros

nêut¡onc Resta €nta:o a cont¡ibuiça:o dos (N - Z) nêut¡ons restantes que produz um decréscimo na energia

de t¡gação totat, ou um ac¡éscimo na massa nuclear, proporcional a (ll - Z\'lA - (Z - Al2)' lA-

FIGURÁ, 15-16. Uma representação esquemática dos gases de Fermi independentes de nêutrons e de prótons

no estado de energia mínima de um núcleo de Z muito pequeno, que é indicado pof um

poço quadrado com bordas ar¡edondadas.

15{ OMODELODECAMADAS

O modelo do gás de Fermí torna v¡ílido o tratamento do movimento de núcleons liga'

dos em um núcleo em terrnos do ¡novinrento independente de cada núcteon num pot€nçiâl
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nu.þ.t um papel compafável åquele da teoria de Hartree na física atômica' Entretanto'

:ï;d.i; ¡. camaäas é mais aproxirnado no sentido de gue a forma exata do potencial atômi'

Io efetívo é determinada intemamente pela teoria atômica autoconsistente enguanto que a

ärn" r*.t. do potencial nuclear efetivo precisa ser acrescentada ao modelo nuctear. Natu¡al'

,Jnp, .tguttot informapes gerais sobre o potencial nuclear efet¡vo Podem sef obtidæ a par'

tir do modelo do gás de Fermi'" -- O proc"dirnento rsado no modelo de camadas consiste inicialmente em encontrar os ní'

veis de energia dos n€utrons e Prótons' suPondo irma forma Para o Potencial efetivo de um cer'

iã 
",i.fr". 

Is-to é, se o movimento de c¿da núcleon é considerado independente em um Potencial

n-urir.r .frtiuo I(r), os nlveis de energias permitidos a esses núcleons são determinados Pela for'
'*-Ã, V<rl.tr."dt d. fesoluøo da equaçfo de Schroedinger PÍua esse potencial' As unic¿s for'

ius utifä¿æ no potencial efetivo são as esfer¡camente simétricas para nÍo comPlicar dei'nasia'

ä*n,r a resoluçáo da eqruçã'o de Schroedinger. De ûiane¡ra idéntica à teoria Hartree dos áto'

ãor, ,n.onttro. þ, o, niveis ¿e energis dos núcl.ons em um Potencial efetivo VQ) dependem

äos números quånticos n q ,, os quåis espec¡f¡cam o comPortamento radial e angUlar dos nú'

á.on, n.*., níveis. O número quântico I é exatamente o mesmo gue o encontrado em fi¡ic¿

,,Ornir. guando consideramos qualquer potencial esfericamente simétrico æmelhurte a I(r)'

ô 
",¡*rrJ 

guântico tt usado emiisica nu¿lear assemelha*e, mas não é omesmo, àquele usado

e¡u física at'ômica simbolizado gela mesma letra' Devido à fo¡ma aProximada de Poço quadrado

¿o potenc¡at efetivo I(r) enco;trado om fÍsica nuclear' é mais conveniente nessa á¡ea o uso

do chamado ¡wmero Eaûntico nó rødial n
A fìgura 15-17 contém ilustfações esquemátic¡ls de alguns dos níveis de energia, asim

como as ãutofunções associadas coirespondentes aos estados ligados de um Poço quadrado

Iz(r) tridimensiona. À esquefda, a dependência em n das energiæ dos níwis é dada para um

p"ó *¡ largura e profi¡r¡didade é suficiente para ligar os estados ls' 2s e 3r' Os comporta'

*nto, ir¿¡.¡í dæ aútofrurpes correspondentes tltQ,g p\ =ß(rþ(pÞ(C) sfo indicados respec-

ü*rr"" pelos gráficos de rß(r), quf¡tidade cujo qrudrado é a densidade de probabilidade

iadial (usaramrels nfveis ae en.rgii lespectivos comó eixo dos r); A notaçãô ls signifìca r = I

e I = 0, como de hábito. Observe lur, p.tu um dado l, a energia aunenta se ¿ aumenta. A¡a'

øo rtisso é que rÄ(r) pata n = l-coniém essenc¡almente meia osc¡lação na re8ião do poço'

'r8(r) pua ¿ = Z coni¿m duas meiasoscila@es e rR(r)puan = 3 contém três meiasoscilações'

E¡¡Uo as autofungões { panUr¡aiofes terão necessa¡iamente Curvatufas maio¡es, e maiores cW'

.,vatufas impl¡cam em enefgias cinéticas ou totais maiores. obærve também que, como seu nome

efetivo. A etapa seguinte será naturalmente a de resolver a eguação de Schroedinger
'ise 

potencial e ¿e obti¡ uma desøiç5o potmenorizåda do comportamento dos núcleons'

Itri.'-"p.tø's são usadas "oy\,y 
a3 yruaa1a7 nlyteo' o':,9."" *ff*:-j:-'."',:

úoß(r)o¡I r+0

indica, ¿ é o número de nós de rÄ(r) dentro do poço.

Existem estados ligados no Poço da fìgura l5-t 7 para valores de I dife¡entes de I = 0' No

lado di¡eito dessa figura mostra+e, para um dado n e Para os estado-s ls, lpe ld'adependên'

cia em I das energias dos níveis asim c¡mo o comPortamento ¡adial de r vezes as autofunÉes

corrèspondenter. 
-Co*o 

todæ elæ Possuem ¿ = l, todas as finses rR(r) posuem apenas un
nô radial. Apesar disso, o comport'amento radial da autofun$o ú muda ao mudaf I devido à

propriedade descrita pela expressão (7'32)

e discutida extensamente nos Caprlulos ? e 9. Esta é uma tendéncia conhecida que æ partículæ

têm de evitar cada vezrnais a origem à medida que I aumenta quando se en@ntram em estados

dc um potencial qualquer esfericimente simétrico. Observem que nesses potenciais o momento
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anguler orb¡tal é constante, o que imPlicå que I æja ur¡ bom númcro quântico. Corm o
mcnto de I a meia oscilaSo das diferentes funções rR(r) con*pondentes a n = I fica

a uma região cada rrcz rnenor do eixo dos r. Assim, as autofunçöes ry' pasum a possuir uma

v¿tu¡a maior e os respectivos níræis de energia fìcam mais altos dèntro do poço.

Os resultados mais importentes relativos a poços quadrados tridimensionais são que a¡

cnergias dos estados ligados aumentam quando r aumenta e I permanece constante e que etar

t¡mbém eumentam quando I aumenta e n fìca constante. O estudante deverá obærvar postedor.

rnente que, com o r¡so do nrlmero quántico nó radial n da física nuclear, não há restrições quan.

to ao maior valor de I para um dado n

FlGtrR¡, lS-17, Å cs4uerdaz llustråç¡fo quâlitrtiva do produto ¡R da coo¡den¡de radial ¡ e da dependêncir

radhl R da rutofunção ú de um poço quadrado uidimeñslonel com l= 0 e ¡ = l, 2, 3. Ob-

serve que nos deænhos se usaram os nfveis de energia como cixos dos ¡. Como a densidade
de probabilidade ¡adhl é P = ¡¡R' R = (rR)2, se o estudânte vìsualizar os quadndos das

funções desenhadas, poderá fazer comparações com as densidades de probabilidade radiais

¡elativås e estados de um potencíal coulombiano de útomos com um elétron ou dc um

potencial efetivo Herlree de átomos com muitos elétrons (ver figuras 7-5 ou 9-10). N$sas

comparações, ele deverá se lembra¡ de que o número quântico a nai é usado da mesma for.
ma na física atômica c na física nuclear, Observe também que o número quântico nó redisl
n da flsica nuclear especifìca precisamenle o número de nós que a funçá'o rR tem dent¡o do

poço, feto evidenciado nesta frgun, Å, dlreltaz llustraç6es análogas pere estados com n = I c
I = 0, l, 2. Not€ paÍiculemente que quândo o número quântico momento angulal , se tornr
maior que zero, o núcleon se vê impedido de chegar até a origem, caracterizando o que se

poderia chamar de efeito centrífugo.

Esta restriça:o existc cm física atômica porque o número quântico n então usado, chamado númem

quântico principat, é €xatamente igual à soma do número quântico nó radial com o númcro quântico momen'

to angula¡ orbítel. Ou seja,

ñprincipal=trradial+I

Como o menor valor de nr"¿¡r¡ é l, o maio¡ valo¡ possível de I para um ccfo trprlncipal é (trprincipal - l)'A
razalo pela gual nptincipal é usado em física atômica é que se l/(r) for um poìencial coulombiano atrâl¡vo'

lt(rl c -l lr, então a maneira com que a energia de um nível aumenta, quando nø.tiât aumenta, totns'sc cxl'

C-omo o menor valor de nr"¿¡r¡ é l, o maio¡ valo¡ possível de I para um ccrlo

com que a energia de um nível aumenta, quando ttredial aumenta, totns'sc cxl'

tamente igual àquela quando ¡ aumcnta. Em conæqtlência, a energia dos níveís de um potencial coulombhno

nío depende nem de nr"¿¡¡ nem de I mas âpenas O" oortn"to.t, a soma deles. Tal fato fornecc um outro es

clarecimcnto sobre a origcm da degenerescência dos níveis de énergía de um ¡itomo de hldrogênio.
Esclarecimentos adicionais sobre as propriedades de quantidade rR podem ser obtidos etravés de âfll'

Iise da pärte radiat da equação de Schroedingø indcpendente do tempo pa¡a um potencial Z(¡) esfericamentc
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fr¡éri"o, rept"s"ntada em (?'l 7). Este equaçab pode scr re¡Íenjada sob a fo¡ma

rrr dr(¡R) f-l(r+ t)rt' 'l
-ãT - 

l- -' 
+ rz(r]J (rR)=r(rn)

;ue se reveta equiralente à equaçá'o de Schroedinger unidimensional (em ¡) pare a funça-o rR, exccto que o

lå" lf l + t )it /!,, ¡t = L, l2y ¡2 foi adicionado ao potenciâl tz(r). Este termo é freqlientemente chamado

ir'iotrnrnt cient:rífugo por razões qüe pod€m ser vislas por meio da equaça1o de consenaçlo da cnergir de

uma partícula clássic¿ de mâssà ¡¡ moyendo{¿ sob a ínfluência de um potenciat ¡(r). Como s P8ñícula deve

n'laif".- em um plano contendo a orfem, sua energia total pode ser desctita em coordenâdas poleres:

Como o mornento ¿ngulal orb¡tâl tâm

=i,(il*luffi'*,,,,
bém é uma constante de movimento,

d0
L = P71-

dt

r equaçã'o da energia pode ser escrita

IÊ--
a

c quc pode ser interprcrada como a cquâça-o de consewaça-o da energb para o moúmento clls¡lco em urna di'

"lno-å 
," ¡ for a coó¡dcnada unidimensional e o termo f /2¡rt incluído ao potencial l¡(¡). Estc termo positi'

io'rg. *r. se fosse um potenchl rcpulsivo, tcndendo e manter a partícula distantc da origem. Quanro

rnaio¡ fo¡ o valor de t, maior scrá o efeito, o quc concorda com nossâ conclusalo anterio¡. Obsc¡vc lamtÉm

que para I = 0, a equaçá'o diferencial para rrR é mâtcmaticamente idêntica à equaS'o unidimensional de

ichròcdingcr independenre do lemfro pâfa r¡,. É po¡ essa razå--o que os dcsenhos dc rR, rø figuta l5'l?' pan os

cstados ts, 2s e 3s sc assemelham ianto aos descnhos dc 
'1, 

pare um potcncial poço qrudrado unldimensional:

.. lodes as duas funt'es slo senoidais denrlo do poço e dcctesccm €xponencialmcnte fom' As duas funçôcs nifo

. ,ã'o idênti.", todrria, porque rR tem neccssariamente o valor zero þdÍe lodos os Gstados no ponto ¡ = 0'

i¿ Após encontrados os níveis de energia dos núcleons em um potencial nuclear efetivo f(r),
lì. mja toàr foi suposta sef do tipo poço quadrado, a próxima etapa domodelodecamadaséa

,¡., de',construiC'onúcleocolocanão,emordemcrescentedeenergia,seus^'néutfonseZprótons
ìt n.rr., níveis.. O princípio de exclusão limita a ocupaøo máx¡ma de cada nlræl em 2(2f + l)
.ii nêut¡ons ou prótãns. Esta ocupação máxima corresponde aos dois possíveis valores do ntlmero

li' qu¡ntico m.. que especifìca a åriåntaçeo dos momentos angulares de spln intrfnseco dc um nrl-

li .l.on,. ¿oi (il + l) ralores possíveii do número quântico m¡eue especifìc¡t aorientaÉodo
i' 

momento ,niul* oibit.l do núcleon. Estes dois números quánticos da componente z do mo'
i. *nto ,nguli sã'o os mesmos da teoria de Hartree dos ãtomos. Do mesmo modo, o Proccd¡'

mento de construção de um núcleo pof pfeenchimento de seus níveis deenergiaéexatamente

o mesmo qu. o *rdo na teoria de l{artree para construir um átomo pelo preenchimento de seus

nfveis de ãnergia eletrônicos, exceto que em urn núcleo há dois tipos de partículæ - os nêu'

r tÌons e os prótons - sobre os quais o princípio de exclusão se aplica independentemente. No

.. inlcio, esperou+e que umâ foima particul ^r 
pat^ os potenciais lz(1) dos diferentes núcleos

pudesse ser encontrada de maneira a justifìcar os números mágicos. ou seja, que a ordem e o

ispaçamento dos níveis de energia doi núcleons pudessem ser tais que um nível pafticular, cor'

respondendo a um estado forteãente ligado e contendo um número adequådo de nêutrons ou

'pfótons, fìcasse completamente preenchido nos núcleos erh que os valores de 'iv ou Z fosem

iguais aos números mágicos. observem a analogia com o Preenchimento dos níveis de energia
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e¡etrônicos fortemente ligados dos átomos de gases nobres, culo Z é,r*t uo, números mágiæ¡
atôm¡cos. Muitæ formas pqrticulares foram tentadas para a depend€ncia radial do potencial

nuclea¡ (incluindo uÍia muito apropriadamente chamada de "potencial garrafa de vinho",
formada por um poço quadrado com urna protuberância centrada na base, assemelhando-¡e ao

pertl do fundo de uma garrafa de vinho, e que tem a propriedade de suprimir parcialmente ¿

dependência em I com a energia). Dessa pesquisa resultou qte nio havia forma alguma de I(r)
gue levasse nem ao menos à ordem desejada dos níveis de energia dos núcleors para explicar

os números mágicos.

O mistério dos números mágicos foi ¡esolvido em 1949 por Mayer e, independentemente,
por Jensen que introduziram a idéia de uma interação spinórbita nuclear. Eles propusera¡
que cada núcleon em um núcleo sente, além do potencial nuclear efetivo,uma inleraç¿io spin-

órbíts invertida e lorte proporcional a S . L, produto escalar de seus vetores spin e momento

angular o¡bital. A interação é dita forte porque sua energia é muito maior (cerca de 20 veæs)

que aquela que ser¡a predita pela fórmula spinórbita atômica (8'35), igualando I(r) ao poten.

cial nuclea¡ efetivo c rz à massa do núcleon. É dita ¡nvertida porque a energia do núcleon de.

cresce quando S .Lé positivo, e cresce qr.rando esæ produto énegativo.Logo,osinaldainte.
raSo é oposto ao sinal da interação spin-órbita magnética experimentada por um elétron do

átomo;em outras palawas, a energia da interação é negativa quando o momento angulutotal
do n¡lcleon J = S * L possui st:a ruixi¡tu intensidade possível (isto é, quando o ângulo entre

S e L fo¡ o menor possÍvel). Entretanto, como a intensidade da interação spinórbita é pro.

porcional a S . L exatamente como para um elétron atômico, a intensidade do desdobramento

de spinórbita dos níveis de energia do núcleon será aproximadamente proporcional ao v¡lor

do númç¡o quântico l, de maneria idêntica como ela é para os níveis de energia eletrônicos,

Embora haja semelhanças entre as interações spin-órbita atômica e nuclear, suæ diferenças tor-

nam claro que a origem desta última nîo é magnética, origem essa que se relaciona estreita-

mente com a das forças nucleares, que ainda nâo é bem conhecida.
A coluna da esquerda da figura l5-18 mostra a ordem e o espaçamento aproúmado dos

nl'veis de energia para o caso em que os núcleons estã'o distribuídos em núcleos cujos poten-

ciais Y(r) têm a forma de poços quadrados com bordas arredondadas, como ilustra a fìgura

t5.t6. À medida em que os nÍveis vá'o sendo preenchidos e a tabela periódica é percorrida, a

profundidade dos potenciais é mantida constante enquanto que seus raios aumentam na pro-

porção da ¡aÞ cúbica do núme¡o de núcleons ex¡stentes nos níveis já preenchidos. O mesmo

comportariento geral visto na parte esquerda da figura l5-18 é encontrado em todos os poten'

ciais sin¡ét¡icos esféricos posuindo uma forma parecida com um poço quadrado atrativo' Na'

turalmente, os detalhes da ordem e do espaçamento dos níveis de energia dos núcleons slÍo

sensíveis aos detalhes da competiçá'o entre a dependência em n e a dependéncia em I com ¡ela'

çã'o å energia. Essa competição depende por sua vez dos detalhes do comportamento radial do

potencial nuclear; verifìca*e entretanto que qualquer potencial nuclear :.azoâuel fornece esen'

cialmente I rnesma ordem e o mesmo espaçamento dos nÍveis, em relação a n e /, que aqueles

obtidos para poços quadrados com bordas arredondadas. Como foi ilustrado no exemplo 158'
o potencial nuclear efetivo está relacionado com a densidade de mæsa nuclear e, devido a isso'

poços quadrådos com bordas arredondadas sã'o çertamente as formas corretas dessepotencial,

pois refletem os valores interiores constantcs e as varia$es suaves na superfÍcie nuclear dæ

densidade¡ de massa. Entretanto, como já vimos e como será discutido em particular no exeln'

plo l5-9, a ordem e o espaçamento dos nÍreis dc encrgia correspondente a estcs potenciais

(apresentada na parte esquerda da lÌgura l5-18) nro conduzcm aos números mágicos obscrva'

dos se a intetaçã'o spinó¡bita não for considerada.
A pafe direita da fìgura 15-18 mostra como os níveis de energia do núcleon sá'o deÊds

brados pela interaçâo spinórbita nuclea¡. Na prcse nça da interação spin-órbita, m¡ e n, deixatn
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Fá, s.r númrros quânticos úteis porque as componentes z dos momentos urgulares orbital e spin

i ¡ntri*r.o de um núcleon não sâ'o mais constantes quando estes momentos angulares são aco'
' 

iira* por esta interação. Ássim, r¡, l, i e m¡ devem ser empregados na identificaçã'o dos níveis

de energia desdobrados. O número quântico ¡ especifica o módulo do momento angular total

Jde um núcleon, que é a soma de seus momentos angulares orbital e de spin;rz¡ é o número

ouántico que especifica J' a componente z de seu momeqto angular total. Devido à intera$o

,inótbit., æ energias dos níveis dependem não só de n e I mas também de/, ændo que qtun'

tä maior for / (correspondendo a maiores nlores de J ou S . L), menor será a energia pois o

sinal da interaçã'o spinórbita nuclea¡ é invelido. Segundo o princípio de exclusão, c¿da um

deses níveis pode ser ocupado pot até (2i * l) núcleons do mesmo tipo, número esse ¡gu.¿¡l aos

possíveis valores de rc¡. Este número aparece indicado na ftgura, na primeira coluna à di¡eita. A

igunda coluna mosträ a capacidade total de todos os níveis abaixo do nÍvel em questão - este

riliimo inclusive. Idem para a terceira coluna exceto que foram ælecionados os níveis gue se en-

contrarn bastante afastados dc sers adjacentes superiores. Como esses são os níveis gue co¡res'

pndem a estados mais folemente ligados gue os demais, ì/€mos que o modelo de camadas com

uma interação spinórbita invertida e forte prediz justamente os números mágicos indicados em

(ts-32).

A frgura I 5-l 8 é usada tâo freqüentemente pelos físicos nucleares que muitos dclesjá a memoriza¡aÍL

Um método fácil de const¡uí'la é o uso do ac¡óstico*

spuds íÍ pus dish of Pig

que sþnifica: "(coma) baþtas se o porco estiver ¡uim". A ¡eti¡ada de todas as vogais, exceto a última' fomece

spdsfpgdshfpis

. Esta é a seqüência dos , ¡elativos aos níveis não desdobrados até aqueles conespondentcs ao número mágico

i :tZO. Os ralores dc z podem ser determinados facilmente pois o prirneiro nível ¡ é 1¡, o ægundo ó. 2r' etc. A

out¡a parte da figura coresponde à aplica$o de um desdob¡amento spinõrbita invertido e proporcionâl a f,

i. É necessá¡io obsena¡ que a frgura 15-18 nlio é um diagnma de níveis de energia para um c€rto núcleo

particula¡. Na ve¡dade eh fornece I ordem na qual os níveis nucleares sab dispostos abaixo da energb

FLmi à medida que o rab do porencial nuclea¡ aumenta pfoporc¡onal¡nente a á n. tsto é, ela dá a ordem

qual os níveis de ènergla mais eievados dos vá¡ios núcleos são preenchidos' Ela ¡ndics t&mbem as distânci¡s

¡etaiins entre os nívei¡ id¡.c.nt.s à medi¡ta que estes são preenchidos. Assirn, ese diagrama é aruílogo Àque'

lê que poderia sc¡ const¡uíào para átomos usando somente a parte esquerda da frgura 9'14'

Finalmente, menciona¡emos que há aþumas evidências exPef¡menta¡s e teó¡ic¡s mostrando que cxis'

talvez pcquems mas irnportantàs modifica$es na figura 15-18 em relação à o¡dem de preenchirnento

níveis maisaltos no caso de prótons. Discuti¡emos este Ponto na seçi'o 16'2'

h Use a frgura 15.18 pa¡a predizer os primeiros quatro números magicos pa¡a núcleos cujos Potenci¿is
Itêm s forma ¿e- poços qruär"aos com bo¡das a¡redondadas, (a) sob a hipoteæ de que não há interaça'o spin'

e (b) soU a tr¡pótese de que ex¡ste uma interação spinórbita ¡nvertida e forte'

(ai 3e nao hi ¡ntcnç¡o sp¡nórbira, entalo os níveis de energia dos núcleons sâo simPlesmente aqueles

ficedos n¿ parte esquerdr Oa irlura, Lembrando que a capacidade de cada nível é 2(21 + l) e que s' p, d, I'
. . ' significa , = 0, l, 2, 3, 4, . .-., 

".*o, 
qu, o, piimeiros níveis-c suas capacidsdes' em o¡dem.i:Ï",t::'

cnøgia,sao:ls, capacidade 2; lp, capacidade 6¡ lå, capacidade l0;2s, capacidade 2;lÍ'oapzcíóadel4l2p'
capac¡dade 6; lg, capacidad" ¡fi. dpt¡t.i. número'.ágico æ¡á o númcro de núcleons necessário Para

; preencher o prirneiro nível, ou æja 2. O próximo número mágico se¡á o número necesá¡io para preencher

.os dois pcimeiros níveis, isto ¿.ii O =à.!e as en"tgias do tercei¡o e do quarto níveis sío bastante próximas,

l5-9

Na:o existe expr€ssãg com o mçs¡no fun em português' (N' doT')
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FIGLTRA tS.tA. I esquerdat A o¡dem de preenchimento, quando a ootpação e o raio do poço aumentem' dos

níveis de poços.quadrados com bordas a¡¡edondad¡s. Na-o há interaça:o spinórbita. A dírcÍta:

Os níveis!ue sa-å obtídos quândo uma interaça:o S . L invertida forte é introduzida. A colt¡'

na indicada po¡ (21 + l) mostfe o número de núcleonsdo mcsmo tipo que podemocupar

o nível *rr"rpoia.nt. sem violar o princípio de exctusfo. A oolunâ lndicade por 2(jl.+ ll
fornece para caJa nívet o número di núclãons €xist€nles entlè o nível mais baixo até ess€

nível, inclusive. Obscrve quc interyalos vazíos apreciáveis apâr€cem acima de cada um dos

níveis marcados com um número mágico na úhima coluna'

como é indicado na figura, o próximo número mágico se¡á o númc¡o ite núcleons necessário para precnchcr

irqr"t.primeirosníveis,istò ê,2+6+ l0+2=20.41éâgöra,cslesnúmcrosmdgicosconcordamcoñot
números mágicos observados: 2, á, 20, 28, 50, 82, 126. Entreìanto, o próximo número mágico predito sobt

hipótese da iio existência a. inì"åç":á spinórlita'será o número roral de núcleons necessário para preenchø

616

¡¡ prlrnclror clnco ou scls nfræis, depcndcndo se a diferençe dc encrgh Êntre o quinto ou sÊrto nível é consi'

itcrrdipcquen¡oun{o.Esædua!po3sibilidadcssto,tcapcctiramentc,2+6+10+2+l¡l=t1 e2+6+
tl¡ *, * 14 + 6=¡l0.Emembo¡osøsos,hádesacordocomonúmcromágicoobscrudo,2S.Umenume¡o-
:þgi¡ ¡¡nita¡ tornará aparmte quc os números máglcos supcriores calcutados sob aquela hipóteæ também cs-

tto cm descotdo com os ralores.obserrados. Com efelto, pode-se ñostrat que nâo é posfvel rcmorær esta

6¡gfêpåncla através de um reananþ dos espaçamentos - ou mesmo da ordcm - dos níwis de energh dos

¡úcleons na ausêncir dâ ¡nterâÉo spinórbita.
G) Se há intenÉo rpinórblte invedide e forlc, então os níveis de núclcon se desdob¡am segundo o

diágÍama spreséntâdo nâ psrte dir€ita da fþura l5-18. A figura tamtÉm rnostn a capacidade (2/ i l) de cada

nível ¡ssirn cômo e câpacidadc total Þ (2i + l) coresPondente a esse nível e aos lnfe¡iores. Cdrno podc ær

risto na frgun, o dcldobrúrn¿nto dervi{o à ¡nterãçá'o splnórbita nilo modifica os tr6s primeitos números má-

fiøs já calculad6s (2, 8, 20), conscflando o acordo com r experiêncie. O intercsss em lntmdüzir catå intcÊ-
-cø 

é quc cstc ecordo é ttmbém rærlfir¡do com relaçâo aos números mágicos superiorcg Por cxemplo, e inte-

nÉ'o ¡pinórbita dosdobn o níwl l/ nos níveis lf¿, de cnergb mcnot, G lÍsn, dc energb mrlor. Oomo a

øpecldade do nlvel lî,n ê Ql + lr=2x712 + I =8,o número mágicoteóricoseguinteao 20éo 20 + 8=
28, cm ¡cordo com e cxpcrlênch. O número mágico obærndo 50 é reproduzido porque a cncrgia do nfvel

Itçn,øþcapacldadeé2x912+l=10,édirninuídacaproxlma*edadonívct2p.Comoonúmcrodcnú-
ctron! rcornodado¡ ¡t€ o nfiæt 2p é 40, a lnclusaio do ¡lwl 1¡'ç¡ conduz å capecidedc totel40 + l0 = 50, A
brspcÉo da f.gü¡r 15-18 tonri âpe.rente a origem dos demais núme¡os mágicos. Obserræ quc o fato da sepa'

rat'o do'ido ro dcsdobranento spinórbita aumentar à medida que I aumenta desempenha um papel essencial

ø reprodução dos rcsultados experimentais.

ls-9 PREDIçöES DO MODET,O DE CAMADAS

O modelo de camadas pode fazer muito mais do que predizc¡ os nrlmeros mág¡cos e todas

es suas conseqäências. Por exemplo, ele pode também prediær o momento engular total do es-

tado firndamental da grande m¡ioria dos nrlcleos. Considere os núcleos possuindo N e Z rnÁg-

cos, como o 8Oló, 2ocaao e o 8z¡t6zor. De acordo com o modeto, a estruture desses núcleos

é tal que todas as suas subcåmadâs de prótons e nêutrons estarão completas e, como aliás o

princfpio de excluslo o exige, os vetores spin intrínseco e momento angular orbital de todos os
. núcleons se adicionam ¡esultando um momento angular total nulo. (A prova formal deste resul-

;, ttado óbvio é essencialmente a mesma daquela apresentada no Apendice K.) Este ralor con-

r'coÍde com as medidas, como foi discutido.na seçfo l5-2, que lndicâm que pera esses nrlcleos

i'o número quântico do momento angular total - chamado spin nuclear - é d = 0. Pa¡a os nú'
il:,clcos que possuem um número mágico de núcteons de um tipo e um número mágico mais, ou
ã.trmnos, um de núcteons de outro tipo, e âplicâçfo do princípio de exclusâ'o implica em que o
'f,trmomento angular total do nrlcleo seja o momento angutar total do nrlcleon extra ou (veja
-i¿i'lAffndice K) do buraco. Asim, para tais núclcos, o spin nuclear f deve ser igual ao nú¡¡re¡o

;f¡f 
l*""" do momento angular total i do núcleon extra ou do buraco.

j;lpo*- tr.'o
. . r. Use a figura l5.l 8 e o princíplo de excluselo para pred izir os spins do estado fundamental dos s€8uin'
.. te¡ núcleos: (a) tNtt, (b) tOtt, (c) nçrr, (d) !¡Pbtot e (e) ô!Bitot. 

.

;:' (a) Com base na frgura 15-18, o ?Ntt é dùplañenfe mágico cxceto pelo bunco r'¡ subcamad¡ lpvr
ri; dr pótons. EntiÌo deve ter um spin I iguat ao ralor / - | 12 para aquela subcamada, Essa predifo concorda

t1t Com Ê cxpcriência. O mesmo tesultado podc ser obtido at¡avós de um ponto de vlsts li8eiramentc diferenle,
;1,ì como red visto no exemplo l5-l l.'l'., (b) O núcleo lOrt é duplamente mágico, exceto pelo nêut¡on ext¡a na subcamada ldr¿' A¡sim ele

, devc tcr um I = I = Sl2, em ecordo com ¡ erperiência.
(c) Q tr¡sr é predito set um núcleo duplamcnte mágico, exceto pelo buraco n¡ subcamada td¡¡¡ de

. ¡ótonq o quc implica em í=/= 3/2. Este resultado.tâmb¿rn é ve¡ifìcado cxperimcñtâlmenlc.

Ur¡a de nêut¡ons. Entâoo princípio de cxclu$o prediz que ele dcva tètum spinJ=l= l3/2. Entrcta¡to,o
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sPinmedidoêi=|tz.Essadivergêncianaìoédevidaaumaviolaçãodopfincípiodeexclusa]ocsimaumin.
suceso parcial da hgura l5-18, camo vercmos Postcfiofmcntc'

(e) A figura prediz que o r!Biroe é duplmente nìágico, exceto pelo pfóton cxtra na subcamada lrlr/r.

nrsim s"i ,pini"".i.t ¡ =lt= 9/2' Tal valo¡ concorda com a experiência' ^

¿".j. ,;ä;i:r;:lJ:;", 
"úcteos, 

a intefação spin-órbita domina o acoplamento;em.outfos i:ii

termos, no acoptament /J;;;;;;to angutår dt;d;;;;;tco ae r1iLu¡r¡:::::::,t"Ti:: 
,l

ConsideraremosagofanúcleosParaosquaisosvalofes¡y'e/ovznãosâ'opróximosdosnú'
meros má'¡cos. Neste caso, ,s subc.roadæ teìeo vários núclcons' ou buracos' e o problema de

como os momentos ."gd.r;;;;;;i*i*.o. o¡bital desses núcleons se acoplam é bastante

semelhante ao que foi.stu¿a¿o nå-C.fituto tO referente to tolf-1tl:::"-li:itiÎ::ä
iffii$ï:,iåïlüËäiil'i,n*ää, il, i,o'no, e núcreos a esse respeito. u*ade. Ír,T

las é que a maioria ¿o, ¿toIno" ou.åece o chamailo acoplarnento ¿s' enquanto €ssencialmen' 'lÉ

te todos os núcleons "0.áï*. " 
chamado acoplamenìo J"I. A diferença reside. no **. 

9. 'ffi

que os esquemas Oe acoptairrniã obedecidos por iton'os " 
por núcleos dependem da intensida' ilÌ'

de da interação ,pin¿,u¡t. ,î'iã ;;;itil''"t n:*::lit::,t-::ï::Ï:i:'l:"1:'J::t:,:: 11
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temenre com seu próprio ,f,],nr"a;;;"lai orbital para formar o momento angular total para

esse núcleon. Tal faro ..""i.*i"* caä núcleon. Finalmènte, os d.iversos momentos angulares

totais que foram asim formadoì æ acoplam entre si, mas com uma intensidade não tã'o forte,

pua formar o momento ."g"r"r ,"t¡ io núcleo. uma outra diferença entre os acoplamentos '

em átomos c em núcleos éï;; u.opt.rcnto final que forma o momento angular total do nú'

cleoéputicularmentesimples'Estaafìrmaçeosetomaaparentequandoobservamosquetodos
osnúcleoscom,lVpareZpattêmummomentoangulartotal¡=0,como.foivistonaseção
t5-2. Uma expl¡caçã-o possível é que' sempre que existir um número par de núcleons de um

mesmo tipo en umr subcairada, oïromento ang,ular total desses núcleons acoplam-se de forma

que o momento angular ,ái.iïá núclco seja zcio. Tal fato é verdadeiro, maso acoplamentoé

aindan¡aissimptes.B¡,,.'-u,,.untesevid-énciasindicandoqueosmomentosangularestotais
dosprótonsemumasubcamadaacoplam.seemparesproduzjndoummome.ntoangulartotal
nulopara cadapar,omesmoacontecendocomparesdenêutronsnamesmasubcamada'

'Àgutn., àas evidências pafa essa tendência de emparelhamento já foram anteriofmente

apresentadas na discussã'o soUre aUun¿encia dos núcleos estáveis e da forma de massa semi+m'

púica.Suaorigeméainterasodeemparelhamento'queéumainteraçãonuclearresidual'Ela
repfesenta urra pafte da interag'o nuciear total experimentada pelos núcleos e que não é des'

.n1; n l; potencial efetivo esiericamente s¡métrico lz(r) do modelo de camadas ou pela inte'

ra$o spinórbita. Embora não seja descrita Pof est¡¡s cafactef Ísticas do modelo de camadæ' a

inierat'o de emparelhamento poãe ser prediia por.e.las' O potencial efetivo I(r) representa¿s

in,rraþ, cxperimentada, poiufn núclion, em méd_í¿. A interação de emparelhamento repre'

senta um desvio desta intiago ntédia descdla por (r) que âPa¡ece quando um núcleon se en'

contra particulafmente próximo de out¡o núcleon e com-o qúal ele pode ter vma interaçio in'

dividual.Tal compOrtamento envolve unra colisão de núcleons em estados degenerados de urU

subcamada parcialmente ocupa¿a, como foi menciOna4o na seção l5'7' Dois núcleons posuin'

do os n¡esmos valores de .¡ mas valorcs oPostos Oe t¡ fuo' exemplo' i.= tl:!!= 512;i = 512'

m¡ = -sl¡lentram em cå¡ir¡u ,ub uma i.teraça-o O.ít. tipo e em æguida pæsarir a ocupar esta'

dos dispon íveis cujos rr¡ sd'o difcrcntcs dos pritnciros mas tém ainda valores opostos (pof excmplo'

ì = 512, m¡ = 312;l = 5!2, m¡ = -312)' É claro que o momento angúlar se conserva nessôs coli'

sões e que estas nf,o sro i"iui.¡* ;ñfi,;;ì; lu ,*"tur¡o. A cnergia do sistcma é ¡liminuída

porque, durante a colisâ'o, os ¡rúclcos cncontratn.sc particularnle-ntelróxi.nros e o princípio de

excluSãO não Os inlpede dc interagirem fortcmente com urna fOrça nuclear atlativa de Curto

t('

l:.$

tl

alcance,

6?8

trÐ,EiE|f 
nsidade e ao curto alcanæ dæ forps nucleares existentes entfe os nu-

ffi., Devido à Srande inte

l'Tå;;;;;'viãs¿am¿¿¡a-pfu yf:::::f:::iT.'"':'l:ii:ï:S:,i:läi*i"';f; :

ffllfililiìJ':: ä*].il*. ; ñr-.I,_f" i,.ti g ; å nâ.o tan t o qua nto a inte ração spin'

ã¡bita. Ela é de curto arcance, e¡,atamente como a força nuclear responsável pela flutuaçfo øu'

¡¿dora desa hteraç5o. o. i .,rr,iru Porgue essa forp o é também' Uma interafo similar re'

iifi Ur um desvio çm relação ¿ mð¿¡a, ctrama¿ainterago coulombi¿na residual' aparece no

tfi¡tamento de átomos, .onro üto, na seção lO'f. N.o c¿so atômico, a interação coulombiana

rcsid,,nl reputstya enrfe o, ,iétront de urna subcamada tende a fazer com que eles formem aco'

îî*n or' porolelos de r.* ror.n,os angulares. No cæo nuclear, a tendência é a formação

ffi;;l|[". s antiparaleloi porqu. I intãraçeo nuclear rçsidual entre os núcleons é atrativa'

A pzio pode ser entendida através de argumentos similares àqueles usados P-ara os acopla'

lrr'nä, .,ã¡1i.ot (veja seção l0-3), no caso de u¡na-interação residual atrativa' Em suma' estes

rfsumentos mostram que desde que dois núcleons do mesmO tipo são descritos por uma auto'

;lt":;; ;;ì;i;"ti-siméirica, .r *¿¿i. eles se aproximam um do outro se seu spins são essen'

:äää;öalei;;ÈËr;;;u* *u¿t,'n. média, se aproxi mar se se us momentos angula'

,a, "¿¡,"i, 
forem essencialmente antiparalelos, po-rque nesse caso eles se movem em direções

äil;;;;-rrrr. 'óibita- . .*it pæsam freqüentemente um pelo outro' Entáo eles

formam um paf ..compacto" se seus vetores momento angula¡ são essencialmcnte antiparalelos'

Quando eles formam ese tal par compacto com momento angular total nulo, a força nuclear

.þao rnu, eles produz uma importante contribuição à energia de liga$o do núcleo'tornan'

doo mais estável. Graçæ 
" 

es. Åec-irmo, pode-se compreender a tendéncia para a formaç5o

ile pares e como são mantidos essencialmenie antiParalelos os vetores r¡romento angulu total

p"r'ã.*it" da seqüência ã" .ofitO.t entre etes. Esias colisões mudam a orientação da órbita'

rnas os núcleons continuarão a mover{e em direções opostas seja qual for a nova órbita'

O decréscimo A. .nargiu, devido ao aiopiamento de um par de núcleons do mesmo tipo'

ou energia de emparellumi'io, ¿elugar a uma prefe-rência dos núcleos de ter Z e y'Í pares' assim

. como à presença ¿o trrto'Ju Ltpttãtttrntnto na lolfa dt tî:: t:Ï--:io,Ïi-,Ï1tj,lü-
;ili",u".|ffii:iöil;*tso ocasional da figyr-a 15'18 na predição cor¡eta dos spins nuclea'

åiîiäilil Hià;;ñ: N;ä9 ã ;' { 
*' 

r ::1"3t,1"" :ïïlï l l ll :'::å::f i
åiä;rr"* ;*tdärre mais favorável a um nêutron da subc¿mada 3Pttz * emparelhar

'bm 
o nêutron não emparelhado da subc¿mada li,ro e deixar trn !,",t-tî.:t^:"-O"i*UÍ"tly::

ä;i;:i'Jä;iääñ;;,np*u,u'n.ntä é maior à medida que os valores de I dos

mponentes do par aument.ä. ð"t"itit, se I aumenta' t f1i:::",::t-:."ir::Ï:T:T"ä"äå,iåJ;;;;tti*'iil ¿, de um confìnamento dæ órbitas das partículæ em um

) e isso aumen,. u ,uorroortã'ã'a*u"t r*pts de onda(isto é'eli::::::"-i#Ì,Yl'
;ffffififfi;;'ij,i;;;^ q*r, ¡e*ir, o efeito de emparelhamento predomina.

Se uma subcamada.on,¿rn unin'iåtto pãt de núcleons' ttut,T:I:1'::.'t:tgi::::1:
$jür.n'.I.iäö:iiä de manrira a produzir um momenro ansutaf totat nuro' se um outfo

ìir'¡.i.ä^ ¿ll'ií;;.d",;;*-;.ärr.ii;.äJ"ïi:l:ï îi:::i1:""iilî,ifä:ijälïiff:

rþuns nÍveis relat¡vamenle prÓximos'

. Para núcleos ¿e ¿ itpJöããdelo de camadas é também bastante bem sucedido nas pre-

iËäi:.il;ääi ärit;;;,. iårte' o"" rorma' o åo'n'nto angular total de toda a sub'

i. camada é determinado Ptb ;;þ"" não emparelha¿o' Em resumor o momento angular de um

' ttúcleo de A ímpar é inteirumente døido ao momento angular totøl de um-único núclenn não

' i 'enpørelludo ¡u subca¡¡ada oanpada de energio nais alta; o spin nuclear i doe ser ígwl ao vø'

ìilo¡ do ¡umero qwûnrico i tlessa'subcanuda' Com tp'nt' utna ou duæ excefes' a regra acima

" rplicada conjuntamente cil-;fd; l5'18 reprodlz os valores observados de i para todos os

:,nf¡cleos de.d ímpar. gn,rutui,oîJrvido ao eieito de emparelhamento discutido no parágrafo

.¡nterior, é nccesário levar em consideração trocas ocasionais na ordem de procedimento de

6'19



dições das paridades das autofunç$es nucleares, isto é, æ elas sfo funçOes pafes ou lmpare¡

suas variáveis espacíais (veja (844) e (8a5)). [Þv{do ao fatô dos núcleons no modelo de

madas æ moyimentarem indepcndentemente, uma autofunçâo nucleär pode ser escr¡tâ co¡tg'

um produto das autofunções de cada um de seus núcteons * exatemente Como na teoria &
Hartree dos átomos. Mostraremos no exemplo l5-l I que a paridade da autofunçlío nuctearé¡'

mesma que a paridade da autofunçfo correspondente ao nficleon nlo emparelhado. E porq6$
(847) rn'ostra çe a paridade desta autofunçe'o é dada por (-l)ll, conclurmos que seo miet¿onl

nlÍo emparelhado se mcontra em umn sbatnada conespondente a I par, antão d parldade nucti,il

ar ê par; se I ê lmryr, então a Wrídade é lmpar. No próximo capftulo nós veremos que a parlttadç 'r

nuclear é extremamente impoftante na determfnaçâo dos tip'os de transição que oconem en :

certas espécies de ¡adioatividade e de reações nucleares porque existem regras de seleøo envql. ,

rrndo essæ paridades. :
Deve ser aparente que o modelo de camadas prediz,pøroNeZpÛe¡,queospínnucl@',

é f = 0 a parÍdade nuclør é par, Fste resultedo concorda com a cxperiência' Pa¡a núcleos de ,'

,4 par, mæ com /V e Z ímpares, o valor de / c da parldade dæ autofunções sfo preditos pan

cada um dos dois nrlcleons não emparelhados. .A partir dessa informaçfo, a paridade nucleu ..

pode ser obtida imediatâmente mas, com relâøo ao ralcir do spin nuclear, somente.é posslrtl :'

estabeleær limites e dizer que ete precisa ser um número inteiro. Existem entretañto ePener

alguns núcleos ímpar-lmpar. Os argumentos contidos nos dois riltlmos parágrafos podem set '.

utilizados pera obter informafes sobre os spins e paridades dos primeiros estados excitados -

dos núcleos. Como veremos posteriormente, essas informações seráo fìdedignas somente se o¡

vatores de lV e/ou Z se encontrarem próximos dos números mágicos.

Ð(EMPLO ls-n
Faça predições sobre o spin nuctea¡ e a paridade do estado fundamental dos scguintes núcleos: (a)

ror¿, (b) rotr, (c) ¡or!, (d) r¡[,1c) rNr..

(a) O núcleo .Or' possui,/Ve Z paresc também é duplamente rnáglco pobr'Íe Z sã'o ambos þalsa 8.

Ele lem dols néutrons na ¡ubcamada lJ¡r¡ Que se acoþlam formandoeñ pareproduzindoummomentoan'

tuta¡ total nulo. Estcs dois nêutrons salo desc¡itos por urne autofofmaÉ'o dc paridade per, uma vez qu?

I = 0. contribuindo asim com ume paridade par no produto das autofunções. Existem quâtro nëut¡onr n¡

subc¡mad¡ lpln que sc acoplam em dois pares quc possuém momenlo aÍ8uls¡ lotal nulo. Todos estct qurtro

núcleons sdo descritos por autofunç6es de paridadc ímpar, uma wz quc I = I , mas o produlo de quatro fun'

Ses ímpares é umr funt''o pa¡ e, aislm, contribuem tamtÉm com uma paridade pat no produto das autofun'

þcs filstem dois nêutions na subcamada tprá, quc formam urn par de momento angula¡ totál nulo. Pt¡tl'

.iprm cor duâs âutofunções ímpares no produto das autofunçõcs e contribuirâo globalmente com parldadc

par. O mesmo raciocínio æ aptica aos prótons desse núcteo, O resultado final é que o spin nuclear ézeroc

queaparidadeépar.
(b) O núcleo !Or possui /V ímpar e Z par. Seus nêutrons c prótons têm rs mesmas careclcrístlc¡3 dot

do rOt6, exceto que há um nêut¡on ext¡e na-o emparelhado na subcamada ldro. tsto dá ao núcleo urn spin

I = 512. A parldade da aurofunçab pam o nêutron não emperethado é par poii i=2iaparidade nucleârlcrl

enta-o também par
(c) O !Or' é um núcleo par-par. As predições sâo que scu spin seJa nulo e sua paridade seja Positi€. Àl

razôcs sá'o que existem dois nôutrons na subcamada I dr, , os quais foimam um par de momenlo ângular lold
nulo e possuem ambos autofunçôes de pa¡idade par.

(d) O ?Nr' é um núcleo N'pat eZ'ímpan Seus nêut¡ons e prótons se comporlam como osdorOtr'
cxceto que existe um próton não emparelhado na subcamada tp.,., Este próton extra dá ao núcleo um rpin

f = 1/2. Como sua autofunçá'o é ímpar porque I = l, a paridad-et'n"uctea¡ å também ímpar, Observe quc fol

possfvcl predizer o spín nuclea¡, segundo um Ponto de vista um pouco diferente, no exemplo t5'10.

Gi O tNt' é um núcleo Ímfat-ímpar. Ele tem um próton nâo emparelhado n¿ subcamada lpta c|¡n'
bém u¡n nêutron nã'o emparelhado na ñesma subcamada. Ambos têm um númcro quântico nrorfleñlo rn8lltr

total / = l/2. Na-o podemos dizer preciumente qual scrá o spin nuclear sem antes sabe¡ como estas dull

partículas vâo acoplar seus momentos angulares. Mas podemos dizer qüe exlstem apenas duas posibilidadd

paráosspinsnucleares:í=0oui=l.Aexpe¡iênciamostraquei=léovalorcorrelo.Podemosd¡zctscn
åmbigUidàde que a paridade nuclcar scrá par, uma vez que o próton e o nêutron nfo emparelhados dão con'
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"'j6uições do mesmo tipo e o produto se¡á ncccssariamentc uma funçalo par. Essa prediça-o é confirmada pela

ctpcriência, assim como o são todas as prcdições feilâs ncslc excmplo. ^

O modelo de camadas nfo é tão bem sucedido em predizer os momentos dipolares magné'

ticos dos núcleos. Ele estipula que o momento dipolar magnético de um núcleq de.d ímpar

listo é, /ú par e Z ímpar, ou fl ímpar e Z par) deve ser devido inteiramente àquele do núcleon

æl¡batár¡o (não emparelhado). lsto porque suÉe6e que os momentos dipolares magnéticos dos

outros núcleons cåncelem-se par a par, pois seus momentos angulares totais assim o fazem. Os

resulrados experimentais são ilustrados nas duas partes da lìgura l5-19 para os núcleos iv'par,

Z-ímpat e para os y'f.ímpar, Z-par. Eses resultados foram obtidos pelo processo indicado na se'

cÃo l5-2. A fìgura tambdm âpresenta as chamâdas iinhas de SchmLdt, que representam as Predi-

åões do modelo em camadas para os casos em Eue os momentos angutares de spin e orb¡tal do

n,irlaon nfo emparelhado são esencialmente paralelos ou essencialmente antiparalelosr ou seia,

cofresfrondemaosdoiscæospossíveisi=l+l12ou/=f-l/2.Osresultadosapfesentamepe'
nas umâ quase irreconhecível tendéncia de seguir qualitativamente as predições do modelo de

cemadas.

O insucesso do modelo origina+e na hipótese de que o momento dipolar magnético nu'

cl¿ar é devido unicamente ao núcleon celibatário. Nâ'o é verdade que todos os outros núcleons

eslão sempre êmparelhados de tal maneira que seus momentos angulares totais e seus momentos

dipotares mâgnéticos se cancelem rigorosamente. Esta hipótese é sufìcientemente boa para per'

mitir uma predição corfeta do valof do momento angulaf total do núcleo, ume Yez que essa

quaritidade é quantizada. Se ocasionalmente os pâres têm um momento angular total nâo nulo,

nìse instante o núcleon não emparelhad o preciw ter exatamente o momento angular total âde'

quado para compensar e manter constante o valor momento a¡gular totâl do núcleo. Este tipo

de compensaçfo na:o pode ocorrer para os momentos de dipolo magnéticos' pois os fatores 8,

que relacionam os módulos dos momentos de dipolo magnéticos aos do momentO angular' va'

rìam quando os acoplamentos entre os momentos angulares mudam. E cOmo o momento de

dipolo magnético nuclear não tem um módulo quantizado, nlo há razlo para que uma tal com-
',, pnsação exista.

i'r l$10 O MODEITO COLETIVO

iii O modelo de camadæ baæia.se na idéia de que as partes constituintes do núcteo mo'

ilrvem*e independentemente. O modelo da gota líquida implica justamente o.oposto, Pois em

.i, uma gota då líquido incompressível o movirnento de qualquer parte constituinte é correlacio'

,,: n.áo-.om o måvimento de todas as partes vizlnhas. O conflito entrc estÍts idéias enfatiza que

'i:' lm modelo fornece apenas uma descriçâo de um delerminado coniunîo de fenômenos sem le'
;. t?r em consideraçå:o a existência de outros nrodelos, evcntualmente incompatítrcis, usada na

' 
:' 

descrição de outros conjuntos. l)ma rcoría,como a relatividade ou a tcoria quántica, fornec€ uma

descriçao de um coniunto naíbgrande de fenõmenos. Na fronteira entre seu próprio conjunto
.' de fenômenos e outros coniuntos de fenômenos, uma teoria une{e sem conflito com outras teo-
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rias usadas na descrição desses outros conjuntos.
À medida que a física nuclear evolui, tentativas sá'o feitas no sentido de remover os confli-

tos entre os diveisos modelos e unificá-los em modelos maís amplos. O mais bem sucedido e o

mais imponante exemplo é o modelo colet¡vo do nicleo, que combina certas ca¡acterísticas dos

modelos de camadas sdagotalíquida. Estc trabalho foi feito parcialmcnte porAage Bofu,cujo
pai desenvolveu o modelo tle Bohr do átomo. O modelo coletivo supõe que os ntlcleons das sub'

c¡madas incompletæ de um núcleo movem-se independentemente em um potencial nuclear efe'

tivo produzido pelo caroço formado pelas subcamadas totalnlènte ocupadas como no modelo
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FIGLRA l5-19. /Vo ¿rto: momentos dipolares magnéticos nrediclos dos núcleos ¡V pu - Z ímpar e as prcdi'

ções do modelo de cam¡da. A linha superior é a prediçío correspondente à suposiça:o de quc

o spin e o momentó angular orbital <tò próton naio cmparelhado sío esscncialmente parsl€'

los; r linha inferior é a prcdiçio corrcspondcntc à suposiçã-o de que cstÈs momcntos angul¡'

¡es s.r:o csscncialmcnle antiparalclo s, tnbaixo: idcnr para os núclcos ¡V ímpar - Z Par. Ncslc

caso, a linha hfcríor corros¡xrnrle å suposiçio "paralcla" e a linha sr¡pc¡io¡ coriespondet

sqposição "ant iparalela",
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Få, ør*¿.r. Entretanto, o potencial efetivo prodrzido peto caroço não é o potencial I(r)

l,rr¿r.rnrn,t simétric9 estático ¡'19:,i: Ï-dl: I :tt*-11::::.1"J::::lj'tti::":Tffiä"ü .öä; ;ãr¡;rt-t. Esas deformapes representam um movimento correlacionado'

äi'äfr,¡*,ì"s núcleons no caroço do núcleo e que são associados com o modelo da gota li'

au¡da't-- 
Coro no modelo de camadæ, os núcleons preenchem os níveis de energia do potencial, os

ouais são desdobradoS Pela mesma intera$o spinórbita, conduz¡ndo aos mesmos números má-

åã r ar mesmas predipes do spin nuclear e paridade. Considere um núcleo cujo número de

iãrfr""r é þal a um núrrro mágico mais um. Na fìgura 15-18 uma insPeçâ'o dos níveis de

enerya do modelo de camadas mostra que 
9 

nicleT extra terá um momento angular orbital re'

i.,i,,í,nr",r grande. Classicamente, ele se desloca¡á numa órbita de raio relativamente grande,

|ó¡rr à siperfície do caroço forn¡ado gelas subcamadas totalmente ocupadas. Devido à inte'

i.ç¡o nu.l.ar-atrativa entre o núcleon extra e os núcleos do caroço, o caroço é deformado. Pro'

iuürra".¡.. circulam em volta da suPerfície do caroço, seguindo o movimento do núcleon extra'

EsL efeito é bastantc Pafecido com o fenôÍ¡eno das ma¡és na suPerfÍcie da Terra, as qu¡tis

aæmp.trtt.. o movi¡nento da Lua e cuja origem se deve à interaçå'o grav¡tacional atrativa. Se

.¡rt* ¿oir núcleons extr¿u¡ do mesmo tipo, suas órb¡tas clássicæ situar'se'ão essenc¡almente

oo n'6*o plano mas eles se desloca¡ão com direções opostas em volta da suPerfíc¡e do caroço'

A nzÃo disso é que a ínteraFo de emparelhamento entre eles provocuá um acoplamento

i,sntipualelo" ¿e Lru mot niot angula¡es. Bte comPortamento aumenta a defonnação do

,.roçi. firir^rnente, a d¡storção do caroço afeta o movimento dos núcleons extras. Matemati'

carrrnte, cste fato é descrito através de unu distorção no Potenc¡al efetivo no qual estes nú-

cleons se movem. Uma dæ conseqüênc¡as disto é o aumento enorme das dificuldades na reso'

i ¿" equação de Schroedinger pata esse potencial, Uma outra conseqüência é a extensão

ænsiderávei do conjunto de fenômenos que Podem sef descfitos com pfecisão pelo modelo'

Por exemplo, nO modelo coletivo, Parte do momento angular total do núcleo encontfa{Q

sob a forma de momento angular orbital nas "ondæ de ¡riaré" que c¡rculam em torno da super'

., fície do núcleo, Uma deformaç5o móvel, parcialmente comPosta de prótons, dd origem a uma

lil coriente elétrica gue produz um momento dipolar magnético proporcional a seu momento an'
':'cul.r. Irto também é verdade em relação ao movimento de um núcleon extÍa' caso em que o

j:',äo¿do 
de camadæ considera que esse- núcleon é inteiramente responúvel pelo momento dipo'

*,t'rr ,*g,li* ;;.;;;^ a coìstante de proporcionalidade não é a mesma' Relativamentè ao

:i *rrito ansulaf exiitente, uma deformação móvet produz um momento dipolar magnético in'
tJlii fu¡or ao proäuzido por um próton em movimento e superior ao de um nêutron em movimento'

it ¡"" ¿¡f.iunLr 
"go 

u,rat.rnunte remover as discrepâncias entre os momentos dipolares magnéti'

.aÀtt nuJ.árrl obr.."ados e as pred¡Fes do modelo de camadas, mostradæ pelas linhas de

$iS**riOt na figura l5-19,

lÍ ' O estudante pode obsery¿¡ uma analogia entre o comportamcnto de dois elétrons corn spins antiparale'

tos, movendo*e sempre em direções opostis em um Pa¡ de Cooper em um supercondutor e o comporta-

mento de dois nêut¡ons ou ¿" Ao¡r próions movendo-se semp¡e em direções opostas em uma subc¿mada in'

completa de um núcleo , .ujo, rpinr, devido à intcraçaio de emparelhamento nucleål' sã¡.rambém antipafa'

þlos. Um¡ outia analogia é qie, em ambos os c¡sos, o comportamento de um par de partículas que inte¡agem

Í' influencia e é influen;¡do pelo comportamento de outras partícul¡s do sistema, as,quâis se movem coletiva'

¡tcnte. Outras analogiaS rfu tambem incontndas ontrc os tåtodo, t.t.táticos usados nos cálculos de supe¡-
' condut¡vidade BCS e no¡ cálculos do modelo çoletivo nucleg¡'

uma propriedade nuclear que pode ær perfeitamente explicada em termos do modelo co'

' tetivo é o momento qrradrupolu el ¿í¡co q. As medidas de desdobramento hiperfino capazes de

determina¡ q foram bie"emänte explicadas na seção l5-2. Nessa ocasião, havia'se Precisado que

{ é uma rcàid" do desvio da simei¡ia €sférica da distribuição de cuga nuclear, o qual é obtido



em medidas tais como desdobramento hiperfino, as quais sf,o sensíræis à ¡nédia no tempo desb

desvio. A definição exata do momento quadrupolar elétrico é

e =loV* - (x' + y' + zz)'ldr

onde p é o ralor médio no tempo da densidade de carga nuclear em unidades de carga do próton

c onde a integral tridimensional é feita sobre o volume nuclear, sendo d¡ o clemento de volume.

Observe que q é igrnl a z, o nrlmero de prótons do núcleo, multiplicado pela média sobre p d¿

diferença entre trés vezes o quadrado da coordenada z e a sott¡¡t dos quadrados de todas as coor.

denadas. Isto é

s= zß7 -tF +l' +7ll

Fica claro engo qge 4 = 0 se a densidade de cuga nuclear for esfericamente simétríca, pois nes.

te cæo x2 = y, = 22 . & p não for esfericamente simétrico, terá pelo menos um eiio de simet¡ia

dirigido segundo a direção em torno da qual o momento angulat do ntiðleo precessiona. Nos ø.
sos tfpicos, a densidade de carga é um elipsóide com o eixo de simetria determinàdo por essa

direçâo. Nas expressões (15-35) e (15-36), consideroute como eixo de simetria o eixo z. A

segunda destæ expressôes mostrS imediatamente que 4 ) 0 se há uma deformagto de p na dire.

Éo do eixo z tal que z- > x' = y' e que q ( 0 se hover um achatament o z7 < x' = y2'
Os valores observados correspondmtcs à média no tempo do momento quadrupolar elé-

tdco nuclear 4 são mostrados na fìgura l5-20. Alguniæ características dos dados apresentados

nessa fìgura podem ser compreendidos qualitativamente em termos do modelo de camadas. Por

exempto, este modelo prediz q ( 0 para um núcleo N'par, Z.ímpar com Z igual a um número

mágico mais um. A razão disto é que o núcleo é constiturdo por subcamadæ de prótons total-

mente preenchidas, dando origem a uma distribuiçllo de carga esfericamente simétrica, mah

um próton arbítrário movendore em uma "órbita" situada aproximadamehte em um plano

perpendicular ao seu eixo de slmetria. Assim, a distribuiçã'o de carga pode ser considerada como

se estiræsse achatada na direçâo de seu eixo de simetria.Paraum núcleoN.par,Z'ímparcomZ
igual a um número mágíco menos um, o modelo de camadæ pred¡z corretemente 4 ) 0 poh

este núcleo contém um buraco-próton (a ausêncía de carga) morændo+e em uma órbita similar.

Estes argumentos do modelo de camadæ sfo ilustrados na fìgura l5-21 e tomam ptausíveisæ

æguintes obsemações: a) q é positivo para um núcleo y'f-par, Z-ímpar se Z se encontra em uma

faixa logo abaixo de um número mágico; b) q é' zero se Z coincide com urn número mágicoe

c) q é negativo se Z se encontra em uma faixa logo acima de um número mágico. Entretanto'

o modelo de camadas nto é capaz de fomecer corretamente resultados quåntitativos para os

motnentos quadrupolares elétricos. As predições desse modelo para os valores de 4 são geral'

mente baixas, sendo que, para certos núcleos situados entre números mágicos, elas sã'o inferio'

res aos valores observados por um fator superior a 10.

EXEMPTO ls-t2

Estime a predição do modelo de camadas para o valor médiO no tempo do momento quadrupolarclé'

trico q do núcleo rr Sbt'r e compareo com o rralo¡ medido apresentado na ffura I 5-20.

De acordo com o modelo de camadas, a distribuiçai de cargas desse núcleo é constituída por um cero'

ço esfericamente simét¡íco dc subc¡madas de prótons completamente ocupados envolto por um prólon cctt'

úafá¡io na subcamada lgr,r. Como o momento angular orbital destc protón é elevado (f = 4),.podc*c' cön

uma boa aproximação, sui'or qu. ele se move em uma órbita do tipo da de Bohr, cujo raio é próxirnodo ta1

nuclear r,. (Lemb¡e*e que foi ústo na seçalo ?-8 que o movimento orbital aploxima-se do limhe classlco¡

medida que / torna*e eìevado.) Assim, a média nò tempo da distribuig-o de carga nuclear asscmelha'se a0
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FIG(JR.{. t5-20, O momento quadrupohr elétrico nuclc¡¡ q, em relaça-o ¡o cixo de simet¡i8, dividido por

Zr'1, pua os núcleos de A ínpar. Â quantídade ¡' representa a distância média cntre o
ccntro de distfibuiça--o elipsoidal, de carya +ze, e a superfície. A quantidadc | + qlz/'

. ê aproximadaftente þual à razâo ent¡e o eixo do elipsoide paralelo à direçâo de simetria

e o eixo perpendicular a essa direção'

que é mostmdo na parte equerda da figura l5-21. O caroço esférico na-o fotnece contribuiça--o alguma ao
nìomento quadrupolar etótrico nuclear 4. Conside¡ando o eixo de simetria como sendo o eixo de z, temos:
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o --frrt* - (x' + y' + ztlldt

onde p é aproúmadamente a densidade de c r9a pzt'¡ um anel de raio r' unifo¡memente carregado situado sB
um plano perpendicularaz. Assim,pé nulo, exceto parzrz + yz =¡'t s7=Q,o que permite escrever

rr
o = lcl-r'lldr =-r'2 le dr

JJ
O valo¡ da integral de p é um, pois o anel contém a carga de um p¡óton e p é medido em unidades de carg¿

de um próton. Conseqüeñtemente, uma estimat¡va do resultado predito pelo modelo de cåmadas para o q do
rr Sbrð é

4 = -r'r

De acordo com a figura l5'20' o valor medido de q Pa¡a esse núcleo é tal que

q

-= 

_019
Z¡,,

ou seja,

4 = -0,092¡'' =-0,09x51¡'¡=-5¡'2

Este ¡esultado mostra que, comparado ao valor exPerimental, a predição de

muito baixa, pois é aptoximadamente 5 vezes infe¡ior'
modelo de camadas é
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FTGURA 15-21.1 esquerdo: ilusrração esquemática de um núcleo cujo Z é ígual a um número mágico mais

um. Dentro de uma aproximaçr¡'o relativemcnle boa, o próton move-æ em uma ó¡bita dc

raio lgual ao raio nuclcry e sua distribuiçaio de carga média no tempo assemelha-se a um an€1. A

distribuição total de carga conlém um eicesso de carga, rel¿tiv¿mcnte a uma distribuiça-o edé'

¡ica, em um plano perpendicular ao eixo dc simetria (o eixo z). O núcleo t€m,¡este c¡to,,

um momento quadrupolar ncgalivo. À di¡eito: iluslraçio de um núcleo. cujo Z é um nu'

mero menos um, apresentando um bu¡aco devido à ausência do próton. Feita a médþ n0 .

tem¡ro, csse bu¡aco tld lugu a urn ansl contendo uma falta dc carga em plano pcrpendícuE

ao cixo de simetri¿. O nrontsnto quarlrupolar clét¡ico é entio positivo, pois a dirtribuiÉo
de cargas apres€nta utn exoesso de carga, relativam€nte a uma distribuição csfó¡ica na di¡c'

ção do eixo de simetria (o cixo z),
(

(.: ó8ó

Modelo coletivo

681

uma outra predição do modelo de camadæ é que o valor do momento quadruPolar elé-

trico dos núcleos der{ ímpar depende de maneira signifìcåtiva se elesPossuem N ímpar,Zpar

oulYp.t, Z ímpar. A:azÃo está simPlesmente relacionada com o fato de queosnúcleons ím'

oapr tg'o nêutronssemcårgô, no prime¡ro c¡lso, e prótons cem carga, no segundo caso. Entretan'

io, a figur" 15.20 mostra que.o valof de q para.núcleos de / ímPar depende unic¿mente do nú'

mero de núcleoß, independentemente se estes núcleos são çarregados ou não'

O modelo cotetivo €xplica todæ as características dos momentos quadrupolares elétricos

f¡edidos e que são incoff€tamente Pleditas pelo modelo de camadas. Com efeito, se o caroço

oode æ deforma¡, as cargas de muitos Prótons passam então a contribuif Pa¡¡ o momento qua'

ärupolar elétrico total, produzindo valores suficientemente elevados de q. Para núcleos com'

preendidos entre os núûieros mágicos, as deformações do caroço s€ tornam bastante importan'

tes e,conseqÍlentement€,os yalores dos momentos quadrupolares elétricos tomam{e igualmente

bætante eleyados. Como æ deformagões podem ser provocadas por núcleons extras de qualquer

un¿ das duasesfrcies,o modelo coletivo explica Por que os valoreq de 4 não dependem sens¡veþ

mente se os núcleons ímpares $a:o nëutrons ou Prótons.
AIém du rotações coletivas do cuoço nuclear que estamos cons¡derando, também exis-

tem vibra@es coletívas. Com toda a cÊrtezÀ o exemÞlo Íiais espetacular é a fissão nuclear. Este

assunto será discutido no próximo capítulo.

TABELA 15-3. Modelos Nuclea¡es e Propriedades do Btado Fundamental dos Núcleos

Nome Hipóteæs Teoria Usada Propriedades Preditas

'l'tnoorto uo re,

Modelo da gota

líquida

IXF de Fermi

Modelo de
camadas

Os núcleos tém densi-

dadæ de ¡nass¡! s¡m¡.

lares e energias de li'
gaøo proporcionais às

suas ¡nass¡rs (como gota

de um líquido c¿uregado

eletricamente)

Os núcleos movem{e in-

dependentemente no
potenc¡al nuclear efe-
tivo

Os nf¡cleons movem+e in-
dependenternente no
potencia¡ nuclear efe-
tivo com um forte aco-

plamento spin órbita in-

vertido

Potencial nuclear efetivo
exPer¡menta defo¡ma-

ções

Clássic¡ (termos de

assimetria e empa-

relhan¡ento introdu-
zidos sem jrstifica-
\as)

Estat Ística quántica re-

lativa ao grís de Fermi

de núcleons

Resoluça'o da equa$'o

de Schroedinger cor'
respondente ao po'
tencial nuclear efe'
tivo

Resolução da equação

de Schroedinger para

um potencial efetivo

nâ'o esférico

Mæsa e energias de liga-

ção médias precisæ
(determinadas através

da fórmula de masa
semi+mpírica)

Profundidade do poten-

cial nuclear efetivo.
Termo de assimetr¡a

Nú¡neros mágicos, spins

nucleares, paridades

nucleares. termo de

emPafelhamento

Momentos dipolares

magnéticos. Momen-

tos quadrupolares elé-

tricos

Tl



t$tt RESulvlO

Um breve resumo deste caprlulo é feito através da tabela l5-3,ondesão apresentadoso¡

modelos nucleares que analisamos, assim como suâs ceract€rístlcas mais importantes. Vimos
que cada modelo pode explicar satisfatoriamente certas propriedades dos nrlcleos no estâdo fun.
damental (mas que nenhum modelo sozinho pode explicar todæ as propriedades). No próxime

capítulo veremos que esses modelos podem explicar propriedades relatiras à desexcitaçfo nu..
clear e às reaç6es nucleares; estudaremos também um outro modelo nuclear lmportante, ausenþ

de tabela 15.3. Trata.se do modelo ótico, uma generaliugo do modelo de camadas, e que des.

c¡eve o comportamento de um núcleon nÍo ligado movendo*e em um núcleo.

688
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689

QUESTÔES

l{ouve uma etapa no desenvolvimento da física atomica na qual os modelos desempenha-

ram urn papel comparável åquele agora desempenhado pelos modelos na física nuclear?
Os modelos sa--o usados presentemente na física atômica?

Nas regiões do universo onde a energia térmica é &I - l0ó eV, os proæsos atômicos sfo

mais aparentes que os processos nucleares? E para as regio-es onde &I - I 0-6 eV?

Todos os núcleos têm um momento monopolar elétrico (que mede srra carga total), Al-
guns modelos têm um momento quadrupolar elétrico (que mede o desvio de suas distri-
buições de carga em relaçÍlo a uma simetria esférica). Nenhum núcleo tem um momento

dipolar elétrico (que mediria a distância enlre o centro da sua distribuição de carga e o
centro da sua distribuição de massa). Por que não deveríamos esperar um momento dipo-

Iar elétrico nâ'o nulo para os núcleos?

Os núcleos possuem momentos dipolares magnéticos. Por que eles nâo possuem momen'

tos monopolares magnéticos? Possuem momentos quadrupolares magnéticos?

Se um elétron de energia cinética igual a 100 keV atravessasse um átomo típico, poderia

ser espalhado segundo um ângulo relatir¡¿mente grande em uma forte colisã'o com um elé'

tron atômico. Se sua energia cinética fosse igual a 100 MeV, somente poderia ser espalha'

do segundo um ângulo relativamente grande se colidisse fortemente com o núcleo. Por

quê?

Por que a unidade de massa não é definida em funçã'o da massa do átomo de hidtogénio?

(Sugástao: Use a tabela l5-l para fazer uma estimativa rápida damassado e2U238 consi'

derando a massa do rHr igual a 1.0000004.)

Uma vez que as seSes atômicas e moleculares também envolvem energias de liga$o. por

que os químicos do século XIX não observaram defeitos de massa e æsim não descobri-

ram a teoria da relatividade?

Muitos problemas de mecânica em livros-textos consideram colisões entre partículas com

Q nulo. O valor de Q é zero em colisões entre partículas clássicas reais (como bolas de

bilhar reais)? Qual o sinal do valor de B?

Por que os núcleos mais estáveis se encontram na regiá-o próxima a A = 6O? Por que todos

os núcleos não possuem z4 = 60?

A fórmula de massa semi+mpírica conlém cinco parámetros e prcdiz com boa precisfo

mais de 500 massas. Como a razlfo prcdiçôes/parâmetros neste caso se compara com

a de outras fórmulas entpíricas da física ou da engenharia?

Por que o termo dc emparclhanrento prodllz unra contribuiça:o negativa à energia libcrada
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por ocasião da captura de um nêutron pelo ezgzra e uma contrib;ição positiva no ca5s

¿o 12 g23s r Quais sãoðs conseqüências prát¡cas desa situação?

Por que os números mágicos atômicos não sã-o os mesmos do que os números rruígicos

nucleafes?

Explique por que pode não haver colisões entre dois núcleons típicos em um núcleo no

scu estado fundamental. Se um núcleon de alta energia, acele¡ado em um cíclotron, por

exemplo, p€netra em um núcleo no 6,eu estado fundamental, pode haver colisâ'o com u¡¡
núcleon do núcleo?

A existéncia dos números mrígicos nucleares repousa principalmente sobre que lei funda-

¡¡pntal da física?

Exlste uma felaøo entre a dependéncia em I da separaSo spinórbita dos níveis e a regra

do inte¡valo de l¡ndé para a separação spinórbita dos níveis de energia atômicos?

Por que a maioria dos núcleos seguem um acoÞlamento ./"I, enquanto a maioria dos

átomos obedccem um acoplamento lS?

Utilize o argumento associado à figura 94 para explicar por que existe uma tendéncia

pars os momentos angulares de spin intrínseco de um par de núcleons idénticos serem

essenc¡almente antiparalelos, núninrizando sua separação média. Em seguida, modifìque o

argumento ilustrado na figura l0-2 para explicar por que a separação ¡nédia rlo par é mi-

nimizada se seus momentos angulares orbitais são também essencialmente antiparalelos.

Esses argumentos explicam por que a fuìteraça1o de emparelhamento tende a fazpr com

que os momentos angulares totais do par fìquem essencialmente antiparalelos?

Sc um fator numa autofunçã'o nuclear é formado por um produto de um número par de

autofunções de núcleons em uÍ¡a subcamada particular, por que a paridade dessc fator

é pu, independentemente do fato das paridades dæ autofun$es dos núcleons serem

todas pues ou todas írnpues? Como esa propriedade conduz à Íegta para a predição das

paridades das autofunções nucleares correspondentes al ímpar?

Como podem os valores dos momentos dipolares magnéticos da hgura l5-19 scr usados

para identifìcar os números quánticos momento angulu orbital I de muitos núcleos, em

fwrçfo dos valores medidos dos respectivos números quânticos do momento angular total

t?

Se as ondas de maré que circulam em torno do caroço nuclear no modelo coletivo fosse¡n

for¡nadas inteiramente de prótons, ao invés de serem formadas de prótons e néut¡ons,

como scriam alterados os momentos dipolares magnéticos preditos pelo modelo?

Qual é a distribuição de cargas puntiformes mais simples que tem um momento quadrupo'

lar elétrico nÍfo nulo?

Por gue o modelo de camadæ nuclear é chamado de modelo enqu:rnto a comparável teo'

ria de Hartree atômica é chamada de teoria? De uma maneira geral, no que um modelo

dife¡e de uma teoria?

t4.

15.

t6.

t7.

18.

19.

20.

2t.

22.
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PROBLEMAS

A andlise do espectro ótico de um átomo mostfa que existem quatro nÍveis de eneryia em

urn certo multiplete de æparafo hiperfìna. A análiæ mostra também que o valor do nú-

næro guântico do momento angular eletrônico total para esse multiPlete é i= 2.Determi'
ne o valor do número quântico do momento angular nuclear (ou æja, o spin nuclear r)

para o núcleo desse átomo.

O spin nuclear e o caracter de simetria do núcleo de boro comZ=5eA=10 são:d=3,
simétrico. (a) Mostre que a massa, carga, spin nuclear e caracter de simetria concordam

corn a hipótese de que os núcleos contém Z prótons e A - Z nêutrons. (b) Quais dessas

quatro propriedades não são compatíveis com a hipótese de que os núcleos contêm.4 e

A - Z elétrons?

Determine, em MeV, a energia de atração gravitacionai entre dois prótons esfericamente

simétricos e cujos centros se encontram distantes de 2 F. (b) Consíderando essa mesÍut se'

paraçá'o, repita os cálculos para a energia de repulsão coulombiana. (c) Compare os ¡esul'

tados preædentes @m a energia de atração nuclear, que é aproximadamente -10 MeV

para o sistema em questão.

Elétrons cuja energia cinéticå é {e 1000 MeV sâ'o espalhados por um alvo contendo nú'

cleos de 
?e Au, (a) use os resultados da figura I 5 -l 6 para encontfar o raio para o qual a

densidade de carga nuclear é igual à metade do seu valor no interior. (b) Ut¡lize entÍo o

valor desse raio para predizer aproximadamente qual a sePafação angulaf entre dois mí'

nimos adjacentes da ligura de difraçå'o que é observada no espalhamento.

Utilize a equaçáo empírica (15-5), que rePres€nta as densidades de carga nuclea¡es obser'

vadas, e o parâmetfo ö indicado em (l 5-7) pafa determinar a variaçáo de r gue correspon'

de a uma queda das densidades de carga de 90% para I 0% de æus valores intemos.

1r: r i.
.l¡i
¡r.] (

'*ß'ì:,
'.¡: '
:',

'r¿þ: 6.
Ì*i "

ä;,:i
Í:Ij';.
,rí
i)'

Demonstre a expressâ'o (15-t6) que relaciona o valor de Q de unz reação nuclear com

as quantidades dinâ¡nicas envolvidas na rea$o, (Sugestão: Escreva as equagões de conser'

raçâ'o dæ componentes do momento tinea¡ relativas às dire$es paralelas e perpendicular

à direçá'o da partícula incidente. Elimine em seguida destas egruções o ângulo formado

pela direção do núcleo residual e a direção da partícula incidente.)

(a) Uæ a expresão (15-16) para calcular a energia dos prótons emitidos na direçã'o de

incid€ncia dæ partículas a de 7 ,7Q MeV numa reação de Rutherford (15'l l). O valor de

Q da rcação é - I ,18 MeV. (b) Compare seus resultados com os ralores do exemplo 154.

Como a reação lH2 * tH3 * 2Het + onr tem um Posit¡vo ç alto valor de Q,elaéfue'
qüentementè usôda pafa obter nêutron onr de alta energia a Partir de um gerador eletros'

tático de baixa energia capaz de rcelercr um feixe de déuterons I H2 sobre um alvo de

trítons tH3. (a) Uæ æ informa@es indicadæ na tabela l5-l para c¿lcular o valor do Q
dessa reação. (b) Pua essa mesma reação, use (l 5-l 6) para calcular a energia dos nêutrons

emitidos na direçâ'o do feixe incidente de déuterons de 0'500 MeV.

,7,



9.

t0.

use as massas indicadas na tabela l5-l para verifìcu que a energia por núcleon do.6çt

tcm o veto¡ indicado nessa tabela.

12.

(a) Use a informação disponfvel na tabela l5'l para câlculaf em MeV a energia liber

i. f*eo de dois núcleos de I H2 para formar o núcleo de t He4. (b) Calcule também,

MeV, r altura da barreira repulsiva coulombiana que precisâ ser vencida para que haja urni

probabilidade apreciável de que os dois núcleos sc aproúmem o suficiente pare plovoc¡r

. fur¡o. Considere os núcleós de I H2 como esfer¡s unifonnemente carfegedas de raio

1,5 F e calcule a energia correspondente à repulsão coulombiana no instante em que ela¡

se tocam.

I l. (a) A energia coutombiana de uma esfera uniformemente cafregada de raio /, ou seja, a

energia necessá ria para reunir sua carga etétrica é

,, - 
3 Z2e2

5 4ne6r'

Considere r' = l J Atß F, valor consistente com as medidas de espalhamentode elétrons, c

mostre que I/ passa a te¡ a fórmula do termo coulombiano da fórmula de massa semiem'

pfric¿. (U) Calcule, em unidades de massa, o coefìcíente de 22 lAtß na expressão obtida

pæ^ Z i cotnpare com o ralor empírico do coefìciente a3 indicado em (15'3 I )'

OsnúcleossBrl e6clr sãochamadosdenúcleosespelhosporqueelestêmomesmonú-

mero de núcteons, sendo que o número de prótons de um é igual ao número de néutrons

do outro. Se as forçæ nucleares não dependem da carga, as cnergias de ligação totais

desses riúcleos deveá diferir apenas pela energia coulombiana, que é maior para o 6Crr.

A massa atôñica do sBrr é l'1,009305u e a massa atômica do 6CIr é ll,0l A3fu.(a)

Calcule a diferença entre suas energiæ de ligação toteís. (b) Supondo que ambos os

nrlC|eOs sejam esferæ unifOrmemente Carregadæ e com o mesmO raio /', use a expreSsf,o

da energia coulombiana fornecida no Problema I I pua encontlar o vator de r' coneg

pondenie a uma difefençâ de energia coulombiana igual à diferença de energia de ligaçfo' '
ic) Compare este raio di distribuiçao de carga com a dependéncia radial da densidade d¿ :

caiga mostracla na fìgura 15'6 pano núcleo de 6 
Ct 

2.

(a) calcule os termos da fórmula de massa æmiæmpírica para oto Feto. ft) Transforme estes

"rlorrs 
,r seus equivalentes em MeV, dividaos pot A, e então compareos com os ralores

mostrados na figura t5.12. (c) Use esses termos Parq predizet å su¡¡ massa atômica. (d)

calcule a energia média por núcleon e compare.a com os valores da fìgura l5-10.

Segundo o modelo da putrcula c do núcleo, o óCr2 é formado por trrÐs paftículasd'ou

se¡ã, por três núcleos de 2Heo. Analogamente,o 8Oró é formado Por quâtro partículasd'

(a) Uæ a tabela l5-l para câlcular , ãif.r.nç. entre as energias d'e ligaçfo t;tal do óCr2

e as três partículas c. (b) Calcule a diferença entre ás un.rgìr, de ligãçio totais,de 
8O16

e as de quatro partículas c. (c) Desenhe diagramas.rqu,tltiao' ¿t1çtz e do 8oró se-

gunao o modeio da partícula c e useos para mostrar que podem existir 3 "ligações"

ãntre as partículas c no óCrz enquanto podem existir 6 ligações entre as partículæ c

no toto. A natureza exata dessaìigaçâo não é especifìcada no modelo mas pensou'sc

que elas fossem análogas às que ligam as moléculas. (d) utilize os resultados dos itens

(a) e (b) para mostrar qu. ,, .n.rgi., de liga$-o totais do óCt2 e 8Or6 podem ser obti'

13.

14.

692
693

t5.

16.

das consíderando que cada ligação possível contribui com uma eneryir dc ligaçfo ligei'

famente superior a 2 MeV, O modeto da partícula c nfoé profundamenle utilizado por'

que pouca coisa a mais pode ser feita além do que já foi feito neste problema.

use o acróstico explicado na seção l5-8 para construir o diagrama dando a ordem e o

espaçamento aproximado dos níræis de energia nos quais os núcleons são colocedos de

,*tdo .or o modelo de camadas. Apos ter terminado, compare com o diagrama da

fìgura I 5-8.

use o argumento do princípio de excluslio do exemplo l5-10 para predít*r, a Partir do

Ji.g6.-do modelo ãe c¿madasdafigura l5-lS,osspinsnuclearesdo:2oçaoo,20ca3e e

20catt.

(a) Use a existência da interaçlto de emparelhamento para predizer, a partir d.o diagrama

àorno¿.todecamadasdafigura l5-18,òsspinsnucleaieseasparidadesdo6Crr,2oCa44,
28¡¡tr . 32Ge?3. Justifìque brevemente cada predição. (b) Os spins e as paridades obser'

radossão: 312- ,O+,312- e912+. Explique as discrepâncias que vocé porventura achou'

(a) hediga, a partir do diagrama do modelo de camadas da figura l5.l8,os valores go¡f
ì.í, ¿or ípín, nu.l.rr6 e d-as paridades dos seguintes núcleos com/VeZ fmpares:sBro,
te¡4a0.ftVtn.(b)Osspinseparidadesobservadossão:3+,4-c6+.Parecehaveruma

tendência preferencial nesses núcleos para um acoplamento entre os momentos angulares

do nêutron e do próton ímPares?

o spin nuclear mediclo do 23vsr é 7p. como ele é um núcleo par (lf).Ímpar (Z)' o

spin'nuclea, é dado pelo próton nâo emparelhado que tem um número quântico nuclear

totat¡= T12.comoexistemduasrelaçõespossíveisentfe/eonúmeroquânticodomo'
mentã angular orbital , pafa esse próton, asaber:7 =/ - ll2ei=¡ * ll2,o ralor de lpo'
de tanto ir 3 como 4. (a) Use o valor medido do momento dipolu magnético e sua rela'

øo com as linhæ de Schmidt, mostradas na figura 15.19, para predizer o valor mais

provável de l. (b) use o diagrama do modeto de camadas da fìgura 15'18 para predizet

õ valor de I e compare esse resultado com o obtido no item (a)'

(a) use o momento quadrupolar elétrico medido 6o æ '¡'.te l , apres€ntado na fìgura l 5'20'

ia'ra estimar a razão .ntrå or semi+ixos maior e menor de sua distribuigo de carga

elipsoidat. (b) use o raio a da distribuiçáb de carga determinado por espalhamento de elé'

tronr, fornrci¿o em (15-6), para estimàr a média desses dois semieixos. (c) A partir dos

resultados de (a) e (b) calcule aproimadamente o comprimento desses semi+ixos. (d)

Faça um esboço, em escala, da distribuição de carga'

t8.

20.
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Decaimento Nuclear

e Reacoes Nucleares

t6-l TNTRODUçÃO 697

informaçÕes fornecidas pelo decaimento e pelas reações

16.2 DECAIMENTO ALFA 698

.'tf'.
.: í.

d#l: 16'3

di.
'Ili'
,i*1
i¡D
,,çÌ

'di'
ï.,'
if,,
:,'i t64

rclação entre decaimento e reases; radioatividade; núcleos pai e filho;energia de decai'

m.nio . modelos nucleares; penetração de barreira; taxa de decaimento; decaimento

exponencial; vida-média;meia-vida;equilíbrio nas séries de decaimento;series radioativæ;

fi ssão espontânea ; elementos superpesados

DECAIMENTO BETA 705

presença nas séries radioativas; energética de decaimento para emissã'o de pósitrons; re'

paniçeä de energia; neutrinos; espectfos de momentum; elementos de matnz; interação
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Decaimento Nuclear
e Reâçóes Nucleares

t6-r INTRODUçÃO

No capítulo anterior, usamos as propriedades dos estados fundamentais dos núcleos está-

veis para introduzir os modelos nucleares mais importantes. Neste capitulo, t¡saremos esses mo-

delos para analisar o decaimento dos núcleos instáveis, assim como pâra estudar reações nuclea-

res envolvendo núcleos estáveis e instáveis. Asim, nossas considerações.abrangerão tanto os es'

tados excitados dos núcleos como seus estados fundamentais.

Existem trés categorias de decaimento nuclear. Um deles é o decaimento c - a emissão

espontânea de uma partícula c por um núcleo de número atômico elevado, Veremos que esse

processo, assim como o processo da fissâ'o espontânea, é responsável pela existência de um limi'
tc superior dos números atômicos dos elementos químicos que ocoffem na natureza. Um outro

tipo de decaimento nuclear é o decaimento p - a emissão ou absorção espontânea de um elé'

tron ou pósitron por um núcleo. Este modo de deæxcitação do núcleo é Ps¡ticularmente inte'

ressante porque ele nos informa sobre a interação decaimento p, que é uma dæ quatro intera'

ções (ou forças) fundamentais da naturezå. Finalmente, um terceiro tipo de decaimento nuclea¡

é o decaimento 7 - a emisstÍo espontânea de fótons de alta energia pelo núcleo por ocasillo de

uma transição entre um estado excitado para um estado de energia inferior. Descobriremos que

o decaimento 7 fomece informações detalhadas sobre os estados excitados dos núcleos; æ quais

podem ser usadas no aperfeiçoamento dos modetos nucleares. Veremos também que o decai'

mento 7 é usado no efeito Mössbauer na obtençâo de medidas de energia extremamente preci'

sas em diferentes domínios da física.
' As reações nucleares nos fornecem informa$es adicionais sobre os estados excítados dos

núcleos, poii o núcleo residual em uma reago é tipicamente formado em um de seus estados

excitados. Entre as reações nuc.leares que. corrsideraremos estãoaquelæ que ocorremnos reâto'

res de fìssâ'o nuclear e que são usadas atualmente como fontes de energia relativamente baratæ'

Consideraremos também æ reações que talvez um dia serão usadas por nós para produzir ener'

gia através da fusão nuclear; tais reações, que ocorrem deide há muito tempo nas estrelas' têm

produzido nã'o só energia, mas também os elementos químicos constituintes do universo'
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16-2 ODECAIMENTOALFA

Os decaimentos nucleares ocorrem sempre que um núcleo, contendo um cefto número de

núcleons, se encofitra em um estädo cuja energia não é a mais baixa para um sisterna com esse

númcro de nrlcteons. Quase scnrpre, o núclco d levado a um estado instável conlo uma conse.

qüência de uma reação nuclear. Em alguns casos, uma reação nuclear produzida nos acelera.

dores de paftículas é responsável Pelo aParec¡mento de núcleos instáveis, enquanto que, em

outros casos, está tigada a fenô¡nenos naturais que ocorreram há bilhões de anos, quando nosso

universo estava sendo fornrado. Os núcleos i¡¡stáveis que se originaram desses fenômcnos na-

turais são freqüentemente denominados de radioatiuos;o processo que ocorre no decainrento

desses núcleos é comumcnte chanrado de tlccointenlo radioativo ou radioatividade. Unra das

razöes pelas quais o decailrrcnto radioativo é irltcresante é que ele fornece informações sobre

a origem do universo,
Um proceso que é particularmente importante no decaimento radioativo é o decøimento

c, o qual ocorre comumente em núclcos cujo número atômico é maior qteZ= 82. Neste.pro'

c€sso, um nucteo pai instável decai nos núcleos lilhos alravés da emissão de uma Wrtícula s.,

ou seja, o nf¡Cleo 2lleo. Tal fenômeno ocorre esPontâncamente, porque ele é favorecido por

questões de encrgia, u¡nå vez que a massa do núcleo ¡iai é maior que a soma das massas do

núcleo filho ¡nais a da partrcula c. A redução da massa nuclear no decaimento é bæicamente

devida à reduçã'o da energia coulombi¡na do núcleo guando $ua cuga Ze é diminuída de unra

carga 2e por ocasião da emissâo da partícula a. A encrgia equivalente à diferença de massa

sur[ida no decaimento aparece sob a forma de energia cinética, quase toda ela pertencente å

partícula c. Dcsprezaudo os equivalcntcs cnl nìassa rlas cncrgias dc ligaçaio dos clétronsatômi'

cos, a energia E de decaùnenfo c pode scr escrita enì termos das massas atô¡nicas do núcleo

pai,M2.¿, do núcleo ñlho,M2 -r,n-., e da part ícula q lf2,a, como

E = lltl2.¡ - (trlz-z,a-q +Mr,o\lc'

A lìgura 16-l aprcscnta as energias É- do decaimcnto dos núcleos pais situados na re'

gialo de Z ou de A, onde a emissão r é espontânea. Os dados salo deternúnados a partir de me'

didas diretas da energia cinética das partículas a, feitas por meio de encurvamento das traje'

tórias destas em um campo magnético, e/ou pelo uso de (16.1) e de mæsas conhec¡das. A

linha tracojada representa o comportamento gelal dos núcleos pais de se tornarem cÀdavez

mais instávcis com respeito ao decaimento c à medida que z4 æ afasta do valor.,4 = 60, para

o qual a energia de ligação média por núcteon AEIA é máxima. Esa linha também repfesenta

as predições do modelo da gota líquida. Superposto nesse comportamento geral encontra'æ

um pico, cuja altura é de aproximadamente 4 MeV - correspondente ao núcleo do 84Po2r2.

¡5te fato é explicado, pelo modelo de camadas, como sendo devido à estabilidade particulu

do núcleo fìlho asociado, o 82Pb2oE. Uma vez que este possui os números nuígicos Z--82e
N = 126, ele é aproximadamente 4 MeV mais fortemente ligado do que um núcleo tÍpiæ

nessa regiõo de r{. (Na fìgura 15'13, pode-se ver que cerca de 2 MeV de energia de ligação

extra são encontradas em cada número mág¡co.) Observe que os valores das energias do decai'

mento d v¡'o desde 4,1 MeV para o eoTh232 aÉ 8B MeV para o 64Po2r2

As partículas emitidas no dccå¡mcnto c dc núclcos radioativos, possuindo unta cncrgia modcra¡ta, fo'

¡am habiln¡ente aprov€itadas por Ruthcrford c outros nas expcriôncias dc crptlhamcnto quc lcvararn à dq-

coberta dos núcleos (veja o Capítulo 4). O emprcto similiu dc partículas a, provenicntcs de fontes ¡adþ¿t¡r¡s
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FIGUR.A, l6-l.Energias de decaimento c dos núcleos situados na rcgiaìo de cmissalo c. A curva traccjad¿ re'

pfesenlaocomPo¡tamentogeralpreditopelafórmulademassasemitmpírica.

na investþaçalo da elrutu¡a nucleaf, continuou a ser feito até a invençalo dos cíclotrons po¡ Law¡ence no fi-
Del da décå¿a de 30. Os cíclot¡ons, assim como outros tipos de aceleradores de partículas, produzem partrcu-

tas dc slla energia que podem se¡ usadas cm medidas bem mais precisas devido ao æu comprimento de ond¡ de

,de Brogl¡e m"¡i curto. Os acele¡ado¡es t¿mbém produzem feixes de partículas mais ¡ntensos em relação aos

obtllos s pa¡tir de fontes radbativas, o que fac¡l¡ta a execuça--o das experiências'

", u*" partícula c é emitida pelo núcleo pai ¡Po¡t¡. Avalie o potencial coulombiano sentido por ela

na superfíciJ nuclear e, em seguida, desenhe apioximadamente a soma dos Potenciais coulombiano e nuclea¡
'expe¡imentados pela partícula c em diferentes posi$es.

S. ,upur"i*os que o núclco filho e a pa¡tícula c sío esferas unifo¡memente carregadas, a energia po-

tencial de teiulsa--o couLmbiana na posição em que elas apenas se toc¿m se¡á

2Ze2
Y^=+-- 4teor'

onde +2e éaca4adapartícula a,+Ze é a carga do núclco filho e ¡' é a soma dos raios das distribuições

unifo¡mes de cuga Oeises dois núcleos. Podemos estimaf esses ¡aios através dos ¡aios a das distribuiçõcs de

carga reais medidos por espalhamentos dc elélrons e listados em (15{)

a = 1,07 Attt F
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AssiÍÌt.

Tcmos enta:o que a soma dos raios é

/ = (4ttt + 208rô ) 1,0? F

= 8,0F

2 x 82 x (1,6 x l0-t' C)r
4.8 x l0-r'JVo = l,l x l0-ro C'¡\¡-m2 x 8,0 x l0-rt m

= 30 MeV

A figura 16.2 indicâ o potencial total (coulombieno meis nuclcet) que ¡8e sobl€ a pa¡lícula d. Â medi.

da que sc aproxima do núcleo, ela experimenta um potenciál coulombieno lepulsivo que aumenta nâ tã¿äo

inversa da distância Êntre os ceñtlos da partícula r € do núcl€o, eliñgindo o valor Zo quando ese distância

se torna igual r,,. No interiol do núcleo, €le é submctide ro âperecimento ldpido de um pol€nciâl nuclce¡

forte e arr-alivo que se torna logo dominantc. (Nsturalmentc, o aPercc¡mento dessc potencial nâo ó taio rópi.

do como está il;strado na figu¡a.) Obscrve que /o, a altura da barreira coulombiene, é muito maior quc o

valo¡daenergiâdedecaimentocdoüPottt,E=8,9MeV,queéaenergiadaPâftículeûemitidâ. ^

FIGURA 16"2.Uma representação eproximadå do potenchl l/, somr das contribuições coulombiana e nu'

ctee¡, que etue sobfe uma pell'drh a emitida por um núcleo de sPo2t2. A enefgiâ total

E dessa partícuta ù tâmbem é representada.

Como as diferentes energias de decaimento apresentadas na fìgura l6-l sâ'o bastante in'

feriores às altufas das barreires cgulómbianas - que são da ordem de 30 MeV para os decai'

mentos c -, a partícula c tem a tendência a permanecer presa no interior da barreira em todos

esses casos, Ela somente pode escapaf grâças ao processo quåntlco denominado penetmçdo de

baneira ou efeito túnel. Como o tratamento desse processo já foi abordado em detalhes, ente'

riormente, apenas recofdaremos aqui os fesultados. Entretanto aconselha{e ao estudante qüe

reveja a seçf; 6.6, em partirculâr á figut. 6.20 que apresenta a probabilidade por segundo de

emisseo o po, urn núcleo, chamada taxa de decaímento R, versus¿- energia de decaimentof'

Obserræ nessa fìgura que, à medida que a energia de decaimento diminui, a taxa de decaimento

decresæ extrenamen¡e rápido, conseqüência do aumento de espessura da barreira coulombía'

na a ser atravessada pela partícula û.

Consideremos agora um sistema contendo muitos núcleos da mesmâ esdcie em um dado

instante. Btes núcleos se desexcitam por decaimento d (ou então por decaimento p ou 7)' com

a taxâ de decâimento.R. Vamos calcular o número de núcleos que ainda não se desexcitanrneltt

?00
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,o l-
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'Ð
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ffiffinm instânte posterior. Se existem iV núcleos que nfo decaíram em um dado instante t' então

:Îiì.ã-nmrr que decairá no próximo intcrvalo de tempo dt pode ser escrito d/V. Uma vez que R é

i orobabitidade de que um n{¡cleo part¡culerse desexcite em um segundo,Rilt é a probabtli'

ãør ¿. que ete decaia durante o intervalo de tcmpo dr e N R dt é a probabilidade de que qual'

ourt ur dos núcleos do sistema decaia nesse intervalo de tempo. Assim, o número médio de

nrl.l.ot qut se desexcitam é

dlV=-NRdt (l 6-2)

onde o sinal menos mostra que dM é intrinsecamente negativo pois y'f decrescc com o tempo.

ff.eagrupando os terrnos e integrando, obtemos

dN

-=-Rdt/v

t'\

i-\

:ì1

l:,
-1

/v(f) |

f dN f
J ;=-RJ dt=-Rt

/y(o) tf o ;"\

, /'\
I

ln.¡/(Ð-ln/v(0)=rn ffi = -nr

logo,

,-R,

(164)

Aplicando-se esta retação em (16-3), concluímos qUe, em um intervalo de tempo igualà
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:i¡. ou seja,

::t!r'
cF, /f(r) = ff(g) e-R r (16-3)
:i$.. .

I#l'.fi, Hesta expressão, /V(0) é o número de núcleos que nã'o haviam decaído no instante inicial e /V(f)

,#'¿ o ntrmrro de nrlcleos que ainda nlo haviam decaído no instante subseq{iente f. Uma ræz que

.ffi: os cálculos envolvem prãbtbilidtd.s, os resultados acima somente slto conetos em média; na

.,#:. prática, os casos típicos conespondem a um grande número de núcleos e as llutueções em rela'

äi øo ror valores rnéãios são muito pequenas. A fìgura I 6-3 ilustra a exPfessão (16'3)' que é cha'

/¡ mada leí do decaímento exponencíal.

ii Encontra+e também intlic¿da na hgura 16.3 a vida-médi¿ I característica do decaimento.

i, Bta ouantidade é definida como sendo o tempo médio que o núcleo sobrevive antes de decair'
t: 

É cluo que. de acordo com suas defìni@es, 1é inversamente proPorcional à taxå de decaimen'

ïit to R. ¡1, ,..1i¿.¿r, com a simples inteiração da lei de decaimento, pode'se mostrar facilmente
,ll que

IT=-
R
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úda-média, o número de núcleos que ainda nâ'o decaíram di¡ninui de um fator igual a e, co¡s
indicado na ftgwa. Encontra,¡¡e também indic¿da a meia'vida T1¡2, que é o intervalo de tempo

necessário para que o númcro {e núcleos que ainda não decaíram diminu¿ de um fator igual ¡
2. A relaç5o entre esses dois intcrvalos de tempo é obtida di¡etamente a P¿út¡r da lci de decai.

mento

Ttn = (ln 2)T = 0,6937 (t 6.s)

¡l(r)=¡Í(0)+t

/v(¡)=9*o,s
/y(r) =¡ffQ* !

0,5 0,693

I

'-tltl

FIGURA t6.3. A lei de decåimento exponencial ¡v(l) rcfcrcntc ao númcro de núcleos quc sobrcvivem após

.um intervalo de tempo f. Também sa--o mostradas a úda-média 1e a meia-vida T,,r. Obse.r-

ve que jv(t) é expresso em unidades do núme¡o original de núcleos r'ú(0), enquanto o temPo

é expresso em unidades da vida-média L

Em um sistema típico, existem vários núcleos radioativos correlacionados decaindo suæs'

sivamente uns nos outros através do decaimento c (e/ou outros processos de decaimento)' Por

exemplo,oe2u23a decaiporemissãocnoeoTh230,que,pof st¡avez,emiteumaoutrapartf'

Cula c, decaindo nO sBRai26, etc. Assim, um sistema inicialmente formadO aPenas Pof 
e2U234

conterá eventualmente uma mistura de todos esses núcleos. As equações diferenciais que Sover'

FIGURA 164. Uma representaça:o esquemática de uma família de decåimentos sucessivos.

nam o comportamento geral de tais famíliæ podem ser facilmente escritas e, em certos casos'

podem sef iesolvidas sem muitas dificuldades. No caso mais ¡mportante, as característicæ bá'

i¡c¡s da soluçã'o podem ser discemidas ðtravés do seguinte argumento qual¡tativo' Considere
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famÍlia radioativ4 na qual o núcleo pa¡ possui uma taxa de decaimento bem menor (oú
'úra vida.m¿¿¡a bem maior) do que os demais. Esta situação é indicada esquematicamente na

Fgvß 
tøa' t* 

"T1,_1'-':li 
di-::i!_1iÏ'ï:':"1*T11':-t:li:lî:lj" 

ry!_"1'ç':d:i
iri ¿rr.i exponencialmente. Entretanto, em uma escala de tempo muito menor, comparável à

hda.mé¿ia dos núcleos lìlhos, a população dos núcleos ppis permanece essencialmente cons-

tante e, assim, o número destes núcleos que decaem por segundo parece constante, Como os

orimriros núcleos fìlhos decaem rapidamente logo apos sua forma$o, sua população é go-

Lrnada pela alimentação Pfoveniente do decaimento dos núcleos pais. Desa forma, a popu-

Þp'o dos primeiros núcleos filhos permanece constante, o mesmo acontecendo com os segun-

dos núcleos filhos, un¡a vez gue estes são formados a uma taxa constante a partir de uma po-

pulaSo constante dos prime¡ros. Na realidade, as popula@es de todos os núcleos fìlhos perma-

necerão constantes enquAnto considera¡mos intervalos de tempo pequenos em comparação

com a vida do núcleo pai, durante os quais a população desses núcleos não se altera substan-

cialmente. (Se considerarmos inte¡valos de tempo maiores, a população dos núcleos pais e as

de todos os núcleos f¡lhos ¡adioativos decrescem exponencialmente com a mesrna taxa de

decaimento.) Asim, em uma escala de tempo Pequena, temos uma condição de equilíbrio

que exige que a seguinte relaçâ'o seja satisfeita:

y'y'sRs =¡y'¡R1 =y'ú¡rR¿ =' ' ' (16.6)

por exemplo, o primeiro membro da primeira igualdade é o número de núcleos Pais que decaem

pr segundo para forÍur os primeiros núcleos filhos. enquanto que o segundo membro repre'

ienru o número dos prinreiros núcleos lìlhos que decaem por s€gundo. Se a taxa de formaçalo

dos primciros núcleos fìltros não for,igual à sua taxa de decaimento,sua poPulação não per'

m¿necerá constante. A relaçá'o (16.6) descreve o caso mais importante de uma famÍlia radioa-

tiva, Ela é algumas vezes usada para determinar os valores de .R ou I, a partir de medidæ de

/Ve de unr¡R conhecido.
po4enros agora compreendcr como núclcos enrissores a com vidæ'médias muito cu¡tas

,l'po¿m ser encontrados na natureza. Por exemplo, o Eapo212, com I - 10-6 s, pode ser ex'
:i ìraído de rninérios que ocorrem naturalmente e que Possivelmente foram formados há bilhões

i:, ¿e anos. A razão é simplesmente que os emissores a de vida'média curta estão em equilíbrio

ät "- r"-¡¡". ^^* .ú^1"^l neis de vid¡.média lonsa e oue são chamadas séries radioøtivas.Exts'.ijJem famil¡as com núcleos pais de vida.média longa e que são chamadas séries radioøtivas.Exts'

Ëit.. tre, dessas séries que ocorrem naturalmente: a sërie 4n ctJio^núcleo Pai é o e0Th233 com

i'=î,lt; iõ;;;t,; série 4n + 2 cujo núcteo Paiéo 
e2ui38 coml=6,52x loe anosea

þrie Án + 3 cujo núcieo pai 6 o e 2gzrs iom 2n= I,02 x loe anos. Os nomes das séries caracte'

i¡2"* os valorei de ,4 de æus membros. Por exemplo, o núcleo pai da série 4n * 3 tem como A

quatfo vezes um número inteiro mais trés, onde esse inteiro é 58. Como em cada decaímento c'

o valor de.4 é reduzido de quatro unidades (e os outros pfocessos de decaimento não altefam

ö valor de ,4), todos oS núclios filhos dessa série terão também,4 igual a guatro vezÊs um intei'

!o menor mais três.

I Existe naturalmente a posibilidade pafa uma série 4n * l. Na realidade, tal série existe

eonúcleopaiéoe3Np237cujavida.médiaé1=3,25x106anos.Estasériepodeserproduzida
Èartifìcialmente através'da formaçeo do núcleo pai Por uma reaçaio nuclear;entretanto, elanão

ë encontrada na naturez¿. pois a vida-média de seu núcleo pai é muito cuila em comparação

;'àt u idade da Ter¡a, estimada em - l0r0 anos Por considerações geológicas e cosmológicas

:,t-r¡..-.rpf" l6.tJ:-ilt. forma, quaisguer núcieos pa¡s inic¡almcnte presentes já serão de'

'; caÍdos.. 
Ènlrelaça-ocomesefato,obsefvenalìgura ló-l queasenergiasdedecaimentodosnú-

cleos pais ¿asirês séries que ocofrcm naturalmente são em parlicular baixas' Se essas energias
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fossemlMeVmaiores,asresp€ctivastaxasdedecaimentoseriamtlomaioreseasvidas,¡nddia
tão menores que - l0'o t""t, ' t¿t* 

9l It::::,: î"'.ltTt5:*T;ff:ffi'fli:fi:tl
:';i iäïLi";#;;":i;i,äi*i, ¿. *o.å*:j"1*il1îj'#il:i" por que oi

element.s que ocorrem nriuiii.n,., conheciáos presentemente, não possuem Z su¡æríot a

92. Tal fato acontece porqul'*.n.rgias de decaimento d dos núcleos comZ) 92 são sulìcien'

temente altas para perm¡t¡i"ö-æ-Ïq^'aea-f i;1'1.c¡1?1Xi:'"1"1':'JÏ:'.'"1;i*'J:
ff:lfflliJ"i:: 'iå'lJÏi"Ë'çt" 

;: ü;{lu:l ll" z <lzmostra que os erementos cor' i"

respondentes ,eo opo"n"^ìlü'i'*ly-::*i:"*::'*:lo d Porque suas enersiassão r:'

il:i:ää: ö ;ft;;':Jdias são incomensuravetmente longæ'

os estudantes rr.qurnìlln.ite æ surpreendem.pof aue os núcleos de Z eler¡¿dos emitern :.

esDontaneâmente partículas ï,';ù;;, mas neo emiiern .rponttnutttnte qualquer un'la das

partículas 2He3, rH2, ou ïrii, *iom a emissão detas reduz¡ a energia coulombiana do nri' 
"

cleo. A razão é simplesmente'q;;; ;;;. partículas.outres Que o 2Hea' a energia deligaçãopot

nûcleon AEIA êmuito mtnã'lut 
'' ptå-ut núcteo rípicä' Asim' a emisslto dessas partículas

nãoéfavorá,ælenergettcament..l.'i,,eodeumnúcleode2CóporumoutrodeZelev¿do
pode ser favorável energeticamente' porque corresponde a um alto àElA e também porque

reduz, consideravelmente' ;;;tg* åoutàmbiana ão. núcleo' Da mesma forma' a emissão de

um núcleo le um Z*n;; ;;;qt ïÎlgi mais provável devido å reduÉ'o crescente da

eneryiacoulombiana.tatprocesso.edenominado/isy,-oespontânea'Paraosnúcleosqueocof.
rem naturatmen,. . *rruínîï; ;;; altos v¿lores de l, isto é, para valores de Z ínferiorcs

c próximos de g2, a,u*rîJl..rirento por fìssão espontânea é muito menor do que e texa

de decaimento por eñissã.;;;il; t piobabili<tade muito pequena Para que uma partícula

de massa relativamente g""¿ì p"t"1ut"9"'1 "'nt 
b;;;;i;;ulombiana mais alta' A medida

que Z se tornâ supefior . iõò," ir*. de decaimento passe a sef comparável (ou eventualmente

maior) à taxa de decaime"iä-p- tiitto" 1l-:tTlt 
ãttto é que' com o aumento de Z'a ene¡'

giadedecaimentoporttssãoespontâneacrescemaisrapidament:edo:uel":nergiadedeøi'
mento pof emissão ¿. p.îtr.uiá, a, facilitando a penetia*o. na barreira coulombiana corres'

pondente à fissâ'o esPontânea'

Êxiste uma recenler e ainda na-o ve¡ificada, prediçâo de quc o núcleo do elemento com Z = ll0 c

A = 294possâ ref u.. "i¿.-iåi.'ï".ri.li. 
i""e., a. ;¡,11î ä.-tó'' tnot. supondo coÍeta essa pf€di'

,"1", *;; po,:,""1 qï" "', #,*î*lälill"*Ï''Ï:hk"*:,:',*: ïilîË{ïËïï¿i"ii,i'
gandes quantirlades houvesse¡

de um resurta.ro teori"o, s"gundî;;;;;;;.'t taø--n"ïîåi"ï¡ "*'' :.:1Ï::1 
z = rt4 e ¡ão

ä-iää;1",,=:*-et*ïi*fî1T.tr"äîfå'*Ï:*lf :i*'":*"*'mi:äi+:ii
IV = 126 é um núñero magtc

tambérn quc .lv = 184 u 
"*ri 

iîårî-rnãei* p"lâ neutroni'-inttttanto na-o existem evidências experr'

menrais no que diz respeito 8;Ïil;j;ä ryit-" ,.]..t.'ioõ;; ;; que os núcleos correspon'lenlcs

ainda nalo foram descoberto';: ;;;;"-;' ainda nâo " 
;ü"t"ï': ü6';;i núme¡o^másico' As dire'

fenças entre as f€centes o"u'iåtîä;;;;-d de camadas.';;ttttçt-t aoi números másicos elevados pan

prótons e para nêutfons, ";ï;i.;;;;, 
prótons terem, ,-riïîo'po,"n"ial nuclear, um potcncial repul'

sivo coutombiano ou" tt to"i"it*'-'"ìît pt" ìtro'"' "]::il; 
¿" z' 

',l" 
tende a le'¿ntâr todos os nivers

de p¡ótons, especialmènte "q"irt'ît 
corrlspondem ' 

ptçä' ralotes de I' para os quais as densidada

de orobabitidade, ,ao trrt.nt". îïöi,iä ;, pr*iri¿rd", iî.."it"-¿" niiå'"o,-ond" o potencial cou'

tomiiano é mais rorte' t"t""i"lî'åî"; ;r;ti' zr 
".¡p 

ir'"Lå'"uão' "t t"t"e-ot:iîi yiäïi.
'"î1'îi'" 

"j""i 
u'"r'-ît:^^'ï* lï'l;1:tr'=iil';lîîî,î"#ll"î","ïålqiiT.:1 hmbém se err

l¿ = ll4. Assim, o nucteo t

contra próximo, .*tor. neo iåîrî 
^ 

.** ¿. est"uifi¿r¿..åî"x'iä;rü;; partir d'e uma extnpolat'o da

fórmura de massâ semi-emprr,J';";ä; a. got, tíquid..'Ëm out,", prir"r"r' espefâ'se que o núcleo

z = 14 e N= 184, ou , ='iiî "-,q='iia, 
,.¡. ã"prr."nr'J'igi."""ì"" i"ü' t'1":"frïJ::^ir':"'i'i

estável de Z pan aquere*;; d; i' øi*r"ít"rn o modelo colctivo indicam que o mer

ir .. tt- L'

Ë{i:-ilïi}iïihi*';ffi rd,frri':"È"îf-i'$* j.Hffi,"'iË
^-:,';;rissab csponrânca "'';"ï;i;;; ':*:'1 9-l-11î1fr*Jff: å :",.'f.Ï|iï'=" l,î:Ïi"rü':
::Lü ;*;"ãr t o t"i'eficaz na rcdus-o da enctsrâ co

y._-^:^,"do 
como sendo 

.r."ìiä ã" .rr"biridade em um mar de fissa-o cspontânca".

mcrrv'- "-

EXEMPLo 
t6'2

pfiro**f6*ii;1ry*p#,*1pgi:{r'r'fr
Se o número de núcleos 

t¡ Urtt iniciâlmente forúados fo¡ rV' o número cxlslenlc gtuâlmentc s¿rá

flrr. = ¡ve-Rr = ¡¡,'tÎ -- Y'-t ¡c'st

!.

',(

I

1.*

ilil:i"::i:il:iï:;;å".ï':l':ìåiJ:;":H:"""'lï'o* 
" 

númerodenúcreos'¡u'!' Inicrårñcntcror'

N "' = N¿-t |r'o2

A abundânci¡ atual do "t Uttt é

IV,,,
? x l0-r=-

rVrr¡ * iv ril

- e-(lr,oz-tl6,s2) - e-o'821t

I

,o,821t --=143' ?xl0-!

O,827 t = ¡n1143¡ = l'96

4.96
t = =6'0

0'82?

o que nos mostra que o tempo deconido é

I = 6,0 x lOt anos

A estimativa o51¡¿¡ ¿travós dc-sse arsumcnto simnles csú cmrcd: 
3"#iJ;;i:tttîlimatiras 

da idade da

;.t*,':i;; jrtir* '*rtt' "utidas 
atravós tlc argumentos gcoro

16.3 O DECATMENTO BETA

Uma descrição mais completa do processo que ocorre em uma série radioatrva 4né aprc'

¡_

N,,, Ne-t lßn
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sentada na figura 16;5. Além do decaimento c,lú tarnbém o decåiriento É. Para as séries ¡adio.

ativas, o decaimento p relacióna um núcleo Z, A qw, após emitir um elétron calregado negaü.

vâmente, transforma*e no núclço Z + L, A. Existem também dois outros tipos de decaimento

É que discuti¡emos brevementc.

I rrh"i l"Th":
I I .ZhL JA)_

ugrrry'r4aza\ Att

" Al"o, ¿./

ZN\4-llfs'l; o

I
r¡ pb¡ol-r

7IN ,úY { Po¡¡ú
-/rr'n7l,Rll.\ll"iì ¡2 pb¡t¡

92

90

88

t86
I

*g¿

82

80

78 r32 134 136 r38
'/V+

t24 126 r28

FIGURA ló-5. Os processos de decaimento que ocorrcm na só¡ie 4n.
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FIGURA 16ó. Ilust¡ando por que o decaimcnto p ocorre na série 4n e ¡us out¡as séries.
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É instrutivo superpor a lìgura I óó sob¡e a figwa I 5'l l, onde se vê o desenho dos valores
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'' 
de Z , de y'y' dos núcleos estáveis. O resultado, mostrado na figura 16-6, deixa claro que as

séries radioativas usam o decåimento p para igualar tanto quanto for possivel a inclinaçifo média

do caminho traçado pelos diversos decaimentos com a inclinação média da "curva de estabili'

dade". Expreso de out¡a forma, a energia de decaimento a de um núcleo é, relativamente, pe'

quena se o núcleo no qual ele deve se transfo¡mar se encontra muito distante da curva de esta-

úit¡¿r¿r. E é justamente nessas circunstânciæ quc a energia de decaimento p é relativamente ele'

vada, Como as taxas de decaimento para os dois processos aumentam rapidamente à medida

que a energ¡a de decaimento aumenta, o núcleo em questãp escolherá o decaimento P porque

csse pfocesso tem uma enefg¡a de decaimento maior e, conseqüentemente, uma taxa de decai'

¡nento bastante maior, Em alguns cæos, as taxas de decaimento para ambos os processos são

comparáveis, provocando uma ramifica@ oubilurcaçav da série (veja srpoztc e 83Bi2t2 na

séie 4n).
Na primeira parte desta seção, estudaremos a dinâmica do dec¿imento p. Estudaremos

então a dependéncia da taxa dç decaimento com a energia de dec¿imento. Ve¡emos pois que a

taxa de decaimento também depende fortemente dos spins e das paridades dos estados nuclea'

res envolvidos no prooesso. Essa dependência em relação aos spins e paridades torna o proc€sso

do rlecaimento p uma ferramenta útil na investigaSo dos núcleos.

Para discutir a energétíca do decaimento p, faremos um gráfico dæ massæ atômicæ

IV2,¡, na regiâo da curva de estabilidade, em lunçlo d'e Z para um ,4 fìxo. A figwa l6'7 mostra

alguns resultados típicos pan A ímpar, enquanto que a figura l6-8 mostra resultados típicos

pua A par. Exceto nas proximidades dos números mágicos, todos os resultados sâ'o descritos

corretamente pela fórmula de massa semicmpírica' Pata A ímpar, os valores de M2,1 seloca'

lizam sobre uma parábola. ParaA par, existem duas parábolas correspondendo aos dois possi
'veis sinais do termo de emparelhamento (15'28); a curva superior refere'se t Z ímpat, N ímpu;
e a inferior a Z par,y'Í par, Estas curv¿¡s representam realmente pertìs da curva de estabil¡dade,

indicando inclusive sua estrutura. Elas mostram como as massas aumentam guando os valores

deZse afastam de seus valores mais esláveis para um dado valor del. Observe que, Para um

FTGURA l6-7.4s massas de átomos que possuem o mesmo ralor de I ímpar. O u¿lor A = 135 foi tomado

çomo exemplo.



vålor ímpar de l, existe geralmente epenas um ralor de Z correspondente à situâção mais es.

tável. (Raramente existem doii valores situados próximo ao mínimo da parábola, o que cones.

ponderia a massas praticamente iguais.) Para r¡m dado valor de I par, existem geralmente dois

valores esHveis de Z (mas ocæionalmente pode haver três).

Os núcleos cujos vatores de Z nlo correspondem aos mais estáveis, levando em consíde-us nucleos cujos va¡oreü sG ¿ rrdu vv¡¡eùPur¡qçrr¡ -:':':'"'*'-.-'-: -"' -""¡¡uç'..1*

raÉo Eeus valores de.d, podem mudar Z a fìm de buscarem a estabílidade através de trés proçss- 'i(f

sos diferentes de decaimento É. Um deles é o processo ôe emissûo de elétron e que ocorre nâs

séries ¡adioativas. Nesse processo, um elétron canegado negativamente é emitido pelo nricleo,

aumentando Z de wa unidade e diminuindo lV também de uma, o que mantém I inalterado.

Os outros processos são a cdptura eletrônica e a emisúo de pôsítton. No primeiro caso, o núcleo

captura um elétron atômico carregado negativamente; e, nO segundo caso, ele emite um ¡rósi'

trón carregado positivamente. Em ambos os cæos, Z decresce de um,.ff aumenta de um e A per

manece constante.

A emissão de elétrons ocone se a massa mr,n do núcleo inicial é superior à soma da mas'

sa m, , . , do nrlcleo fìnal com a massa de repouso m de um elétron. O excesso de massa mul'

tipticiäJ 'Ço, ,, é igual à energia E' que se torna disponível no decaimento. Ou seja, esa energia

é dada por

E = fmz,e - (mz+ r,o * m)lcz ( I 6-7a)

Apu
(A = 102)

fr(z,A)=+l(A) Z ímpx

Z pat.f,(2, A)= -f (A)

42 44 46
z

FIGURA 16-8.4s massas de átomos que possuem o mesmo r¡¿lo¡ de á par' O valor A = 102 foi cscolhido

como exemplo.

Esta energia precisa ser positiva para que o decaimento possa ocorrer. A relaç5o acima pode ser

reescrita em termos de massas atômicas através da adição e da subtra$o de Z massas de repouso

de elétrons:

E = fmz,a * Zm- (^z* r,o + Zm + m)lcz

Desprezando as energias de ligação dos elétrons atômicos, encontramos o simples resultado de
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'."'.i',qe a energia de decaimento em utlø emíssalo de eléÛons é

4l

.,/'l

,¡t\
E = lMz,r - Mr* r,olcz (r 6-7b)

Verflos entfo que a emissão de elétron ocorre quando a r¡urssit inicial atômjca é superior â

ríassa atômicå fìnal, uma vcz que a massa do elétron adicionado ao átomo é compensada pela

¡¡assa do elétron emitido pelo ntlcleo.

A captura eletrônica ocorre quando a soma da fißssa ñ2¡ do úúcleo inicial com massa

de repouso de um elétron, m,excede a massa mz-tA do núcleo lìnal. A energia liberada no

decaimento é

E = Í(m z,e * m) - m, _ t, Alcz = Ím z,e - (^ z_ r, o - m)Jc"

0u

E = Ímz,a + Zm - (^z- r,t + Zm - m)lcl

Em funça:o de massas atômicas, a energia de decaimento em uma captura elctrônica é

(l 6-9a)

(l 6-8a)

¡\

E = IMz.e - Mr- r,n7c2 (r6€b)

A captura eletrônica somente ocorÍe se essa energia for positiva, Mais uma vez, esæ resul.
tado simples é obtido porque e massa do clétron tomado ao átomo é compensada pela massa

do elétron capturado pelo núcleo.

¡1 emissâo de um pósitron exige que a mass¡r m7,¿ do núcleo inicial seja superior à masa
m2-1,¿ do modelo lìnal mais a massa de repouso de um pósitron, que é também igual a nr. A
energia liberada no processo é

E = lmz,t - (^z-r,t + m)lcz

E = lmz,e I Zm - (!rrz- r,t * Zm - m) - 2mlc2

Em funçfo de masas atômicas, a energia de decaimento em uma emísúo de pósínon se escreve

E = fMz.e - Mz-r,e -2nilcz (1 6-eb)

:

Numa emissá'o de pósitron, o átomo precisa emitir um elétron pois seu núcleoemitindoum
pósitron fica com uma carga positiva a menos. Dessa forma, não acontece nesse caso a compen.
ução das massas de elétrons encontrada em outros processos de decaimento p. Disso resulta
que, para que a energia de decaimento numa emissâ'o de pósitron seja positiva - condição ne-
cessária para que o processo oc,orra -, a mâssa atômica inicial tem que ser superio¡ à masa atô-
mica final de, pelo menos, duas massas de repouso de um elétron, ou seja, deve excedê-la de

2n = 0,00110u.

- ConcluÍmos assim que se Mt,o ) Mz+t,A, então a emissão de um elétron pode ocorrer.

\ *r,o ) Mz-r,e, ent¿ío uma captura etetrônica pode ocorrer. Entretanto, a emisã'o de pó-
srtron somente poderá ocorrer se M7,¿ ) Mz-r,a * 2m e',,nesse caso, a captura eletrônica

ì

^\
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também podc ocorrer, Vemos, assím, que há uma faixa na qual a diferença de massas atômic¡¡,

é tal que e coptura eletrônica é possível enquanto a enrissâ'o de pósitron é energeticamente proi.

bida. Na prática, as diferençaq de massæ atômicas freqüentemente se encontram nessa faixa,g

que explica o pequcno número de emisso¡cs de pósitron na naturezâ. Em todos esses Proccssosr

a cnergia de decain¡ento É. corrcspondente aos diferentcs casos varia desde uma frag{o de I MeV

até mais de l0 MeV, sendo tipicamente um pouco ínferior a I MeV.

EXEMPLO Tó.3

Os únicos núclcos conhecidos com I = ? salo ¡Lit, cuja massaatômicaé,Mr,, = 7,01600u, eo'8et,
cujr massr ¡tô¡nica é M.., = 't ,0L693u, Qual dcsscs dois núcloos é estável cm relaçaio ao decaimcnto p? Qu¿l

dor proccrsos dc decai¡nõüto p é cmpr(Eado na transformaplo do núcleo instável no núcleo cstável?

Oomo r massa ¡tômica do ¡ Li' é a menor, é ele o núcleo estável em relaçío ao decaimcnto É.

No que diz respeito À conservaçalo de ca¡ga, o núcleo t Ber, instÍvcl por decaimento p, Pode se desexci-

t.r por c"pi*" clet¡ônic¡ ou por emissa-o de pósitron, No que diz respeilo à oonservação de energia, somentç

á posível-r captura clctrônicat uma vez que a difcrcnça das massasatômicasM.., - !r., = 7'01693u -
?,01600t¡ =0o0093¿, é inferb¡ a duas massas de um elét¡on 2m = 0'00110u. Dessa fo¡ma, a capturaele'

t¡ônic¡ é o processo cmpregado no decaimento P do 'Be? no I Lit . ¡

Vamos agora considerar uma questão muito ¡nteressante que acontece com a energia de

deca¡¡nento nos processos de decaimento p. Suponhamos o processo mais cotrente, o da emissÍo

dc clétron. Um nrlcleo Z,A, que suporemos estacionário no estado inicial, emite um elétron e

recus, como indicado na {igura 16-9. Se existem apenas du¡ls partículas no estado lìnal, a con'

seryação do momento linear determina como a energia liberada no decaimento deve ser reparti

da, Na ¡ealidade, como os núcleos têm uma massa tão superior à do elétron, suas velocidades de

fecuo são extremamente baixas e eles praticamente não possuem energia cinét¡ca. Asim' prati'

cåmente toda a energia de decaimento E apuece sob a forma de energia cinét¡ca do elétron.

Contudo, observapes realizadæ num estágio inicial dos estudos de radioatividade, usando es'

pectrôrpt¡os magnéticos, mostraram qr¡€ os elétrons são emitidos com um esp€ctro de energias

cinéticasK", como ilustra a figura l6'10.
Durante muitos anos, era muito misterioso e p€rturbador o fato dos elétrons serem emiti'

doe no decai¡nento P oom todo um esPectro de energias. Os elétrons emit¡dos na extremidade

super¡or r(ãlu do espectro transportavam toda a energia de decaimento ¿', uma vez que se ob'

s€rvou serÅ?ex igual a E dentro da precisão exPerimental. Isto é

Klu =6 (l 6-10)

Entretanto, a maioria dos elétrons detectados posuíam ur¡u enetgia bastante inferior a E,eaer

gia essa quer segundo as diferenças de massas medidas' deveria ser libertada no proceso' A im'

lreseo qtæ esse resultado dava era que a energia não estava sendo conservada! Realizaram's¿

vá¡iæ tentat¡vas, no æntido de descobrir a energia desaparecida, porém todas elæ foram mal su'

Cedidas, como, por exemplo; aguela em que um material instável por decaimento É foi coloc¿do

dent¡o de um calorÍmetro revestido de paredes mu¡to esPessas de churnbo' A situaçlÍo se apre'

S€ntava sufìcienterÌ¡ente grave Para gue alguns fíSicos começasem a consíderar seriamente o

aba¡rdono da lei de conærraEl da inergia relativística, quando Pauli propos wna alternat¡va

menos drástiqa.
Em 1931, Pauli postulou que u¡na partícula, hoje chamada de antineutrino Í, também era

em¡tlds nO pfocesso de emisão dc elétron e que não cra normålmente detectada devtôo a W s'

trc¡ramente lrau inleraçäo com a nulér¡¡. Postulou também que o antineutrino Posuía;(l)
caryq ,ala,(2) spin inlrínseco s = l12 e (3) nasv de repouw rula. A pnmeira propriedade man'

7t0

,'inl,a r .ont tt ção de carga na emisã'o do elétron. A segunda Propriedade permitia o momento

lioulur r.t conservado. Para melhor compreender esse feito, considere um núcleo Z, A emitindo

l¡i elétron e se transformando num nírcleo Z * l, I . Suponha também, por exemplo, que ;4 se-

irgat.Enøo 
o spin nuclear i é um número inteiro nos núclcos inicial e final. Se somente um

O''^
I
I

ô Elétron

Estado inicial

\.)z+r'e
{

Estado finat

FIGURA I 6-9, O proc€sso de emissalo de elétron, supondo (incorretamente, como veremos) que apenas duas

partículas eslã'o Pres€nles no estado final'

elétron, cujo spin intrínseco é t/2, fosse emit¡do, seria impossível conservar o momento angular

(a soma de um momentO angular semi-inte¡ro, o do elétron, somado a um momento angular

inteiro, o do núcleo hnal, só pode ser igual a um número semi-inteiro). Se um antineutrino com

¡ = t/2 fosse também emitido, a dificuldade seria removida. A terceira propriedade foi postula'

da pua concordar com a observação de que a extremidade superior Kfâx do esP€ctro de elé-

trons é igual à energia de decaimento É'. Ou seja, quando ocorre um elétron com energia Kfax,
ele transporta toda a energia de decaimento e nenhunra energia é deixada Para a massa de re-

pouso do antineutrino. Na emissã'o de pósitron ou na captura eletrônica, a partícula que é emi'

iida, embora muito difícil de ær observada, é chamada neutríno v; como o antineutrino, ele

também tem carga nula, spin I /2 e masa de repouso nula'

f \
\

Ponto final Kfax
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FTGURA 16{0. O espect¡o de clétrons emitidos no decaimento p do d Bitro

A relaç5o sntte neul¡inos e antincut¡inos ê expliøda pela mecánica quântica re¡ativista dc Di¡ac' Esta

teoriamostraquecadaputículacomspinint¡ínseco s=l12tem suaantipartícula'Umexemplofamiliar,e
û¡t¡g¡t¡meÀte ligado ao irrunto, ó o eÉLon e sua antipartícula, o písitron. (Out¡os exemplos, menos lþados,

so o p;¡i;; riã¡piOto", 
" 

o€utron 
" 

o ¡nt¡nêutron.) A teoria também mostra que, quando uma partícula

7lt



é produzirta, uma antipartfcula conclacionâd¡ tambem é produrlda. O GxÊrnplo famítia¡ é, mals uma
elétron c o pósftton - que sâo produzidos cm pares. Este fato tåtübénr é verificado nos t¡ós processos dcd;
caimcnto g. Na cmlssalo de elétron, uma partícula (o eldtron) é produzida com üm¡ antipa¡tícuh (o añtincs
trino), cnquentb que, na emis$o de pósitron, uma part ícuta (o neut¡íno) é produzida oom umâ antípanfcuh i

(o po¡itron), A c¡ptura eletrônicâ sc enquadra nesse csquemâ, umâ vet que na teoria de Di¡ac a destrrriça'6 ¿l I
um c!étron é idêntica à øbçat de um p<ísitron.

A figura l6-l l ilustla esquemâticsmente a emissa'o de elét¡on e de pósitron em tcrmos dos diag¡atìar'.1

de nÍvcis dc Dirac pen pa.rtícul¡s conelacionadas, elétrons e neutrinos, Vimos n¿ discussilo dâ fbus 2.ls
quc, na produçat de um pü, ¡ energh de um fóton ¡bsorvido torna possível a transiçâo de um elétron ¿¡
massa de repouso m de um dent¡c os níveis eletrônicos preenchidos que estendem dede - r¡ct até un <to¡

níveis razios superiores c que se cstendem alé +mcl. Disso resulta um clét¡on em um níræl dc ene4ia pqsf
tivo e um buraco em um níycl de energía negativo, ou seja, um pósìtron, Tat tiansiça-o pode ser reptesenbdâ
por umaflechaverticâl ligando os níreis de elétron inferior e superioi. De ume maneira sçmelhantc, uma ksn.
siçã'o conespondente e uma emissao de elétron pode æ¡ represcntadâ por uma flecha diagonal lig4ndo unr

nível de neutrino preenchido até um nr'vel de elét¡on razio, como ¡lustn r figure l6-lt. A energh tornâû
disponível devido à diferença nas.måssls nuclea¡e¡ ttensfotma um ncul¡íno do ma¡ de neutrinos er¡ u¡
elétron, criando um buraco em um nível de neutrino, ou æja, um ant¡ncutrino, A flecha dtagonal quc t¡g¡

um nível.de elétron preenchido e um nível de neut¡ino razio representa uma emissa-o de pósitron, Þob o
rcsultado é um neutrino e um buraco em um nível de elétÎon, ou seja, um pósitron. Observe que não h¡
ume bande proibida separando os níveis de neutrinos preenchidos e razios, po¡que os neutrinos lêm un1¡

massa de repouso nula. Observe tåmtÉm que a energia mínima que â difercnç8 de massa nuclear deve fo¡nc
aer r f-rm de toma¡ possível o prooesso de decaimento p é a energia ract cofiespondente â massa de repoug
deum clét¡on, em acordo com (16'74) e (t6-9a).

Exlstc uma distinÉ'o clúa cnlre uma partícula c sue antipeflfculâ quando elas sa-o canegadas cletrìcr,
mcñte, porquc $¡es carBes têm sinais opostos. A distinÉo é rnais sutil sÊ r parîículâ e a antipartícub sfo

n¿utrús, como o neutrino c o rntincutrino. Nalo oblante, existe realmcnte uma diferença, Evidêncies ¡eccn.

tcs, que discuthemos um pouco mais adiânte, mostram que a component¿ do momento angular de spin

int¡ínseco ao Iongo da direça-o de movimento é sempre -nl2 pan um neutrino e sempre +t{2 para um

antincutrino.

Emissío de

elétron

hoduçâo
de pa¡

FIGURAI6-tl. DhgramasdenívcisdeencrghdeDiracilust¡andoaproduçaiodeumpar,acmissalodcclé'
tron e a emissâo de pósitron.

O problema relativo å emissão de elétrons possuindo todo um espectro contínuo de ener:

gias é resolvido pelo postulado de que um antinãutrino é também emitido num decaímentoP'

uma vez que dessa forma a enerBia de decaimento E pode ser repartida entre a energiä cinética
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f,, do elétron e a energia cinética K¡ do antineutrino. Asim,

Kr*K¡=E (r6-r t)

onde desprezou-se a energia de recuo nuclear. Como existem muitas maneiras de se faær esa

fepartição de energias, os valores de K" formam um espectro. Acordos detalhados com as fof.
mas medídas dos espectros de decaimento É podem ser obtidos, se o argumento é tomado quen.

titativamente. Isto envolræ o uso de técnicas estatísticas, embora semelhantes mas mâis compli.
cadas do que aquelas usadas nos Capítulos I e 11, para determinar o número de divisões de

¿nergia em cada intervalo de K".
Os resultados slfo mais convenientemente expressos, e explicados, em funçfo do espectro

de rnomentos R(p"), que é a taxa de emissâo de elétrons posuindo momento linear p" por uni.
dade de tempo e por unidade de momento. Encontra-se que

t

t'

\

.i:
i:.

..1ì
il

.. I
I'f.

\- t'
ç

rì
r,.i

R(p;=lWr)r.,

oîde M ê, o elemento de maftiz de decaimento þ

(r 6-r 2)

u =f ,t;a*,a, (r 6-1 3)

Na expressão (16-1 2), o termo (E - K")'=.(l é proporcional apf,oquadradodomo'
mento linear do antineutrino. Assim, a taxa R é proporiional ao produto de dois fatores, cada

um dos quaís é o quadrado do momento de cada uma das partículas em¡tidas no decaimento P.

Esles fatores p2 medem justamente o número de estados quänticos porunidade de lntenalo de

momento no interior do qual o antineutrino, ou elétron, pode ser emitido no decaímento. Btes
duas quantidades podem ser obtidâs graçås a uma modifìcaçlÍo trivial no argumento rPresentado

no exemplo 1.3. Se o compr¡mento de onda perm¡tido )\ relativo à fÌgura l-7 foi tomado como

r¿ndo o comprimento de onda de de Broglie de uma partícula no¡nteriordeumacaixa,então
(t-t 5) pode ser imediatamente transcríta da forma N(r) o r' à forna /V(p) cr Pt , Pois a quanti-

dade r nessa equaçã'o é inversamente proporcional a L e, segundo de Broglie, Ié inwrsamente
proporcional ao momento p da partícuta. Vemos então que ff(p), o número de estados permi.
tidos por unidade de intervalo de momento para um antineutrino ou Para um elétron de mo'
inento p que se encontfa confinado em uma caixa,é proporcional ep2, Esta ceixa matemáticâ
éusada para normalizar as funções de onda da partícuta livre que representa o antineutrino ou o
elétron, como foi discutido na seçfo 6-2.

. Em outras palawas, se uma partícula é confinada em uma caixa (de dimensões arbitrárias)

þua que sua função de onda possa ser normalizada, eta deixa de ser uma partícula livre,no sen'
tido estrito do termo, e passa a ter um conjunto de estados quánt¡cos discretos (embora espaça'

dos por uma distância arbitrâriamente pequena). O número desses estados por unidade de mo.
mento é proporcional ao quadrado de seu momento. Se fìzermos entlÍo a hipótese estatísticâ
usual de que todas as divisões de energia ou momento possíveis ocorem com a mesma probabi.
lidade, a taxa de decaimento p corres¡rondente a ume divisão particular será proPorcional ao nú-
tneÌo total de estados existentes nessa divisão, valor este igual ao número dc estados de uma par.
tícula multiplicado pelo número de estados do outro. Em conseqüéncia, a lar'a R será propor-
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cional ao fator densidade de estados de momento correspondente ao antíneutrino vezcs o fa.

tor densidade de estados de.nronrento corrcspondente ao ek!tron, Vemos então como a f9¡.'

ma do espectro de momento. do elétron é governada pelos termos dentro do colchete e¡¡

As equaSes (16.12) e (ló-t3) foram obtidæ iniciatmente por Fermi,sob ahipótesesim' 1'

plificadora de gue a interação coulombiana entre os núcleos e os elétrons pudese ser despreza' 
"'
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(16.t2). Assim, o espectro é simétrico em relação ao seu valor máximo, situação em que existe :{i'

uma repartição eqüitativa entre os momentos do elétron e do neutrino. Essa simetria vem ds ii?
fato de que æ uma dessas partículas é contemplada com um momento maior no deca¡mento,¿ ìi

outra será ¿t¡ibuÍdo um momento menor, e assi¡n o produto dos dois fatores densidade de

estados decrescerá, !:..

O termo M'M em (16-12) governa o r¿lor absoluto do esPectro de momento e, cons€.

qüentemente, a taxa global de emissâ'o de elétrons no dec¿i¡nento p. A equap--o (16'13) mostla

que ¡l,l depende do valor de uma certa quantidade p gue será defìnid¿ nos pardgafos seguintes.

Ë.r. trr*ä depende também da autofunção úi¡ do núcleo no seu estado inicial (antes do ds.

ca¡¡nento p) e ão complexo conjugado da autofunção Ú¡do núcleo em seu estado fìnal (apóso

decaimeoto). Veremos que o elernento de natÅz M de decaimento É é realmente uma medid¿

da facilidade que o núcleo tem de mudar de seu estado inicial para seu estado lìnal.

As equages (16.12) e (16-13) são análogas às (8a2) e (843), que foram derivadas na

análise da taxa de enrisslo de fótons no decaimento de um estado excitado atômico. Em par. 
.

ticulu, o elemento de matriz de decaimento p d análogo ao elemento de matriz de momento

dipolar elétrico

lIr,"r,o'l
utilizado na teoria do "decaimento por fótons" dos átomos. O elemento de matriz de decai.

mento P é uma integral de volume da qruntidade ß, alelada pela autofunçao do núcleo em seu

estado inicial e pelo complexo conjugado da autofunção do núcleo em seu estado fìnal. Ders¿

founa,M é algoligado ao valor médio da quantidade p, determinado durante o processo de de'

caimento .* lur ó núcleo se apresenta como uma mistura desses dois estados' Fic¿ então claro

que o papel da quantidade p no govemo da taxa de decaimento p é muito semelhante ao papl

do roi*ito dipolu elétrico er no go\€mo da taxa de decaimento por fótons no caso åtômico.

t

da. Etc também supôs que p fose uma coßtante universal, chamada constante de øcoplt' ,,

menio do tteca¡meito É.'Neisas circunstáncias, o elemento de matriz M de decaimentopr I

reduz imediatamente a

w =¡[*;,t,¡a,

,\

..s

.

.t (

u = afviv,dr= ßM,

onde M'é conhecida como elenenlo de ¡¡øtriz nuclear

A teoria de Fermi da emissalo de etétrons petos núcleos está intimamente relacionada co¡r¡ 8 'ì

teoria da emissão de fótons pelos átomos. Tãlvez a maior diferença seja a complicaçâ'o na t€of¡ 
.

de Fermi dcúdo ao fato de haver emissão de duas partículas, as quais dividem entre si a€n€r8¡r '
Oirponivtt. &ttamente a maior scmelhurça é que, ãm a¡nbas as tËorias, nenhuma das particulð '

rr¡t¡¿¡s é considerada como existentç antes que o processo se inicie - elas são CriÚdss ß

momnto da emissão.

7t4
7t5

ri Deve ser enfatizado que o decaimento p não é uma conseqüéncia de interações ou de for'

cas nucleafes'r- 
Ao invés disso, o decaimento p é uma conseqüência de uma intera$o que nãohavÍamos

cncont¡ado antefiormente em nosso €studo de física quântica - a ínter1çlo decaimento p.Ela

¿ uma das qrutro interações fundamentais da natureza, As outras três são as interapes nuclear,

eleuom.gnétic. e gravitacional. Na próxima seção estudaremos as propriedades da interaç.Ífo de

drca¡tnrnto É, onde veremos que ela se caracteúzÀ, em relação às outras ¡nterações fundamen'

i¡r, por sua intensidade, a qual é governada pelo valor da constante de acoplamento do decai'

nento p. Encontraremos também que a interação decaimento p tem propriedades relativas à

puidade que são surPreendentemente diferentes das outras interafes'

A funçalo Rþr) de (16-12) é o espectro de momento dos elétrons emitidos. Ela tambem

r aplica ¿ em¡ss¡o-à. pósitron. A-equaÉ'o prediz que, em um.gráfìco a"^$øt)tyll,li 17y1Sg aPllCA a em¡SSaO Oe Poslt¡oll. Â çqEl¿v P¡çu¡& rlue' e¡'¡ q¡¡ Ü,¡4¡¡ev lv L'tv'ettí¿ t

(t) Xrl, ou simplesmèn rc vrrlsus Ke,.devemos enconlrar uma linha reta. A frgura l 6;13_Ïu'
ìim ¿esæs gr¿l¡c os de Kurìe para o mais simples de todos os processos de emisÍo de elétrons

ont _)tH¡ +e+i (16-16)

que é o decaimento de um nêutron liwe 0¡l em um próton I Hl mais um elétron e e um anti'

neutrino -¿ O nêutron decai porque fMo¡ - Mr,rlc'= *0,?8 MeV, e a vida'média desse proces'

so é da ordem. de 1.000 s. (Um nêutron em um núdeo.estável não decai em um próton porque

a interação nuclear, muito m¿is forte do qUe a intera$o decaimento p, o impede.) A compara'
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0J û2 0¡ 0,4 o,s 0,6 0,? 0,8 0'9 l'0
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F¡GURA t6-12. Um gráfico de Kurie para o decåimento P de um nêut¡on'

(r615) ri iþ 
^ortr.d. 

na fìgura ló.12 ilustra o bom aco¡do normalmente obtido entre a teoria e a expel

t ¡iência para o decaìmento p de núcteos de baixo Z. Pequenos desvíos na inclinação dos dados

- cxperirnentais em baixas energiæ são algumas veæs obs€rvados, mas eles usualmente represen'
' tam problernas experimentaislevido à ãuto-absorçã'o dos elétrons de baix¿ energia no interior
' tla fonte onde ocorre o decai¡nento 0.' Para núcleos de Z elevado, existem divergéncias reais entre as predises da teoria de
' 

Fe¡mi e a experiência. Estes desvios são devidos à interação coulombiana, desprezada nesse

tratamçnto, entre o núclco fìnal e o etétron, ou pósitron, emitido. Esta interação desacelera os



elétrons ou acelera os pósitrons. Ela tem como efeito o leranta¡nento da extrcmiil¡dc de
energia ou de momento dos espectros de elétrons, ou o abalxamento dessa extremidade ds¡
pectros de pósitrons.

lntegrando o esp€ctro de momentos descrito por (16-12) sobre todo o espâço dos no
mentos dos etétrons (até o mlor mCximo do parâmctro, fü), obtém+e umå expressf,o par¡

a taxe total de emissão de elétrons. Como essa guantidade é justamente a taxa de decatmento

R, a vida-média l pode ser determinada através de (164):

I msc'

^ 
=l= ;q; ß'Irf'ItfF

onde F é uma funçá'o do momento máximo plu ou da energia cinétlca rnáxima conesponden. il
te, que é aquela da extremidàde supriorK!ux. Na figura ló-t3,mostra+dFemfunçro&,
Klnax. Obser'æ que F aumenta rapidamente å medida que .Çu aumenta. As coneçÇes feit¡¡
à teoria, no sentido de incluir o efeito da interação coulombiana sob¡e o elétron emitido, altc,.,

ram os valoræ de F. Pa¡a mlores de Z baixos, cssas alteraçõæ são deqprezfræis. Entretanto, '

paraZ=l00eKld=lMeV,Féaumentadoporumfatorigualal00paraaemissâodeelé-'
tron ou diminuído desse mesmo fator para a emissâo de pósitron.

Com bæe na expressdo 06-17), v€mos que a vida-médla f de um núcleo instávet por 
-

decalmento p decresce muito rapldamente à medida que a energia da extremidade supcrlor

4o (igual å energia de decaimento E) aumenta;tal fato ocorre porque os valores de F aumen.

tsm com a energia. Para nrlcleos que ocor¡em ne netureza e que se desexcitam por deeel.

mento p, os valo¡es de l variam desde - ls, para ,E da ordem de vários MeV, até - l08s, pan

E da ordem de vários centésimos de MeV.

o,or 0,02 0,04 0,1 0,2 0¡0,6 I 2 4 6

Energia da ext¡emidâde superior Klu (MeÐ

FIGI RA l6'13. Um gráfico log-tog 0ogeritmos declmais) da funfo F wrnrs t cndgie da extrcmld¡do opo
rior flq do decâlmento p de núcleos de Z multo pequeno. A taxÂ de decatmento é ptt'
porcional r F. Asim, cômo F aumenta quando a energb da cxt¡cmidade super¡or ¡urÍclb'
a taxâ de decaimento aumentr ê e vida-médh diminui.

Vemos também a partir de (16-17) que a quantidade

2nttJ
Fr =;7 I

M,M
1
ß2

7t6

(l 6-1 8)'

7t7

'dcgende

nuctear

de uma coleção de constantes univetsais, assim cÒmo do ralor do elemento de matriz

a -$í,,aùr,n d, (r6.re)

Bte expressfo para o elemento de matriz nuclear é exatamente (16-15), onde os índices das

rutofun@es inicial e fìnal foram reescritospara lndicar que a teoria se apllca tanto å emJssfo de

elétron quanto à emisslto de pósitron. A quantidade FTé algumas vezes denominadavtda-mëdla

cofipørativa, Ela pode ser usada panr comparar decaimento 0 de diferentes energias e clasifì-

d.los ægundo as vidas-rnddias que eles teriam se tivessem a mesma energia de decaimento. Dito

rte outra maneira, o produto de I por Felimina a dependência em energla e é igual á uñe quen.

tidade cujo valor depende apenæ de uma coleSo de constantes unirærsals e do valor do ele-

mento de matriz nuclear. Uma vez que o elemento de matríz depende das autofunçdcs dos esta-

dos nucleares envolvidos em um decaimento 0, é aparente que o valor FT paÅ o decaimento

pode fornecer informações sobre esses estados nucleares.'

EXEMPLO 164
Um dos dccaimentos P rnais simplcs é

rHt*tHe! +¿+t

0s valo¡es m€didos da cnergh de decrimento e da mcia.vida sa:o, respect¡vamente,f =00186 McV c 1¡6 =
t2,3 anos. Calcule o valo¡ de F7.

Como Z é bcm pequeno, podemos avaliarFa parllr da figura l6-1 3, usando Xrux=E =0,0186 McV'

Encont r¿ m os

logF= -5,7

F = 2,lxl0-6

tonvertendo a mcia-vida Tr,, (cm anos) em vida-média 1(cm segundos), temos

(t6-17)

Ì
T =-=

0,693

12,3 anos x 365 dbs/ano x24hlô:ø x 60 min/h x 60 s/min
= 5,6x10ts

0,693

FT = 2,1 x 10-6 x 5,6 x l0r s= 1,2 x l0! s

¡os dias no isótono estávet e inofensivo t llcr.

( A expressão (16-18) mostrâ que o valor F7é inveisanrente proporcional ao ralor de

li4'M', o clcmento de matriz nuclear multiplicado pelo seu complexo conjugado; conseqüen-

Es(c é um dos menores valo¡cs FI obscrvados. llm outras palavras, o dccaimenlo p é increntcmcntc rCpido'

Irorquc sua vida.média I é curta, levandosc em considcraça.-o o valor de F dcte¡minado pelo valot da energia

, 
dedccaimcnto É'. No cxemplo 16.5, vercmos quc cssc fato tcm algumas conscqtlências teórl"as importantes.

Tem também algumas conscqílências práticas importantcs, Os testes incontrolados de bombas de hl-
itmgônio na dócada deJ0 p¡oduziram grandcs quantidades de ¡H! (tambóm chamado trício) ns âtmosfe¡a.

Como o decaimento p desse isótopo radioativo é ine¡cntcmcnlc rápido, a maior partc delejá dccaiu até nos'
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temente, o valor FT será mínimo quando M'M' lor nuíximo. Istoacontece quando a

ção nuclear lul.icial þ 2,¡ fqr idêntica à autofurçâo nuclear final ú ztt.¿ , porque entâ'o a

ção de normalização das aùtofunções exige que a expres${o (16-19) de M = l. Se as ar

@es não forem idénticas, M\'M' ( l, tornando-se cada vez menor à medida que as

@es æ torna¡n mais diferentes. Na realidade, I4', e conseqüente¡nente M''M', se anula

ÚZ,e e ÚZrt,e são tão diferentes que correspondem a valores dife¡entes do spinnucleari,srT

a paridades nuclea¡es opostas. Essas duas propriedades fomecem imediatamente as rcgrasde,

æleçío de Fermi:

Ai=0

A paridade nuclear ná'o deve muda¡

Se uma dessæ propriedades for violada, o decaimento p não ocorrerá, segundo a teoria de'iI
Fe¡¡ni, A primeira restríção reflete o fato de nã-o ser permitido na teor¡a que as partículas carre: :,:

Suem mo[iento angular e, asim, a lei de conservaÉ'o eige que nalo haja alteração no mor¡e¡¡s ,'

angr.rlar nuclear. A ægunda restrição aparecß porque o integrando terá paridade ímpat se ôs âu: 
-",

tofunções tive¡em paridades opostas e, então, a contribui$o à integral relat¡va ao ponto.x,J,, z Il
será cancelada pela contribuição do ponto -x, -y, -2. (l.ernbre dos argumentos apresentados -.,

no fìnal da seção 8-7.)
A teoria desenvolvida posteriormente por Gamow e Teller leva em consideraçâ'o os spins

dæ partículas emitidas e mostra que a primeira regra de æleção de Fermi é muito restritiva. A
restriç¿io da teor¡a de Fermi provém do fato de que o elemento de matriz em (16-13) nã'o envol-

ve spins, Na teoria de Gamow-Teller, o elemento de matriz correspondente contém o spin do

nêutron que está sendo convertido em próton e o spin do neutrino que está sendo convertido

em elétron. Se as duas partrculas emitidas no decaimento tém seus spins intrínsecos s = l/2
essencialmente paralelos, Ai = ! I é também permitido. Temos æsim as regras de seleça-o de

GamowTeller:

Ai= 0, t I (mas não i¡ = 0 + i=6¡
A paridade nuclear nâ'o deve mudar

A rszflo pela qual Ai = 0 é permitida pelæ regras de Gamow-Teller é que é possível às

duas palículæ ærem emitidæ com spins essencialmente paralelos, transportardo conseqüente'
¡nÊnte uma unidade de momento angular. Nesæ caso, o spin do núcleo muda de orientação n0

espaço mi¡s não altera seu módulo; esse p¡ocesso, entretanto, não é possível se o spin nucleué
nulo, como é indicado entre parênteses na regra de sele$o, De aco¡do com a teoria de Fermi, os

spins das partículas são "antiparalelos" e o spin nuclear pode ser nulo.
Mesmo em cæos e¡n que Ai é maior de que u¡n, o decaimento p pode ainda ocorrer em si'

tuações tais que o momento angular scja conservado, pois as partículas podem ser emitidas com

um momento angular orbital não nulo. Ent¡etanto as ta)€s de decaimento para esses processOl

proíbidos Éâ'o muito menores que as dos processos permitidos que satisfazem às regrasdeæle'

ça:o de Fermi ou de Gamow-Teller, A taxâ dc decaimento di¡ninui de um fator da ordem de

l0-3 puacadaunidadedemomcntoangularorbitalcarregadopelæpartÍculæ.Essesfatoresde
inibiçá'o provên dæ fracæ probabilidades de enússfo rle uma partrcula com ¡nonrento angular

orbital igual ou supcrior a uma unitlarls dc h p<lr um sistcma dc raio tão pcquer¡o como um nú'

cleo e emitindo uma partícula de momento lincar tã'o pequeno como aqueles característ¡cos do

decai¡ncnto É.
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a)

b)

a)

b)

l', pura muitos físicos nucleares, o decaimento p é um campo favorito de investþçÍo porgue

firneæ informaøes basturtc úteis sobre os núcleos envoll* i" decarmelto,UllT:il I
i 
,iãrntdud. superior J(fu, ou das massas atômicæ Pa¡a determinar a energia de decaimento E,

Iiìa^"^obte;ção do vator de F aputu 9'.YT':1',d?].1ry t lsT-' 
r-6:!1':-? yiY:Y:

,' i!¡
(ro-æÏÌfi

,,r i*.'l

il.i Znão for pequeno, o ralor de f'é obtido de tabelæ eústentes e que apresentamFversus

",äsx 
e Z.Em secu¡da. a quantidade FTé c¿lculada a putir do ralor medido da meia'vida ou da

ilda.né¿ia,.olnõ ilurtr.do no exemplo tó4. f1ntão- (16'18) é usada para avaliar o elemento

i, *r¡, Áudear M. A ordem de grandeza de M' é fregüentemente usada para fornecer infor'

frrþr rourr spins e paridades dos estados nucleares que participam do decai¡nento' Valores

,n.¡rpr..¡rordell'podemfomecerdetalhessobreæautofun@esdesesestadosatravésde
rtÁ-19). Naturalmente, é necesário em primeiro lugar conhecer o valor da constante de ¿co'

:i,ï;;" il;;ä;il É. Essa quani¡dade é determinada experimentalrBnte a partir de

i:ä;;;Å; .;""1;;;ü ärtl' "i'¿ot 
nuclea¡es bætante simples' para os quais M' 5Á é

ä"[t.¡¿" de outræ considerações que serão discutidas I segu¡r'

(r 6-21)

164 A INTERT{,çÃO DEÆAIMENTO BETA

A interação decaimento p é a menos fami-tiu dæ qutro intera@es ftu¡damentais (nuclear'

eletromagnética,decaimgntopegravitacional)qrægovernamtodasasoperaçõesnow¡iverso.
Nesta seg--o exploraremos d"m; de suas propriedades. começaremos com o caso do decai'

ä;;ã; iriã no 
jtl"t,ã*¡¿.rado 

no exemplo 164, com o intuito de determinaro valor

da constante de acopla¡nento É do dec¿imento É, 9u! caf^ctertTaa intensidade da interaçáo'

Como havíamos .nco-rrtr"do no exemplo 164 que o valor FT Par: decaimento É

i¡¡r * t¡lrr + e *l é partic'larmente p€quenoe como,ægundo (16-18),FT.eM''M'sãoin'

versamente proporcionais, ãìtr*rnto dó matriz nuclear M; deve ær putic'larmente grurde

p". tut ¿ec¡årnto. Na rcalidade, há uma laizão pan P€nsar que-ess€ eje-Te-nto assume o va'

lor máximo permitido pela condição de normalização,M', = !. A figura 16-14 most¡a adescri'

þo Oo moaåo .. ..*¿* rorrespondente aos estados fundanBntais dos dois núcleos' que são

os estados envolvidos no ¿.*i*.nio, Como os núcleons estão na subcamad¿ ls¡¡2,$læ possui

i = | 12 e paridade par, ambos os estados fundamentais devem posuir, de acordo com o modelo

em camadæ, spin nuclear i = 1¡Z e parida6e positiva. Estas Predipes são confirmadæ Pbf me'

didas independentes dos spins e puiArOes. O decaimento É entre esses estadosé,então' certa'

nrnte permitido p.las regræ ae Ltego Ferml Entretanto, o modelo em camadas faz uma pre'

diçâo ainda mais forte pÍua esse decaimento:M', deve sef , quase exatamente, igul a I ' como to'

dos os núcleos estão na mesm" subc.mada, as autofrur6ei dos dois núcleos só podem diferir æ

.as interações coulombianas ou nucleares diferirem. As interaFes coulombianæ.certamente di'

ferem para os dois núcleos;;;ú são dosprezíveis face às fortes interagões nucleares' Existe¡n

ainda muitæ outræ evidéncias de que as inlerações nucleares são as mesmas Porgue elas são ln'

dependentes da carga e, assi¡n, não fazem distinfes entre nêutfons e prótons' Em corueqtiên'

cia, as duas autofun@es d.rrá ,"r.rrrncialmenti idénticas en caso elæ sejam normålizadas ¿de'

quadamente, tetemos

u' --f,t i,, v,., a, =fv i :,v, ¡ dr = |

Conhecendo o valor de ill', podemos então usar o valor f7 medido pæa determina¡ a constante

de acoplamcnto É. Deve ,"r-t"i.,¡a¿" que a conclusá'o M' = I delende da simetria particulu

encontrada entre o comPort.nlrnto dosieut'ons e dos prótons nos dois núcleos envolvidos no

deca¡mento. No prirneiro ";;i;;;;; "m 
par de núcle-ons dc uma especie e' na mesma subca-
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mada, um núcleon não emparethado da out¡a especie - no segundo núcleo encontr.rot. t.rl
ma confìguraçå-o, apenas invertendo as espécies de núcleons. ll

FICURA l6-14. Configuraçõcs do modclo em c¿madas correspondentcs aos estados fundamentais dos nú.
cleos rHr e rHet.

EXEMPLO 16.5

Use o r¡¿lor FI do dccaimento p do cxemplo l6-4, assim como a conclusrlo de guc M'= I nesse caso.
para calcular a clnslante de acoplamenlo P do dccaimenlo p,

A e4urçí'o ( I 6'1 8) fo¡nece

lnt¡oduzindo os rzlores numé¡icos

2nr ht I
pt = 

--
FTms c' M'*M'

2rr(t,05 x l0-¡ J*)'
n?-

1,2 x l0! s x (091 x l0-r kt)t x (3,0 x l0! m/s)' I

ou

Flnalmente obtemos

= 1,4 x l0-r¡r J2 -m6

0 = 3,7 x l0-'¡ J-mr

Existem vários outros pares de núcleos cujos estados fundamentais tém as mesmes conlì.
gurapes no modelo de camadas, exibindo o mesmo tipo de simetria entre nêutrons e prótons
como ilustra a figura 164. Um outro exemplo dessa situação é dado pelo par 3 Li7 e 4 Be?. Um

membro de cada par se transforma no outro via decaimento p, com um etemento de matriz
nuclear M' que. certamente, deve ser quase igual a l. Os valores F? medidos desses decaimentos
levam, através de cálculos como aquele do exemplo l6-5, a valores de p que estf,o em bom

acordo com o valor obtido nesse exemplo. Concluímos então que a constantc de decaimento do

decaimento ß tem um valor extremamente baixo:

p - lO-ó2 J-m3 U6-22')

Se dividirmos p pelo volume de um núcleo típico, (5 x l0-rs m)3 - ¡g-er ms.obtcrcmos

720

¡ Her

Flo-.t J-m3/ l0-43 13 = ¡6-te J= 10-6 MeV.PodemosagoracompararacneEiacarecrerís.
i 1¡s¿.dessa interaçâ'o com a energia da ordem de I MeV que caracteriza e inter¡çllonücleãr.

Corno é o quadrado da constante de acoplamento do decaimento p que aparece nas qu¡¡ntidades

nensurávc¡s, como o valor F7, ó apropriado alìrmar que.a înteraçíio decaimento S ë mais fraca'io 
qut o ínteração nüclear por um fator da ordeñ de | 0- I 2 ].

L¿vando em consideraçllo que a inteiaçã'o nuclear é apenas uma ou duas ordens de gran-

deza mais fo¡te do que a interaçab eletromagnética (veja a seção l5-2), a interaçifo decainrento p

é tambem muito måis fraca do que a interaçã'o eletromagnética. Por outro lado, a interaçf,o

sravitacional é cerca de 40 ordens de grandeza mais fraca do que a interação nuclear (veja

ianbem na seção l5-2\ e, assim, a interaçá'o decaimento p é mais forte do que a interaç¿fo

gravitacional de aproimadamente 30 ordens de grandeza. Existem então diferenças extrema-
-rant. 

pronun.iadas de intensidade entre a interaça-o decaimento p e as outras interações

fundamentais. Btes æsuntos ærão discutidos mais extensamente no próximo capftulo, onde

será viito, por exemùlo, que a interação gravitacional é a mais flagrante na vida cotidianã. aPesar

de ser, de muito, inerentenrente â mais fraca. Tal fato se deve ao seu longo alcance e também

por apresentar semPre o mesmo sinal'

O alcance de uma interaçâ'o é uma característica tâo importante quantosuaintensidade.

A interaç¿fo gravitacional tem um longo alcance pelo fato da energia de interaflo gravitacional

entre dois iorpos décrescer lentamente à medida que a distância r entre eles âumenta (ela varia

proporcionalmente a l/r). A interação eletromagnética também tem um longo alcance, pois a

eneigla de interaçÍo entre dois objetos carregaäos varia, em função da distância entre eles,

tfo lentamente quanto a gravitacionâl. Já a interaçaA nucleat é de curto âlcance Porque a ener'

gia de interâça1o à.ct.r.. abruptamente quando dois núcleons se afastâm mais do que 2F, A ín-

ieração rìecaimento ß é de alcancc exrremamente c¿lrfo. Algumas evidências desse fato estiÌo

presentes nas considerações seguintes. A cxpressâ'o do elemento de matriz M do decaimento É

usado na teoria de Fermi dada por (l ó-14)

é obtida a partir da hipótese de que a extensa:o espaciat da interaçlio decaimenlo p é muito pe'

quena cm comparação com as dimensões do núcleo. Sem essa hipotesc. o inlegrando emilseria

nf,o mais úiú¡,nas a média dessa funça-o fcita sobre um volume igual àqucle correspondente ao

alcance da interação. Se este fosse o caso, ill seria afetado de tal maneira que haveria uma alte-

Ìaçfo nas predições referentes à forma dos cs¡rectros de momentos dos elétrons emitidos no de'

caimento p. Entretanto os espectros de momentos obscrvados concordam perfeitamente com as

predições teóricas como fòram feitas. Conclui-se assim que é provavelmente correta a hipótese

da interação decaimento p possuir um alcance muito curto, sobre a qual as Predições se basea'

ram. Algumas Outras evidéncias adicionais que corroboram essa conclusão serão apresentadas no

próXimo capítulo.
O valor muito pequeno de p explica poÌ que os neutrinos e antineutrinos interagem tão

fracamente com a maréria e saio de detecçaÎo muito difícil. Os cálculos mostram que, quando

etes são produzidos em decaimento p que se segucm às rcações nucleares no centro do sol, po'

dem percorrer todo o interior até a superfícic com uma probabilidade mínima de serem absor'

vidos. Tal fato tem um efeito na procluçfo dc encrgia solar, As interações decaimento p de

elétrons e pósitrons salo igualmcntc fracas, mas, como essas partlculas lambëm interagem com

a matéria através da interaçäo eletromagnética, elas slo de fácil detecçlo'

' O t"r*o intcraçâ-o fracu, para a intcraçío dcrîinìcnto ¡l' ó dc uso frc(li¡entc'

u = of*ì,t,,a,
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Apesar de todas as {ifìculdades óbvias devido à intensidade extremamente fraca de sr¡
interação com a matéria, ö! antineutrinos foram detectados em 1953 por Reines e Cowan.

Eles se serviram da reação ¡

t + rHr *ont +ê

onde o sÍmbolo ã representa um pósitron. Ela é a reaçalo inversa de

o n, +-e*lHI + t

que é a forma altemativa do decaimento do nêutron (16-1 6)

ont+lHl *e*v

(Obæne que as duas formæ de decaimento do néutron indicam a equivaléncia da destruição

de um¿ antiputícula, o pósitron, e a cria$o de uma partÍcula associada, o elétron, Na teoria
de Dirac esses proc€ssos são idénticos.) A reaçalo de Reines{owan ocorre no hidrogênio de

u¡n enorrtrc contador de cintilação (uma versalc moderna do contad'or de ZnS de Rutherford,
onde os olhos foram subst¡turdos por fotocelu.las na detecção dosfløshes luminosos.) O conta-

dor foi cxposto a um fluxo intenso de antineutrinos emitidos em proc€ssos de decainento p in.

duzido¡ por fissões no interior de um reator nuclear, sendo que os pósitrons foram detectados

atrsÉ$ das c¡ntilações que eles produz¡ram no mesmo contador. Métodos sofisticados tiveram

quc ser usados para minimizar a cintílação smbiental. Esta providência se tomou necessária

devido à fraca interaçã'o do dccaimento p, cujo efeito experimental se traduzia pela ocorrência

de apenas uma reaçáo por minuto apesar do fluxo intcnso de antineutrinos e das grandes pro'

porfes do alvo.
Discutiremos agora brevemente duas outras experiéncias, efetuadæ na.década de 50 e

que nos informam sobre uma propriedade unica da interaçã-o decaimento p, Wu e colaboradores

estudaram o deca¡mento

27coóo+tENi60+e+t

atravds da observaçã'o da direção de emissão dos elétrons em relação à orienta$o dos momentos

dipolares magndticos dos núcleos 6. zzçoó0. Os momentos dipolares magnét¡cos foram alinha'

dos graças I um c¡¡mpo mâgnét¡co externo muito intenso e a baixissimas temperaturas para mi'

nimirar a desordem térmica. A fìgura l6-15 representa esquemat¡camente a experiência, ntos'

trando um núcleo típico e unr elétron emitido típico. Para trazer essa representaçã'o mais pró'

xima de uma realidade física, um anel de çorrente de carga positiva é usado para indicar a orien'

taçã'o do momcnto dipolar magnético. Wu encontrou que os elétrons nã'o säo emitidos sime'

tricariente em relação ao pluro do anet de corrente. Ao invés diso, há uma direçalo preferencial

de emislo que é relacionada com a circulaçfro do anel de corrente da mesma maneira que a di'

reçâ'o de avanço de um parafuso de rosça esquerda é relacionada com a sua rotaçiio. A fìgura

mostr¿ também a experiência vista por meio de um espclho. A dircção preferida de emissdo não

é alterada, mas o sentido de circulação da corrente é inrærtido. Vistos por meio do espelhb,os

resultados da cxperiéncia podem ser descritos afìrmando-sc que a relaçaìo entre a dircçã'o tíPica

de emissão de u¡n eldtron e a de circulação do anel de correntc d como a de um parafrso de ros'

ca direita. Asim,¿ descrição desse decai¡nento ß(c dc outros) rrão é a nrcsnuqueadescríçäo
baseada nas im4gens criadat pelo espelho, Esta parecc ser ums propriedade única da intcração

decaimento P, entre todas as ¡nleraçÕcs funrla¡nentais da natureza (nuclear, eletromagnética, dc'
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FIGURA l6-15. Um desenho esquenrático da experiência que provou que a paridade não é conservada no
decâimento p. Ela tambem mostra a imagem em um espelho desla expøiência.

caimento p e gravitacional). Por exemplo, uma carga, circulando ao longo de uma espira de cor'
r€nte macroscópica, emite fótons através da interaçâ'o eletromågnética po¡que a c:¡rga está ace.

,; Ierada. Os fótons entretanto são em¡t¡dos simetricamente em relaç¿Ío ao plano da espira e' dessa

P
l, (x'!'z)
I

i

il=-r-----.,,
Antes da op€raÉo

puidade

P
xl(-x,-y, -z)

Depois da opeta@
puidade

FIGURA 16-16. A opcraçalo paridade (xSt,z) - (-x,-y,-z). Nesta figura a operaplo É efetuada at¡avés d¿

invc¡sii'o de direçalo de c¿da eixo de coo¡denadas conse¡vando fixa a localização do ponto P
(comparc com o l-rgura l8-5). Antes da operaçalo, tcmos um conjunto deeixosdlrctoE,isto
é, como um parafuso de rosc¿ di¡eita tal que em s€u avanço na direçã'o do eixo r, sua rota-

çalo faz com que o eixo x se mova em direção ao eixo y. Após a operaçalo paridade passamos

a ter um conjunto de eixos inve¡sos. Esta mudança pode também ser obtida através da con.

sideraçalo da imagem em um espelho, que t¡ansforma eixos di¡etos em eixos inve¡sos, Dessa

forma, a operaça--o imagem no espeúo é relacionada com (embo¡a na1o seja idêntica à) opera-

çalo paridade,

723



forma, a descrição desse processo através da ¡mâgem no cspelho nlfo difere da dcscriçáo norm¡.

Como a opcração de consideru å imâgem no esPelho reladon¡'¡e cûm â Op€regfo paridadc,

corno é ilutraào na fìgurra l6.1 6, dizte quc o decaimento p nÍo é inta¡lante pela operação pa¡.

. dade, ou que a parìdade ¡tão ë consewada no dæaímento (ela o ê enlrclønto na ínteraçlo elø

trctrugnët¡ca).

Medidas efetuadas por Gotdhaber e cotaborado¡es mostrâram que a chamada helicidadc

do ncutrino é responsávcL petos rcsultados da experiência dc Wu. Usendo um método relatl'n

rnente complexo, que nlo ærá cxplicado aqui, eles €ncont¡erem qtæ, sob umâ visãoriolmal al¡

nãturcza, o spin de um antineutrino mânt¿m-se essencialmente paralelo à direção dc'çu mo.

mento linear. Diz*e então que o antineutrino tem a helícídade de um parafuso de rosca direlta,

como representado na figura l6-17. Etes tambdm encontrsram guc o neutrino tem e heücidadc

de um parafuso, de rosca esquerda; isto é, seu spin é esæncialmcntc antiparalelo ao scu momcn-

to tinear. O dec¿irnento p estudado por Wu envolvia a transiçfo do es.tado fundamental do

Dhcçã'o do tnomênto
angutar dc spin

Dlrc$o dc proPagaçfo

ê do momento lineå¡

Pa¡afuo de rosca dl¡elta
(antineutrino)

FIGURA 16-17. As helicidades de um parafuso de ¡osca dheita e de rosc¡ csquada.

Dhcçio do
morñento angulrr

de spin

Per¡fi¡so de rosca

csquerda (ncutrlnÖ)

2tCo60, de paridade par e i = 5, para um estado excitado do 2tNi60, de paridade Per e i =4.

Trata+e então de uma transiçÍo pcrmitida ægundo Gamow'Teller nt qual a consenåÉo do mo'

mento angular requer que o antineutrino e o elétron sejam emitidos com seus vctores spin csen'

cialmente-paralelos aoi do 2?Co60, ou paralelos a um vetor represcntando seu momento dlpolar

magnético: Além disso, em tal transição, o antineutrino e o clét¡on tendem a ser emjtidos

com vetores momento linear em dire$es opostas. A figura 16.18 mostra como essÍts relaç¡ca

entre vetores, asociadas à relaçtro exigida pela helicidade do neutrino refe¡ente ao paralelismo

entre segs vetores spin e momento linear, fazem com que o elétmn tfpico æja emitido na dl¡e'

ção mencionada. Vista por meio de um espelho, a helicidade do antineutrino se áltera, exata'

mente da mesma forma que a helicidade de um parafuso real se altera, conduzindo então à

mudança na descrição da imagem no espelho da experiência de lilu.

FIGURA 16-18. O decaimento p d6 ttÇo'o alinhado. Os rætores indicam es dheç6es c scntidor do momcn'

to dipolat magnétíco ¡ e do çin l, do spin Sy c do momcnto linear Pgdo neutrino,¡sritll

como o spin Se ê o momento lineu P" do ilétr.n, A parldade não é conserrada por4uc

$e 5 se mantêmessenci¡lmcnte paralelos'
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S¡ çî S¿ P¿tt

r' Det¡ scr cham¡il¡ r atcnçÛo de quê não Èx¡stc viohçio da conærraçalo dc paridedc pelos arfclaør no

dccrtilcñto do ttGo'o¡ ao rr Ni'Û. Ambos o¡ estado¡ m¡cleares envolvidor sfo dc parld¡dc p¿i È, úÐnscqilcn-

lør¿nt¿, nab hf llteração dc prriladc nuclear' cm conco¡dån¡re com as rcgrar dc sctcção dc Grmow.Tcller.
Dcw¡no! tâmbéñ obsrrrrr que na-o é posíwl prn um ¡ntiñculr¡no ou psra um ncuüino ter una heli-

dd¡dc ber¡ definida, em um¡ visalo ñomal da rutulez¡ r mcnos que sue mss!. dc rcpouso rÊJr cxrtârnenlc
nul¡. Sc cþ tlvcssc umâ mass¡ de tcPouso nâb nufa' elc podcrie sc deslocar 6ûm urna wlocidade infcrior ¡
c, o qúc Perrnithia que fosse cnconl¡ado um sisteme de refcrônci¡ cm relaçifo ro qual o aentldo de 3cu veto¡

íorîento linear pudesse sc¡ inve¡tido. Como seu spin pcrmanecerh inaltcrado nesse mudançe dc refc¡cncial,

¡n hctlcHadc stth invcrtür. Uma vcz quc r cxperiência dc Goldhebq motrf, quc os rntinculrbros possuem

dcliramentc hêlicidâder bcm definidas, e coño ¡s{o nilo seria possível se as helícidadcs dcpendesern do

rderenchl usado para eludd-las, concluímos que $¡8s massâs de rcpouso säo cxâtamentc nulas. Medidas

dirrtås dâs mas$r de repouso dessas partÍcutas confÚmâm esta conclusalo.

16-5 DECAIMENTOGAMA

Existem raios 7 emitidos por muitos dos núcleos das séries radioatiras. Os raios I sã'o fó.
tons de radiaø'o eletromagnética que liberam a energia excedente quando os nrlcteos efetrum
transigões, W decdfuento ?, de estados excitados pan estados de energia mais baixa. Como as

díferenças de eneriga entre os estados nucleares excitados são superiores a - l0-3 MeV, as ener.
gias dos reios 7 são superiores a essa energia (ræja figura 24). Freqúentemente, o decaimento I
ocorre quando um deceimento P anterior produziu algrns dos nf¡cleos fìlhos em estados de vá.

rios MeV de energia de excitaçÍo; este situação ocorre quando es regres de seleçâo do decai.

mento P irnpedem o decaimento direto ao estado fundamental. Umexemplo é mostrado no es.

qucftr dc decaimento do r7Cl38, figura l6-19. Existem também outras maneirris de produzir
núcleos em estados èxcitâdos que, em seguida, se desexcitam por decaimento 7. Por exemplo,
cstedos de energia de excitâção da ordem de 7 ou 8 MeV são produzidos quändo essa quantida-
de de energia é liberada por ocåsião de uma captura pelo núcleo de um néutron de bai¡ø ener-
gia.

A técnica mais precísa de determinação da energía de raios ? consiste na análise de suas

difra$es por urn¡r rede cristalina em que os espaçâmentos internos sejam conhecidos. Esta é

exatemente a téørica de difração de raios X, mas como usualmente as energia¡¡ dc raios 1são
superiores ås de raios X, seus comprimentos de onda sâo um pouco menores, e isto infeliz.
mente obriga o uso de instrumentos de difraÉ'o de grandes dimensões pare que os pequenos

ângulos de difração æjam medidos com precislfo. A técnica mais comumente usada na deter-
minação das energias de raios 7 baseia-se na trarisferéncia de energía dos fótons a etétrons por
intermédio de um dos processos descritos no Capítulo 2,.a saber, o efeito Compton, o efeito
fotoelétrico e a produçlfo de pares. As energiæ dos elétrons síÍo medidæ etravìús do uso de um
contador de cintilaçá'o NaI ou um contador semicondutor, o qual tem uma resposta elétrica
proporcional à eneryia que lhe foi entregue por uma partícula carregada. O espectro de ener-
gia observado dos raios 7 emitidos em transições entre os estados excitados dos nrlcleos é usa-

do para determlnar as energias desses estados, exatamente como o espectro de fótons emitidos
por um átomo é usado para determinar as energias dos estados atômicos. Naturalmente, tais
fontes de informações sobre o nrlcleo são extremamente preciosas.

Outra fonte de informações valiosa ê a laxa de transição R de decaimento de cada esta-
do excítado. Em alguns casos R pode ser medldo diretamente. Em outros, pode ser medido in-
di¡etamcnte através da determinação da vida.média ?n do estado. Se apenas uma transiçalo
pode ocorrer entre ess€ estado e um outro de energia mais baixa, a expressão (164) nos mos-
ha que I = l/R (após feita uma correçå'o devida a um processo de "convenl[o interna" que se-

rá discutido no final da seção). Quando ?n for superior a t0-r0 scgundos, R pode ser deter.
minado cronometrando-se eietronícamente o atraso mCdio entre a excitaÉ'o de um estado e

o æu decaimento. Quando 1é înferíor a esse valor, R poile em alguns câsos ser determinado
utiliza¡do+e o efeito Mösbauer (que será discutido na próxima seção) para medir a "largura"
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do estado e aplicando-se em seguida a relaÉo de incerteza tempo{neIgia..Graças a essas dife.

rentestéçnicas,taxasdetraniiçacpodemseiobservadasdesdeRèI0-Bs-tatéR-l0t8s-r.
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FIGURATó.lg,OesquemadedeCaLnentodo tlcl¡'-Amcia-vida,ospineaparidadedocstadofundamen-

tôl dgsse núclco instável pof decaimento p 93:o mostfados. A enclSia destc elado ó dada em

relação ao estado fundanlental do rrA¡'. Tambdm sío apresentadas as cnergias, os spins

e as paridadcs correspondcntes ao estado fundamcntal e aos dois primeitos estados cxcitados

¿o ri4rr, bem conrõ as probabilidades rclativ¿s de dccaimento p sobre esses estados' Apósa

al¡mcntaça:O dOs estadoS exc¡tådot do ¡r A¡r , eles se desexcitam pof dccaimento ? p¡ua o cs-

tado fundamental. o decaimento É ao cstado (3, ímpa¡) é permitido pelas rcgras de seleção

dc Gamow.Tellc¡, enquanto os dois out¡os dec¿i¡nentos É sío p¡oibidos Por estas e pel¡s

rcgras de ælcça-o de Feìmi. Apesa¡ disso, elas oconem com probabilidades apreciávcis devido

so fsto da tax¡ de deceimento aumenta¡ rapidamente à medida que a encrgia de dec¿imento

aumenta.

As energias dos estados excitados dos núcleos serão tratadas em uÍu¡ seção Posterior. Con'

sideraremoS no momento apenas suas ta¡tæ de transição Por decaimento 7' Como usaremos as

idéies desenvolvidæ na seção 8-?, referente ao tratamento de transições óticas de átomos' o

estud¿nte deve rever esse material antes de prossegu¡r.

Pa¡a um átomo, apenas a radiação dipolar elétrica é importante. Esta radiação é produzi'

da por oscilagões em seu momcnto dipolar ãlétrico. Em princípio, radiações podem ser emitidas

pof um comPortarn€nto måis complicådo dos elétrons atômicos, tais como oscilações do mo'

nento dipolaf magnét¡co ou do momento guadfupolar elétrico. Na prática,esus rad¡afes P0'

dem ser ignoradæ, porque su¡¡s taxas de transição são muito m€nores do que a da radiação dipo-

lu elétricã. Considãrafes eletromagnéticas nìostram que a taxa de transição correspondente à

radiaçÍo dipolar magrltica deve ser menor do gue a corfesPondente à radiação dipolar elétriø

Porumfatordaordemde (ulc)'- (10-tF = to-4'ondeuéavelocidadetípicadoselétrons

i c é a velocidade da luz. Considcrações geométricas mostram que a taxa de transiçã'o Pryt ug
râd¡aÉo quadrupOlU elétr¡cå deve ser menor do que a correspondentsà radiação dipolaretc'
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tncaporumfatordeordemde(//À)'1-(lO-¡q m/10-? m)2 = l0-ó,onde/eÀsãovalorestí'
picos do raio atômico e do compr¡mento de onda da radiação. Se as regru de seleção impedem

um átomo de se deæxcita¡ por emissâ'o de uma radiação dipolar elétrica, ele se deæxcita quase

sempre por col¡são- com um outro átomo, uma vez gue esse processo ainda é muito mais rápido

do que a emissão de uma radiaçãc dipolar magnética ou guadrupolar elétrica.
Para um núcleo, os mesmos fatores desfavorec€m as taxas de transiçfo pua radiações di'

polar magndtica e quadrupolar elétrica, mas s€r¡s valores não sfo tlo pequenos;(ulc)2 -
itO-t)t = l0-2;(//ÀF - (10-ta m/10-t' m)t = tO-4. Alémdisso,abaneiracoulombiana
mantém os núcleos suficientemente afætados desfavorecendo também uru desexc¡taøo Por

colisá'o. Assim, se as regras de æleção impedem um núcleo, com vários MeV de energia de exci'

tação, de emitir uma radiaç5o dipolu elétrica,ele precisa esperar até qu€ possa decair por emis'

são de alguma outra radiação eletromagrética (ou por um processo de convenão intema).
As taxas de transição ¡'a¡a os diferentes tipos de radiação eletron¡agnét¡ca podem ser

calculadas por extensir-o do método deænvolvido na seção 8.7, Co¡m os cálculos são mÚto
sensíveis a detalhes do comportamento dos núcleons nos estados envolvidos no decairpnto e

como os modelos nucleares só fomecem desøi$es aproximadæ desse comportamento, nlfo
podemos esperar que os resultados dêem mais do que idéiæ de tendénciæ gerais. A tabela

I 6-l mostra as taxas de traruição obtidas por Weisskopf a pafir de cálculos baseados no modelo

de camadas p¿¡ra um núcleo de raio tl = 7 F. O número inteiro I indica a rultipoloridøde dzs

transiçõeselétricaenu¡gnética;ouseja,L=lcorrespondeaumdipolo,tr=2aumqtlâdrupolo,
L = 3 a um octopolo, etc. Obærve que pÍua ra¡os ? de I MeV, æ taxas de t¡ansições magnéticæ

previstas sá-o inferiores às dæ transiçOes elétr¡cas de npsmo I por fator l0-2 - (u/c)2. Nessa

energia típica, as tÐ€s previstas pæa os dois tipos de transição decrescem de um fator da ordem
de l0-a - (r'/Àf , para cada aumento de I unidade em l. Observe também que as taxas de

transições dipolares têm aproxirnadamente uma dependência tipo E3 com a energia (ou v3 com

a freqüência) do raio 7 emitido. Essa dependencia com a freqüénciajá foi vista anteriormente

ao analisarmos as taxas de transição dipolares elétricæ no cåso atômico, (843). Como (//À)2 c
y2 o E2 , as taxas de transição quadrupolares variam aproximadamente com É e 8s t¿xas de

transição octopotares com E1 .

TABELA l6't. Taras de TransiFes de Decai¡nento 7 (em s-r ) segundo o Modelo de

Canudas para um Núcleo de Raio tt = 7 F

Transição l0 MeV
Eneryia dos

Raios 7
I MeV

0,1 MeV

Dipolo elét.

Dipolo mag.

Quadrupolo elét.

Quadrupolo mag.

Octopolo elét.
Octopolo mag.
Hexadecapolo elét.
Hexadecapolo mag.

I

I
I
1

3

3

4

4

2 x l0I8
2 x l0t6
I x lOtó
I x lO¡a

I x l0r3
I x l0!r
I x l0ro
lxlOE

2 x l0r5

2 x l0r3
I x l0rl
lxlOe
lxl0ó
lxlOa
lxl0r
I x l0-¡

2 x l0r2
2 x lOto
lxl0ó
lxlOa
I x l0-¡
I x l0-3
I x l0-8
I x l0-ro
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Os cálculos também mostram que æ rqras de seleça1o do decatmenlo 7 são:

P an transiçõ e s elé tricos

líi- ¡J<L<\+íl (mas não f¡ = 0 para f¡ = 0)

A paridade nuclear muda se tr é ímPar,

e não muda se L é par.

Para transíçõæ rrugnët ícas

(l 6-23)

w- il <¿ <r, +¡i (mas não r¡ = 0 para y= 0)

A paridade nuclear muda se Z é Par,

enlr'omudaæLéímPat.

(t6-24)

Nestas expresões, r¡ é o spin nuclear do estado lnicial e l¡ é o spln nuclear do estado fìnal do

núcleo que æ deseicita. Natùralmente o decaimento do¡irinante oconerá através da transição

de maioi taxa de transição. Devido à forte depend6nçia em L da taxa dc transiçfo' seguq'se que

a transiÉ'o dominante terâ L = lr¡ - ,/1. Se este valor de Z for ímpar, ocorrerif uma transiçlfo

clétrica çando as paridades dos eitadós inicial e fìnal forem oPostas; a transição será magnética

quando eìæs estadòs tiverem a mesma paridade. Se esse valor de I for par, ocorrerá umâ tran'

slso elétrica quando esses estados forem da mesma paridade;ela será magnética se as paridades

forem opostæ.

EXEMPU) 166

Use as informaçôes contidas no esquema de decaimento da figura l6-19 para dcterminar os tipos de ra'

dhçfo cmltittos pelo rrAt! por ocashb dos deceimentos ? entre seus ttôs estados de energh mais baixa.

No decaimento entre os estados de i = 3, parídade ímpu,ei= 2,patidzde par' temos l¡i- lÍl=l=L.
como cte ralor é ímpar, e como a paridade nuclear æ altera, a rrdiaça-o é de dipolo elétrico.

No decairnento entre os estados de í = 2, paridade par, c ¡ = 0, pa¡idade par' temos líi - Ii=2=L'
Como estc valot é par e como a paridade nuclc¡¡ nâo sc altera, a radiaça-o é de quadrupolo elét¡ico. 

' a

Aplicando os argumentos do exemplo 166 na direçã'o contrária, informações sobre spins

e paridades dos estados nucleares podem ser obtidas se os tipos de radiaçf,o emitidos nas transi-

Ées entre esses estados são conhecidos. Os tipos de radiação podem ser ldentifìcados a partir de

medidas aproximadas das,taxas de transiçâo (ou por.medidas de conversão internâ, como será

cxplicado posteriormente). Como as taxas de transiçlfo são part¡culermente sensíveis eo com'

Fortamento dos núcleons no núcleo, medidas precisas dessas grandezas fornecem informafes
que são freqüentemente usadas para melhorar os modelos nucleares.

Æ partesdas regras ile seleçâo gue relacionamL aos spins nucleares originam+e na bonser'

vação de momento angular durante o decaimento 7. O estudante poderá verifìcar esse fato com

facilidade, se aceitar um resultado proveniente da eletrodinâmica quântica: um raioT,emitido
numa transiçäo e de multipolaridade l,, transporta L unidades de momento angular. (Como

nÍo é possível para um sistema de partículas ter momento monopolar elétrico oscilante, ou

ter.çalquer momento monopolar magnético, segue+e imediatamente desse resultado que nã0

é possíræl produzir um raio I com L = 0, ou mesmo um fóton com I = 0 qualquer que seja a

região do espectro eletromagnético. Compreendemos assim por que todos os fótons precium

transportar pelo menos uma unidade de momento angular.)

As partes das regras de seleçtfo que relacionam I âs paridades nucleares se originam das

propriedades de simetria dos elementos de matriz para as transições. No exemplo 8.ó, vimos

728

qüe o elemento de matriz dipolar elétrico podc ser separado em componentes, o primeiro dos

quals é 
¡a - [g¡*r¡,ar g6.25)

J'

O fator x aParece devido å proporcionalidade com a componente x do momento dipolar elé-

trico. Cálculos mostram que a primeira componente do elemento de matriz quadrupolar elé-

trico é

u -fi,¡*,,t,,a, (t6-26)

O fator x2 é proporcional a u¡na das componentes do momento quadrupolar elétrico. (Existem
geralmente mais de trðs componentes porque um quadrupoto é normalmente descrito através

de um tensor.) Para o elemento de matriz dipolar magrrético, a primeira componente resulta ser

u - l',1,ì t-,t,,a,
Jt

onde L, é a componente x do moñento angular orbital. Bte fator aparece porque ele é pro-
porcional à componente ¡ do momento dipolar magnético (se supusermos, a título de simpli-
ficaSo, que ele é puramente orbital). Como

a componente do elemento de matriz dipolar magrético pode se escrever como

ú¡dr (t6-21)

No final da æção 8-7, demonstramos que a integral dada por (16-25) se anula a menos que f¡ e

Ú¡ tenham paridades opostas. Sugerimos ao estudante que demonstre, usando argumentos aná-

logos, que æ integ¡ais dadas por (16-26) e (16-27) æ anulam, a menos que ry'¡ e ú¡ tenham a

mesma paridade. Esses resultados constituem justamente :rs regras de seleção de paridades para
as três transições que escolhemos como exemplo.

Em muitos deca¡mentos 7, vários grupos de elétrons monoenergéticos sffo emitidos si-
multaneamente com os raios 7. (Se existir também um decaimento p, eses grupos vlfo se sup€r-
por ao espectro contínuo de decaimento p.) As energias I desses elétrons se relacionam com a

energia de dec¿imento.E através da equação

Lr=(t xp)x=lpz - zpy=mQtu" - zur)= ^(ir- r#)

,-fi,( i,-,*)

8"=E-14 (1 6-28)

onde o I/ conespondente ao grupo dominante é igual â energia de ligação de um elétron de

camada K do átomo envolvido no decaimento 7; da mesma forma, os I/ correspondentes aos

demais grupos são iguais às energias de ligação de elétrons das camadas l,.l}l, etc. Este processo

é denominado converúo intema. Ele consiste numa transferência díreta de energia, por intermé-
dio da lnteração eletromagnética, entre o núcleo num de seus estados excitados e um dos elé-
trons de seu átomo. O núcleo decai então para um estado"menos excitado,sememitiruma ra.
diação 'y. Entretanto, o decaimento é ainda eletromagnético, pois depende de uma interação en-
t¡e o elétron e as componentes longitudinais do campo elétrico produzido.pelo momento mul.
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tipolar oscilante do núcleo. {s componentes tfansversa¡s são responsáveis pelo decaimento 1

(veja o Aprgndice B).

Afigural6.20apresentaosvalorescalculadosdoscoelicientesa¡ldeconverúointerruI
da camada K para o átonro de 

ao zr. Esscs coeficientes fepresentam a razão entfe a,probabilidade

de que um elétron K ,"¡ ,-it¡¿î-. a probabilidade de que um raio 7 seja emitido. os cálculos'

devem ser bastante pr*.iro, fåtque fatores tl":ly.tndo propriedades nucleares não muito co'

nhecidæ æ cancelam n.rr"-rJøo. Como a probabilidade de ocorrência de conversão Ínterna au'

menta rapidamente à medidafie os valores da autofunça1o do elétron atônúco se tornam impof'

tafitesnaregiãoocupadapelonírcleo,c¡aurnentarapidamenteàmedidaqueZcresce,poisisso
acarr€ta u¡n sumento Aa atraFo couloäb¡ana' Pela mesrr¡a ra-To' fra "tt 

011:,1 t 'E a quanti'

dade c¡ é normalmente ,"¡L ¿" que a quantidale a1. Além disso, nessas circunstânciæ,a

guantidade a¡çla¡ degende fortemenìe do valor de .L da radiação 7 e do fato dela ser elétrica ou

rnagnética. Medidas pr..ú'ã;;;þ¿;;; t* aliás relativame*t.fä:t: t-::::T feitas' consti'

træm asi¡n um excelente m¿todo à" i¿entif¡cação do-tipo da transiso e, conseqüentemente' de

determinação dos spins t p"iJuatt relativos dos estados nucleares envolvidos'
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FIGTJRA t6'20. Coeficicntes de conve¡salo interÉ dÀ camada K para o'oZr'As c¡ys c111inuas corrcsPon'

dem às rransifJJ"r¿uio. , as tfaccjadas .orr"rpona.m àr transi$es magnéticas. os núme-

ros æ ¡efc¡em à multiPohridade l'

A conversão interna não compete com a emissâ'o de raio 7 no sentido dc que um pro@sso

inibe o outro. Estes processos são alternativas independentes e assim a taxa totalR, pafa tfan'

sições entre os estados nucleares inicial e fìnal é a soma

l0-t t240.1 o,2 0,4
Encrgia da transiçã'o nuclea¡ (McV)

R, =R *R.¡ (t6-2e)

onde¡ReRcisã,ofespectivamenteastaxasdetransi$oparaemissãolepal,.conversãointema.
Ela também Pode ser escrita sob a forma
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R, =R * a¡R =R(l + c¡)

731

onde rr = oK+a¿*ay*...éocoeficiente deconrersão internatotal.se.oestadoinicialsó

oode decair em um único estado fìnal, como é normalmente o caso de decaimentos relat¡vos a

gr"ndts vidas-médiæ' a expressão (164) se escreve

ll| =- =-Rr R(l +ûr)
(r ó-30)

os valores experimentais da vida-média I podem então sef rsados para obter a taxa de transi'

çã'o rR, uma vez que s, pode ser calculado com precisão'
' A figura 16-21 apres€nta urna comParação entre as taxas de transiça1o asim obtidas e as

nredicões do modelo de camadas, correspondentes a um grupo de transições que foram identi'

ilroñ;;-"ï-.q.*p"rr"t magnéticas (L = 4, com tioca ¿e paridades). A concordáncia é

pî,.*. U.r inspeção ào diagrama do modelo de camadas apreæntado na fìgura l5'18 mostra'

iá que todrs essas tr¡Insiøes ó.ott.tn entre estados bastante próximos daqueles que são preen'

chidos nos números nrágicos. Essa situação corresponde ao caso onde melhor se aplica o mode'

þ. para outras transições, as predises do modelo de camadæ nÍo se ajrstarn bem com as me'

¿¡¿.r. ¡, predições dô modelo coletivo podem ser entretanto uadas com sucesso nesses casos'

iJ; .,-," ,no¿.io pode descrever com precisão as oscilaSes complicadæ das distribui$es de

cafgas ou de correntes que sâ'o responsáveis pela emissâ'o de radiaç5o elétrica ou magndtica'

.fr
¿i
;r¿

:t'

F¡GURA 16-21. valorcs de vi<la.média p¡¡¡a um gfupo de transições yia dècaimcnto.Thaxadecapola¡esmag-

néticås' o P';;;-;;; " toel¡tmo decimal de I (em segundos) pelå sexta potência do

¡aio nuclea¡ t'äri il;Içaäem funfo da energia do raio t (em koV)' os pontos g,o os

a"ao, txpoimeitai't t li"hi*" é a predição do modelo de camadas'

A vida-média de um estado excitado é freqtientemente exPressa em termos de su largura'

Deacordocomoprincípiode¡ncertezåenergia'tempo'seumnúcleomédiosobrevivenumesta'
do excitado pof qm ¡nterr¡-o lr ,.rp. iguat à viOa'media Idesse estådo,então a inærteza so'

l4

t2

l(

roo zoo 500

Ene¡gia (MeV) --'-->



bre sua energia é da o¡dem de ft, onde F satisfaz aproximadamente à relaSo

h
f=-

T
(l6-3t)

Desa forma, segue{e que os estados excitados nâo têñ ume energia perfeitamente defìnida,

pois suas cnergiai æ distribuem sobre um intervato de largura I'. Um tratàmento mais aprofun.

ôado mostra qu., n. t/erdade, (16'31) é satisfeita exatemente, à condição que I seja a largura

a meia altu¡a d-a distribuição de energia do estado indicado na figuta 16.22.

Estinremos âgora o vator dessa largura para um estado instável por decaimento 7 e tendo

uma vida-média tí¡pica de T -lO- Io s. Encontramos que

h lO-rs eV*
f =:: - *= l0-5 eV

T l0-'" s

Energia

FtCtlR.â, 16-22. 
^ 

largura I dc um estado excitado. Uma expressío matemática para a curE apresentadå

nessa fiSu¡a é dada em (16'32)'

VemoS então que, em comparação com ulna energia de E = I MeV, típica para esses estados, a

largura F é extremamente pequena. Na realidade, o valor tão Pequeno da tazão

F l0-5 eV- 
-== 

-'= ¡g-tt

cxplica por que desprezamos até agora as larguras dos estados excitados de b.aixa energia nos

deôaimeñtos iadioatlvos. Quando considera¡mos estados excitados de alta energia em reafes

nucleares, \æfemos que alguns destes possuem larguras relativamente importantes e não po'

dem ser desprezadæ.

I64 O EFEITO MOSSBAI.JER

Em 1958 um estudânte de pósgraduaplo chamado Mössbauet fez uma descobe¡ta que pcrmitiu o uso

de razões extremamente pequenas entre a largura e a energia dos primeiros estâdos excitados como um espcc'

trômetro de energia de altíssima resoluçlfo, A lddia básica d_o elelto Mëssblu-et é ilust¡ada na figgra t6-23'

Urn núCteo emlsso-r que se .n.onttt "t um eslado excitado efetuâ ume trsnsição pa6 o seu estado fundamen'

tai, emltindo um r.io 7. Esse raio 7 é absorvido em seguida pot um núclco, na'o excitado, do mesmo tipo que

o primeiro, que efetua uma transição para um estado cxcitado idôntic! âquele em que se cncontrava o núcleo

cmisrc¡. As iotencialidades como espectrômetro de energh sc to¡nam evidentcs quando pcrccbemos quc mu'

danças na energia ¿a fonte, da .n.rgi" do absorvente ou da energia do raio 7 em vôo dest¡ui¡alo a ab$rÇat
..reSsonante" - mesmo Se as 

"ariaçãeS 
de energb forem apenas de aþumas pafics em 10rl ! Duranle vá¡íoS

anoS oS físicos tentaram usat cssâs potcncialidadcs, mas com muito pouco sucessO. O problcma principal rela'

732
733
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l; ,ionrrr-ra com o rccuo do núcleo duranle a cmiss¿-o assim como durantc â absorp:o do raio ?, como vercmos

nO esemPlo abaixo.

EXEMPLO I6.7

Nas cxperiências dc aborçâo rcsson¡ntc originais dc Mdrsbaucr. usavam-se raios 1 emitidos nas Úsnsþ

ç6es entrc o prímeiro €stado cxcitrdo (0.t 29 tt'tcV¡ c o cstîdo fund¡¡mcntal do tt lr rt¡ . 1a ¡ Considcrc o recuo

åo núclco por ocasiío da cmissaÌo do raio 1 e dclcrminc o dccrtiscimo na cncrgi.a do rab Tdevido à encrgia

cinética do Íecuo nucleal, (b) Compa¡c cnlaìo cssa vrriaçío dc energir com a lrrgura do primeiro estado exci-

tadodo 
ttttrtr,quetcntumavida'módi¡dc7= 1.4 x l0-ro s.

(a) Uma rez quc o momenlo tins.r tolal do núcleo emissor é zero entes da emissfo do ¡aio T, o módulo

do momento de rccuo nuclear pn aprís essa emisfo prccisa scr igual ao módulo do momento p? trensportado

¡rclo raio 1 cmit¡do. Como ¡ massr nuclea¡ M do nrÍcleo é elevada, a vclocidade de ¡ccuo nuclc¿r é baixa o

quc nos pcrmítc usar a expressaio clássica

Pn=,fTlìF

para rclrcionar pn com a ene4ia cindtica de rccuo nuclea¡ ¡(. O momento linca¡ de ¡aio t. pr,é rclacionado

com a sua energia f pcla expressio ¡clativística

Temos entío que

E
pt=T

E
P*=_= Pn=.tîilT

E,_ =2MK
c'

E2
K=-

2Mc2

--r- -----r-
Decairnento | ;_ lr-.:,"*?l I'

Y

Z,A Z,A

t

I

'.

,¡

{^

iFIGUR^ l6-23, A absorcîo rcssonante, base do efcito Mossbauer.

Como a rcma da energia ¿. do ¡aio 1 com a energia dc recuo nuclea¡ K precisa ser igual à energia disponível no

decaimento r (igual a 0,1 29 McV, encrgb do frimciro €slado excitado),vemosquef é inferioràenergiado

p¡imeiro cstado cxcitado dc uma qulntidadc iguala ^K. Este é o dcc¡óscimo Af na energia do raio 1deÙido ao

¡ccuo nuclcar:

E'
AË=-K

2Mc'

\

,|

r
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Como o y¿lor de M é clevado, ôe é bastante pequern comparado com E. Podemos estima¡ o vaþ¡ de AE fa.

zp¡do E = 0,1 29 MeV e usando a.rclaÉo uc' = 9ll MeV para exprirnir em MeV a energia correspondent€ à

massa de repouso do núcleo:

(0,129)¡ Mev¡
6E= - = -4,1 x l0-' MeV

2 x 191 x 931 MeV

-4,7 x l0r eV

O mesmo resultsdo pode scr obtido considcrando*e o raio 7 como cmitido por uma fonte móvel,o núcleo

quc tecu¿. util¡z¿ndo{e a fórmula do cfeito Doppler longitudirul do cxcmplo 2'7 para calcular o dccrósciino

dc su freqllência ou de sua energia.

&) & ¡ vidsmédi¡ do primeiro estado excitado do t?If¡er lot T= 1,4 x l0-ro s, sua lugura será

rr 6,6 x l0-t' eVt

" =7= r¡ , to-"r =4'? x lo-¡ ev

Fic¡ cnüio cts¡o quc o raio 7 emitido durante o decaimento do primeiro cstado excitâdo do núcleo emisso¡

tr¡¡tt¡ nlo pode exc¡ts¡ um núclco sbsorvente ??Ir¡tr, inicialmente no estado fundamental, ao seu primeiro

estsdo excilådo. O decréscimo da eoe¡gia do raio 7 devido ao recr¡o nuclea¡ é l0' vezes maio¡ do que a la¡-
gura do est¿do que se descja forme¡, Dessa forma, a cncrgb do ¡aio I se encontra complctamente fora de res-

ronÂnc¡¡ e ¡ absorça:o ressonÀntc é dest¡uíd¡. (Se houve¡ de fato uma absorçâo, haveria na ve¡dade duas o¡i-

ten¡ ps¡a o dcc¡éscimo totrl de recuo; uma deyido so recuo do núclco cmisso¡ e outfa devido ao ¡ecuo do

¡úcleo ¡bso¡vcntg. H¡vq¡i¿ também duas orþens para a largura total da ¡essonÄncia, unu devido à hrgrua do

cstsdo emissr do rab t e s outra devido à largura do elado que o absorve.) a

l,fosbaue¡ descob¡iu que era possível obtcr absofção rcssonantc se os núcleos emisso¡ e absorvente se

enconl¡assem em cristais cuja tempcratura fossc suficientemcnte baixå, Em tais cÛcunstâncias, os cristais po'

dem ¡ecua¡ @mo um lodo, sqndo quc os núcleos en¡issores e absorventcs pcrnunecem prcsos às suas posições

ra ¡edc cristalina e naîo h¿vendo excitado tipo úbrações da rede (fônons). Posuindo uma mass¡¡ ¡ncompara'

vet¡ncnte s¡¡io¡ do que o núcleo, o cristal lranspgrta o momento de reçuo necessá¡io sem Eansporta¡ uma

quant¡.tÂdc ¡Unificante de energb cinétic¡. Mõssbaucr demonstrou a ¿bsorção ressonânte da seguinte for.
m¡. U¡¡ndo um¿ fonte c um absorsor do ?tlrrtl cfistalino s uma t€mperatura de 88 K, ele fez com que a

-0,04 0 0.04 0,08 0,012
Velocid¿de do cmiss¡ (m/s)

rtrtt tt
-30 -20 -10 0 t0 20 30 40 50

Desloc¿mento¡ Doppler (10-' eÐ

FICUR 1G24. O efeito Móssbauer no tttrtr a 88 K, Obærve as velocidadcs extremamcnte baixar da fonte

e as rariações de Doppler resultantes, também cxtremaments ba¡xas, que sio sufic¡entes

para eli¡ninar s absorça1o ressonante.
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lan o or"*r" lentamente ao longo da tinha entre a fonte e o absorvente. Este movimento produziu variagões

i;iï;;...""s oonprer eo{ry::-:Ylï: A-i-Ti:1"¡-d:-::::.";^'31'31t:";"i."ü;;:::,fi;:Ëtä:ä;'ffr;if.frai-.* t¡ $¡¡ ;DesE¡¡. per* iotnr., a energia'óo raiol v¿¡iav¡ þnt¡c v¡lo¡es infe'

¿rp¡ a suDgrorês a energ¡¡ c¿ ¡essor¡ánci¡, iue era de g,tzi Mev.-co¡¡espondente à enetgh do Pri¡ne¡ro

i:i"-;;iil;";;ü;i-A fg'¡ra t6-24 m-o*¡a ¡ curv¿ de ¡bsorção obtid¿ fazendo a energia do ¡aio z

Bfisf cm to¡nO da cnerg¡8 resso-n¡nte. Su¡ ls¡tu¡a a mc¡¡ sltr¡¡s-é-örca de l0 x l0-r eV. EstG resultrdo

@îc/)tdzpler¡amente com r expect¡tiva de quJcle deveria ser o dobro da largrua I dos dois estados nucl€'

I cnvoÞidos, urn¡ y€z quo sr¡¡¡ v¡¿astné¿¡¿¡ medirta¡ fornccem T = 1,4 x l0-ro s, o gue couesPonde ¡ f =

lî i fO-. cV. Este sco¡do ta¡¡bém mostn ¡ r¿llJade de (16-31), us¿d¡ pa¡a cslq¡l¡¡ r r pa¡tir de I' c' con'

früenæmentc, comProra o PrhcíPio dc insertez¡ tempo+ner8¡41

-- MörrbooofoiagrrcirdocomoPrêmioNobelemlg6l,pp¡queoefeitoporcledescob€loconduiu
mr si ó a uma enorme ra¡ied¿de de medid¡¡ de energia exl¡emå¡nente precisrs. A mtbrlt8¡te dos usos

ä.",.r J."" .f.ito lid¡ com medidas de desdob¡amentos hiperfuros mu¡to poquenos de níveis de ene¡gh

¡r¡clea¡es (nÍo ¡tômicos), or quais salo originários. de lnteragões ent¡g os mom€ntos nuclea¡es dipolÂ¡ mag'

nérico o quadrupola¡ etétrico -r ãr ori'por r!Éttl* g .*.é!fo p¡e,.ntes T ¡.*ialo da-¡edc c¡ist¿li¡¡s

ä!ñ¿i p'"r";örro, ls ra¡¡nõi * iiõäir-å" ronte e¡ou dó auso¡so¡, causas do eparecirnento dos desdo'

iãårntoì, são determirudss cm termos dãs desloc¿¡nentos Doppler necesEí¡bs pars trazer de volta a resso'

;;;:-Gù";"r rís¡cos nuclc¿¡e¡ pooÀ u* campos conheciáðs pua medirem os momentos; os físicos de

o¡t¿do ólido medem os *rpot ndt caso¡ ondc os momentos slío conhecidos c, mcsmo se os momento¡ nÃo

¡¡-o conhecidos, godem rhda apt."¿t ãtto ¡obre como ra¡iam or campos qruado ¡ estrutl¡¡s ctbtal¡t¡ é

¡ltsr¡da.
ô efeito Mússbauer é tambem usado como um espectrômetro de energla Pa¡a medi¡ variafes muito

pequcnas nas energias ¿o r"¡, î¿r"i¿o s fenômenos deìchtiúdade especiaiou gcral Um exemPlo disso é

r verificat'o do deslocamento å""it".¡-f pan o vermclho, previsto pela ¡ehtgd¿de geral. parl rabs 1 cm

um cspectômet¡o Mtßtbau€¡ õ¡þntado yertlcat¡nente t posuindo 22J m de ¡ltru¡. A wrbça-o de en€rgb

i'J. .i.-t J""r parreJ cm l0¡¡ ¡ no entanto, este deslocamento foi medi¿o oom uma prccisão melhor quc

l0% e conco¡da, dentro dcssa prå.¡o.io, com as predises da_teo¡ia da rehtividade geral de Einstein' Espec'

Eômet¡os Mössbauer r.rnu¿, i¿r sidå usados na verificaçalo do deslocamento Doppler transverso da rela'

tividade especial, sssim como --".iU¡o'"it das predições deiså teoria I ¡espeito do 'þradoxo dos gêmeoC"

16.7 REAçÕES NUCLEARES

'it

Deixaremos agofa o decaimento nuclear PaIa estudíumos 8s feagões nucle¿Ifes' una fazão

importante pla qtul as reaøes nuc¡e¡ues são estudadæ é que elæ fomecem inforr¡agõæ sobre

os estados exc¡tados do núcleo que suplementam aguelas fomecidæ pelo decaimento nucleaf'

Outras razões importantes tomar{edo aparentes guåndo à fissã'o e a fusão nuçleaf forem discu'

tidas nas æções subseqüentes. Em Palticulaf, o equilÍbrio energético rus reagões é estudado

Porqì¡€ nos informa ¡obre.as massas dos núcleos envolvidos nessas reaçõe8'

Emnossotratamentodasec¡ors+fefefenteaobalafiçoencfgéti@na.slafesnucleafes'
já havíamos considefado . .pu."øo das leis de conærvaçáo da energia relativÍstica total' do

monrento linea¡ e da carga aos estãdos inicial e final de unta rea$'o. A tÍtulo de resumo' enume'

la¡emos essas leis de conserva$o como também outf¿¡s qì¡9 se aPlicamå qualguef feação' e en'

tão vamos usá'las num e)r€ 
^pio,.t^ 

e*huer rcaçdo nucleü' as qwnt¡d^des seguíntø þrecívm

setconsenadas:(t,aenöritot¡rür¡*,otot,i2¡o^o 'ntolinør'(3'¡omomcntoangubt''(4) a carga, (5) a puida¿i1 G) o ¡umero.de ruitlænl Em todas as rea$es que discuti¡nos

*i.r, o i¡*.rã ¿õ n¡deÀ r" óonr.oou, isto é, o número total de núcleons existentes antes

6a reação é igual ao 
",i-ui" 

i"t¿ r¡ttrntt depois. Foi Yerificado que ¡sso é verdade para qual'

quer reação nuclear' NÍo havíamos c,onsideradona æçã'o 154 a cons€rYaøo do'momento angtr'

la¡ ou da puidade, porq* rrr.r qu-,id.¿tt náo afetam o equilÍbrio enef8ético' Entfetanto'

afetam aE taxas, ou u seçles ãe cËoque dessas reqÉes' como veremos um Pguco mais ad¡ante'

É;1.;;;;;;*J;'.r,tular precisa sef cons€ryado em ru¡¡,r fe¿ção nucleaf. A puidade é

consefvadaPofqucainterasoexistenteemuÍurfeåçãonucleaféainteraçãonucleafforte,
que co¡rsers¿ a paridade, c iåã u in*oçao decaimento Fftaca'que nÍo conserva a paridade'



EXEMPLO 16€
'Quando prótons de 50 MeV, no feíxc cxtemo de um cfctotlon, chocam{c com um atvo de berltio,vcrifì3* que um gnnde número dq nêut¡ons dc alta cnergh é cmitido pch atro. Os nêutron¡ ¿. meioïcnagh' 48,1 MeV, sâo emitldoi ne m€sma direção dos p¡ótoñs inc¡dentei. Com o intuito de aumcnta¡i

númoo dc-nêutrons produz¡dos perâ que æJam mais facitmente usados em outBs experlências, decldlu*
coloca¡ o ahm de berítio dcntro do cfctotron onde ele se¡d bonba¡deado pelo fclxc lntano cuJo nuxo é nrul.
to.tnals lntcnso que o cxterno. NessáScometri¡ tærifica*e que osnêutronsptoduzldosr 30" comrelafoas
fclxc do prótons terâo um øminho desirnped ido em direçâô år partes r*t"'rn"¡ do cíctotron. (al Usc a¡ let¡do-corlençfo paÌe cnoontrâ¡ o nilcleo rcsiduat conespondcntc å reaçâo m qurl um próton t lit é r p*,il
ath lncldente, um nêutron ont é a pafíorla emilila e o 'Bet é o núcleo ¿ho. (b)'lplique cntão is leh
!o congvaçfo pr¡a p¡edizer a energia máxima dos nêutrons produzidos â fO" em refçnå â aireça-o aos pj-
tonr dc 50,0 MeV incldentes.

(a) A rcaçfo é

r Hr + .8e, -z¡A l 
o nl

otÁczXA reptesenta o nrfcteo residual deconhecido. A conservaça-o da carga lmplíca que a soma dos.ralores

de Z contidos no prirnciro membro da fórmula da reaçâg seja þual à soma dos ralo¡es de Z no segundo rnem-

b¡o. lsto é

ou

l+4=Z+0

2=5

A consernça-o do número de núcleons irnplica que a somadosvaloresde,4 noprimeiro membro seja þualà
soma dos ralore.s de I no ægundo membro. Assim,

I +9=A + I

A=9

Dessa forma, identificsmos o núclèo residu¡l como sendo o t Bt e a reaçat como sendo

rHl +.Bet 4 3Bt + onr

(b) Pa¡a catcutsr as energias dos nêut¡ons emitidos sob difc¡entes ângutos, usa¡emos a consenraçâo da

cncrgh relativístlca total c do momento linea¡, combinades sob fo¡ma da fórmula do r¡alor de p dada por

(15-r 6).

/.^\ I ^,\ 2

0=*, t. *)-"t;/--(K#fldn6)r" 
cosa

ondc Ko c nrd reprcscntam e energh clnética e â mâsse do próton,i(à c rnå sfo a cne¡gh cinética e a massa do

nêutron,rnSéarnassadotBteoéoârgutodc¿missãodonêutroncomrelaçÍoådiregîodoprótoninci'
dente. Cono cstamos apenas preocupados com a maior energh dos nêut¡ons emitidos, o valor de @ sempre

conesponde a uma situeçâo na qual o núcleo residual d produzido no seu estâdo fundamental.

736

, Dctc¡minaremos iníciabnente o r¡¿lor de Q fazendo K¿=50.0'(6=48,1 c o =0rondcoHcVfol
ügdo como unidade dé encrgb. Como deql¡o dc uma cxcclcnlc aproximaçâo podcmos consftlerat malm'-
û6lmg = I /9' lemos quc

ro 8 [---------l
Q=48.1 x- - 50'0x-- 2 ¡/50'0 

x48,1 x-x-

=53.a-44.4-¡6,9=-1,9

0=-l'9Mev

ObscrvcqucQéjustamenteþualaß¡-fø.Entrctanloissosofientcévcrdadequandorro=ñ,0=0¿
quando l0l é pcqueno cm rclaça'o a Ko.

conhccendo-se o ralor dc o, ¡eterm¡nåfemos f6 para d = 30" uliliz¡ndo novsmenlc (15'16). Tcmos

cntão, uma vez que cos 30' = 0,866,

-t.e= Kx,I - ro,o '1-lutm x 0,866r,@
9 99

cquação quc podc ser escrita sob a forma

para facilitar o emPrcgo

incógnita é y'K6. Assim,

t,l 1 (/F¿)' - r'36 JTb - a25 = a

da conhccida fórmula quc fo¡nece as soluço'cs de uma cquâçi[o do 29 grau cuja

t,¡o r JfiJBr'-î-?îTJlÏ?î3 t,36 r t3,?e

J*o=T= n,
A €queçalo nab é quadrãtica em K6c possui apenas uma soluçalo aceitávcl, a qurl é oblida considcr¡ndo'se

s¡nal posilivo. Usando esse sinål obtemos

ßø=6'82

oll

K¡= a6$

e a encrgia máxima dos nêutrons produzidos a 30" scrá

¡(å = 46"5 McV'

o assunto de feações nucleares é bastante vasto pofque existem muitos tipos diferentes

de reações. Com efeito, quatquer n{rcleo estát4l pode ær projétil ou atvo e umá grande rarieda'

de de nricleos, estáveis ou insiáveis, podem sor Produzidos Íuma reação. No caso de feaç6es em

que o projétil é um núcteo leve, o núcleo de recuo será tiPicamentt t:ti*t :.1.:ação 
nfo elte'

¡ar muito a ntÄo Zl¡eistente no núcleo alvo ao transfoimá'lo em nrlcleo fesiduâl' Como exem'

eto à;;..ç¡.s qu. frlqti.ntufuntccon¿uzem à tormaçãode núcteos residuais estáræis temos as ree'

$es (d, a), onde a notaçâo sig;iÀca que um dêuteron, 
I H2 , é a partícula incidente c uma paltfcu'

la c, à Hr;, é a partícuia em¡t¡¿a. & a reação produz um decréscimo slgnifìcativo n re?Ão ZIA

do núcleo residual, este é usuatmente radióatiro e decai por èmisão eletrônica. a fìm de aumen-

tar a sua razÁo ZlA,tr.r.n¿o'. ¿. volta Para um valor estável' Como exemplo de razões que fre'

t 
,rn

,r,]:' 
\
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qüenternente conduzêm a um núcleo res¡dual emissor de elétron temos as (n, p), nas qua¡
néut¡on onr é a partícula ¡ncidente e o próton tHr 

a partícula emit¡da. Reações do tipoþ,
fieqüentenrnte conduzem a núcleos residuais radioativos que são emissores de pós¡tron oú
caPtores de elétrons, uma vez qùe esas rea$es aurnentam a raúo ZIA do núcleo residrul além
do valor estdrcl que essa razlo tem para o núcleo alvo. Assim, os reatores nucleares, que pro.
duze¡¡ fl¡¡¡qs intensos de núcleons, slo usuatmente empregados para produzir núcleos.radioa.
tivos para serem usados em medicina com tìns de diagnósticos;se os núcleos formados são emis.
sorcs dc elétrons, são usados em outras áreæ como "traçådores", Os cíclotrons, máquinas acelc.
radoras que produzem fluxos intensos de prótons ou de outras partículas mais ionizadas, s¡q
habitualmentc empregados na produç.lfo de traçadores ¡adioativos emissores de pósitron ou cap.
tores de eldtrons,

APresentaremos nesta seção exemplos dos tipos mais impolantes de reações nuclea¡es.
lsto será feito através de uma discussão sob¡e os processos que podem ocorrer quando um pró.
ton de 50 MeV, de um feixe de um cíclotron, incide sobre um núcleo alvo, de ca¡acterfsticas
médias, que se encontra numa folha atravesada pelo feixe. Descrevefemos o que acontec€
dutante esses processos e não apenas sobre as situações existentes antes e depois, como fìzemos
em nossas consideraç0es anterio¡es a respeito do equilíbrio massa+nergia nas reações nucleares.

Faremos inicialmente um rápido tesumo dos proc€ssos que podem ocorrer. O próton
50 MeV será desviado de sua trajetória pelo núcleo alvo graps 

^opotencíalcoulombiono,aÍrenos que a sua direção inicial pæse aproximadamente pelo ccntro desse núcleo. Ele pode ær
ta¡nbdm espalhado plo potencial nuclear, caso elc æ aproxime sufìcientemente do núcleo pon
sent¡f esse potencial. Se o próton penetrar no núcleo, provavelmente colidirá com um de seu
núcleons. Tanto ele quar¡to o núcleon atingido poderão escapar imediatamente através da cha.

mada Íntenção direla liberando a maior parte da energia trazida p€lo próton (como na reação

tratada noexemplo ló-8). Entretanto, pelo merìos um desscs núcleons scrá provavelmente re.

fletido dc volta para o interior do núcleo devido à variação do potencial nuclear na superfície
do núcleo, graças a um processo análogo å reflexão da luz ao atravessar uma variag'o do índiæ
de refração no me¡o onde se propaga. (Veja a discussão relacionada com (6-53).) Este núcleon

colidirá com um out¡o núcleon e cada um deles provocará outræ colisões, etc., forr¡ando-se
uma cascata de núcleons, Durante um intervalo de tempo relativamente longo,a energia traru.
ferida ao núcleo é distribuída entre muitos núcleons excitados noentão chanadonticleocom-
poslo. Nessæ circunstâncias, nenhum núcleon pode escapar pois tem energia inferior aos

-8 MeV de energia de ligaçeo que os prende ao potencial nuclear. Após algum tempo, flutua-

Ées nessa distribuiç5o de energia farÍo com qræ a fuga de um dos núcleons seja energetica-
nrcnte posível. lsto efetivamente ocorrerá se a reflexão intema na superfície nuclear nÍo o
obrigar a esp€r¡u por uma outra flutuaçfo. Eventualmente, vários núcleons são "evaporados"
dessa maneira e suas energiæ de ligação são os principais responsáveis pela remo$o da maior
pute da energia de excitação do núcleo composto. É fácil compreender que a emisfo de

n€utrons é favorecida nesse processo, pois para eles não existe uma barreira coulombiana.
Quando a energia de excitação é inferior à energia de ligação de nêutrons, processos ¡elativa.
nænte lentos de decaimento 7 passam a ser importantes, permitindo ao sistema æ deæxci'
tar fìnalmente em direção ao seu estado fundamental.

lniciaremos uma discussão mais detalhada desæs proæssos salientando que o compr¡-
mento de onda de de Broglie, ¡elativo a um próton de 50 MeV movendo+e no interior de un¡
potencial nuclear cuja profundidade é de 50 MeV, é aproximadamente igual a 3 F, e quo o al-

c¿¡¡ce dæ forças nucleares é um pouco menof qu€ esse valor. Como ambos correspondefn s

cerca ds l€rçs parte de um diâmetro nuclear típico, em uma primeira aproximafo podemos

P€nsaf quc o próton desc¡eve uma trajetória relat¡y¿mçnte bem defìnida, não interagindo à

distáncia. O comportamento do próton se assemelha, então, a uma bola clássica de bilhar.
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ücs apresentam os nresmos resultados.

A fìgura 16.ã mostra a probabilidade de espalhamento elástico (espalhamento sem perda

de energia-, exæto aquela Correspondente ao Iecuo do núcleo residual), em funçã'o do ángulo

ã, ,rp.Í."*.nto 0, pua um próton incidente de 50. MeV sob¡e um núcleo tíPico. Para pegue'

no, aïgutoi de espalhamento, a seção de choque diferencial decresce rapidamente e sem osci'

¡"gõ*ã medida que O aumónta,þossuindo o comportamento em llæ_î4 (012) do espalha'

rénto coulombianã ou de Ruthe¡fo¡d. Tal comportamento se deve ao fato de gue' Pa¡aesses

ôngulos, o próton intefage unicamente com o Potenc¡al coulombiano, pæsando suficientemen'

triirt"nt.io potencial nucleaf. Para ângulos de espalhamento grandes, a probabilidade de es'

palhamento apresentô uma estrutufa de difração, suPerposta a uma funçfo monótona decres'

ænte. A razão e que os prótons espalhados sob eses ângulos se aProxi¡nam o suficiente do nú'

cleo para senti¡ a borda abrupta do potencial nuclear. A estrutura de difração desse chamado

,ryoiho rnro do potencial wclqr tem como origem æ interferéncias entre a função de onda

in'c¡¿ente e æ váriæ pales da fun$o de onda refletida pelæ diferentes regiões do potencial

: nuclear.

9 uma fofma mais restrita, essa aproximaSo também æ aplica aos núcleons contra os qua$

próton coUae. Natu¡almente, os asPectos ondulatórios dessæ putículæ implicarão em impor'

iliþtes correções a esså aProúnação.
l.*-- Coro o espallumento coulombiøno já foi extensamente discutido no Caprtulo4 eno

l,o¿ndlæ D, pouca coisa há pafa se acrescentar aqui, exceto o comentário de que a seção de

äíoqur ¿. .rp.ttt"rtnto ditõ¡encial doldù de (4'9), obtida a pa¡¡ir de teoria clásica de

ñutirrfot¿ refe¡ente ao espalhamento Por um potencial coulombiano, é idêntic¿ à do/dQ

åIi¡¿" .tr"t¿t da mecârrica guântica utilizando'rc ery mesmo potencial' Esta s¡tuação notá'

ãt ¿ 
"p.n.t 

verdadei¡a [x¡ra um Potenc¡al coffespondendo a uma lei de força do tipo inveno

åo q.är.¿o da distânciÀ, e a rczÍo dese fato pode ser úst¿ da segu¡nte maneira. A_ partir de

i*'-Air. dimensional, pode.s€ mostrar que, se a força exercida sobre uûia partícula varia

,egundo tn, errtão a probabilidade de espalhamento deve variar segrndo ha+zn.Pua a lei do

ñiroo ¿o quadrado ds distânc¡a n ='2, a probabilidade de espalhanrnto é independente

¿o øot da ionsta¡¡te de Planck å e isso implica qræ os cálculos da mecânica clássica e gu.ân'

F¡CURJ{ tó-25. A seção de chogue diferencial relatilr¿ ao €spahstnento elástico de prótons de 50 MeV por

um núcleo r,¡pã,¿i¡- ã, pãp¡iedades rrpicas. A unidade de seçi'o de choque é o bunl
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A mecánica quântica pode ser usada na análise dæ rnedidæ dc cspalha¡nento elástlco pa.

ra determinar o potencial nuclear que etua sobre o núcleon espalhado de alta energia. Encon.

trou{e que esse potencial é esséncialmente o rnesmo que o potencial do nodelo de camadr¡

que atua sobre o nrlcleon no estado fundamental do núcleo. Há, entretanto, uma diferenp
importante entre eles; o potencial que atua sobre o núcleon nfo ligado, chamado potet¡ciat

do modelo ótico, ¿ parcialmente absomenle. Essa absorçl[o desc¡eve a posibllidade de coll.
sfo entre o nrlcleon de alta energia e um núcleon do núcleo, absorvendoo do feixe incldente.
(Ee é absorvido no æntido de que nlo tem mais e mesma cnergia inicial, ou o mesmo con.
primento de onda de de Btoglie, e, assim, nfo pode haver mais inlerferéncias entre sua funçfe

de onda e a fungro de onda do núcleon incidente.) Caso o núcleon incidente seja sufìciénte.

m€nte energético, as colisões stro possíræis, ume. \ez que o prlncípio de exclusão nl[o inte¡-

vém com o seu efeito inlbidor usual, pois tento o núcleon incidente quento o núcleon atingi.

do podem saltar facilmente para estados desocupados. O núcleon lncidente pode ser tambén
cspalhado pcla parte nfo absonænte do potencial, a qual nos é mals familia¡. (lsto é, ele pode

também lnteragir com o núcleo considerado como um todo, interaçtlo essa representada pelo

pgtencial atrativo usual, sem colidir individualmente com qualquer núcleon do núcleo.) 0
modelo ótico é essencialmente uma generalização do modelo de camadas, o que permite a

descriglfo de núcleons de qualquer energia e não apenas a descriçâ'o daqueles ligados ao nricleo

devido ao valor de suas energías,

Se a probabilidade de espalhamento é obærvada como uma funçfo da energía da partÍ
cula incidcnte, muitos picos bastante largos s,lfo v¡stos alguñas yezcs cm certæ energias. Eses
plcos slo manifestag6es das chamadas ressonâncias de lornu ou estados de partíanlas ìndepm-

dentes. Como os dois nomes dizem, eles podem ser interpretedos de duæ maneiræ dlferentes,

a saber: (l) interferéncias construtivas cntre a parte da função de onda lncidente que foi espa-

lhada pela região anterior da superfície nuclear e a parte que foi espalhada pela regifo posterior;

(2) níveis.de energia da partÍcula incidente no potencial nuclear. O primeiro ponto de vista d

relacionado com aquele desenvolvido na nossa discussã'o sobre o efeito Ramsauer na sefo 6-5;

cntretânto aqui veremos que o iegundo ponto de vista é mais útil. Os picos slfo largos porque

os estados de partícula indepcndente tambCm o sfo. Se estima¡mos o tempo necessário para

um nricleon de 50 MeV percorrer um diâmetro nuclear típico, encontrâremos T = D lv - t0-14
m/ t 0E m-s- I = lO-22 , Uma vez qu€ esse tempo tambdm caracteriza a duraçlo do processo de

espalhamento, ou da vida-média da partícula no estado de partfcula independente, a largura l'
do estadoé tipicamente l=hlT - l0-ri eV*/10-22 s = l0? eV=l0MeV.Observeque
a largura de um estado de partícula independente de alta energia é cerca de I 2 oidens de gran-

deza maior do que a largura típica de um estado instável de baixa energia, como aquele consi'

derado no fìnal da seçfo t6.5.
Reconsideramos agora âs colisões entre o próton incidente e os núcleons do nrjcleo. Antes

da colisâo o momento linear do próton é praticamente paralelo à direção de propagaçffo do fei'

xe e seu môduto é muifo maior do que o de qualquer núcleon do núcleo. A conservação do

momento linear implica que, após a primeira colisfo, os núcleons tendem a æ deslocar em dire'

çôes próximas à direçâo do fcixe, sendo que este comportamento é paiticularmente verdadeiro

pâra o câso em que o nrlcleon emitido transporte a maior perte do momento ou da energia ini'

cial. Um núcleon de energia mais alta é o que mais tem chance de eScapar âs teflexões internas

na superfície nuclear e de ser emitido em um processo que é chamado interação direta, Co¡'

serva{e nesse processo a seguinte tendência: partículas emitidas têm de se mover na direçáo

geral do feixe incidente, embora haja um pouco de refiação por ocasif,o de sua passagem atra'

vés da superfície nuclear.

Na fìgura 16.26 ê apresentado o espectro de prótons de alta energia emitidos num dado

ângulo por um nrlcleo típico. O pico que corresponde à energiamaisaltaé produzido potpr6'
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F¡sfis espalhados elasticamente, Estcs prótons têm quasc a fTresma enorgia quc os lnddentË
(urÍe pequenâ parte da energia foi absorvida devido ao recuo do núclco rcsidual)c foram etp.
¡¡ados pela açifo dos potenc¡â¡s de espalhamento coulombiano e nuclcar. O grupo dc alt¡ cner.

rla seguinte correspondc aos prótons espalhados lnelosticamente c tcm su¡ origcnr ñrs lntcm.

foes diretas. Quando um prôton é cmitido parâ cssc grupo, o núcleo rcsldual é formado no scu

øimeiro estado excitado. Se o próton corresponde 8o Srupo de cnergia lmtdietañrcnte lnfc¡ior,

rqæle núcleo é formado no seu segundo estado cxcitado, ctc. Assim, o cqecffo dc eneryla per.

¡¡títe ídentlticor ímedidtdmente os posíções dos estados do núcleo resìdual.

Grupo elástico

Grupo inclásl¡co dc
€ñcrgiå mais rll¡

r0 20 30 40

Encr8ia dos prótons emitidos (MeV)

l'l(;1.,RÂ 16.2ó. O espcctro dc cnergia dc prólons emilidos a ângulos pequcnos oblido rp5r o bombr¡dcþ

¡ror prótons ¡lc 50 McV rcbrc um núcleo hipotético de propriedrdcr lÍpicrs, Os primeiros

níveis dc encrgia do núclco ¡esidual concspondcm ros 8rupoi incláJlico3 dc olta cnergh.

Como esles níveis sc sobrcp6cm ¡rare formar vm &nllnuuñ,o mcsmo ¡contcoc com o

especrro rneláslico, O cort€ apres€nlado no cspcclro pos vollâ de t0 MeV representa o cfei'

, ,o inibidor da reflexaìo interru G da barreira coulombiana sobre ¡ fugr dos prótons.

.' A tendência geral para emissão sob ângulos pequenos apresentada pctos núcleons dc eltu
:.energias prorænienfes das interações diretæ, é mostrada na fìgura 16:27. A cr¡rv¡ rcprescnte a

:¡seçâo de choque diferencial dofdQ para os prótons correspondentes eo gupo dc cncrgia mals

.; alta espalhado inelasticamente, apres€ntado na fig.rra anterior. Também sc cncontre indicado

I.nessa fìgura a tendéncia de doltllt ser desfavorecida em ângulos bastantc PÊqucnos, caso haja

,i necessidade de se transferir momento angular orbital ao núcleo pelo próton incidentc' devido eo

¡ frto d. que o momento angular de spin ilo cstado cxcítado do núcleo resldual é dlfcrcnte daque'
'L le Ao æu estado fundamentâI. Este comportâr¡renlo pode ser melhor cntendldo através do argu'

inento semiclássico ilustrado na lìgura ló-28. Basicamente, essa tendéncia rcfìetc o fato de que

', é difícil para uma partícula - que experimenta ãpenas um ligeirodecréscimo no módulo de seu

momento linear ao interagir com um alvo de raio limitado - transferir morn€nto angular orbi'

lal ao atvo, a menos que haja uma rariação significativa na direção de propagaçfo.

Não se deve estranhir que o modelo baseado em bolas de bilhar, quc prediz coffetamente

o comportamento geral da inieraEo, fathe ao não prerær as oscilações vlstas-na fìgwa 16'27. A

origem dessas oscilações se deve às interferências entre âs componentes da função de onda do

núcteon emitido e que sâo formadas nas diferentes regi6es do núcleo. A estrutufe da æç'lfo de

choque diferencial do grupo inelástico pode ser analisada com vistas å obtenção de informaçôes

sobre o spin nuclear e iobrc a paridade do estado do núcleo residual excitado. Os nrétodos utili'
ados nessas análiæs são muitp complicados Pala serem tralados aqui, mas pode*e afìrmar

que também confìrmam que a pàridude é conservdda na interaçíiqnuclør'
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ITIGURAtó.27.Seçãodechoquedife¡cncialdo/úlfldogrupodcenershmaisaltacoffesPondenlcaocsp¡l}r¿.':ffi
mcnto inclásrico dc prótons de 50 Mev po, ur ni;r"o h.ipotético dc^pro.pricdadcs típicas' ff

A tendêncla pua cmissa:o scgundo os ângulos ãianteiros é uma ca¡acterßtti'*'lT::::: 
"S

de interaçdo Oir,rt'"i"*."i.podehavcifortcdecréscimo 
dedold{l paraos:¡ri'utosmulto }tt

Pequcnos " 
t'ou"ti lransfcrôncir at totunro *gulor orbital - Ï:l::T 

O"rante a ru' 
""1i

çalo. No caso 
'ip"*tntt¿o 

pt' csu f911,r]J/afl corresponde a uma rcaçalo na qual o est¡' 'di

docKcit¡¡doooiú.l"orcsidualpossui"',,;å;i;;;ä"'"".antula¡ofbitalamrisluc'l

EmboraaprobabilidadedequeoPfótonincidentecolidacomumnúcleonaoatfavessaf0
núcleo seja da ordem ¿e so%,.^ åp.n.i I0% desses evèntos haverá um núcleon emitido devido

a uma ¡nteração direta' o ;;;;"; é que o próton e o núcteon atingido sejam ambos ca¡

tu¡ados pelo n{rcleo tt"u¿'-ã' "flt*ot' 
inte'nai' Apenas em cerca de l% dos cæos essas duæ

partículasconseguemt"upt"*"usmomentoslinearespuderementãosermedidos'umain'
formaçãoPfecios¡tpoaeser'outiaaarespeitodomomentoinicialpossuindoassimonú.
cleon atingido no intrno, ão "i.ì." te neiessário purr,-to aplicar correções devido à refra'

çâ.o e à absorção oo proton .o deixai o potencial ótico nuclear). Tal técnica tomou{e fecen'

temente uma área ¡mportante de pesquisa em física nuclear' --
O tempo necesúrio ptã-t'ptit"titt coÏ:ã: é I to-tt s' uma vez que' nesse lapso' um

núcleondevelocidadetípicapercorreumadistânciaigualaumdtît::t:-lît]tartípico'tu
etapæsubseqüentesnâc¿scatadecolisõesocolfememintervalosdetemPodesamesmaor.
dem de grurdeza. N* p'i'i'i'ä ã*'ìu t'ct etapas' há posibilidade 9t 1* :T dos núcleons

paftiç¡pantes desæ colisões escape; no entadto,.essa pottlbitidtdt diminui rapidamente porque

as ¡ntefaÉes entre elas .";l;;; ; uma repartiçao,áe energia. As reflexões internas no poten'

cial nuclea¡ tornam*e ,.oiäit"-tit*i"ärt ¿ ittt¿¡ot o::-1,:ittlt:"'"î::*::|;iåff;.,i

o cstado lundamcnlal'

líbrio é chamado ¡ucleo comPosto'

iil,itr"|iffiff,ä ;;ø ,*io, apareæ pois ,, Ën*gi.. dã excitação dos núcleons tor'

nan{e inferior* a, ,.rp".tiä;;";;; de rieaùo' ¡Pos cãmpletadas.:1":t :Ït 
l0 etâPas

da cascata. o que ocoûe ,rr, - f g- i,-t, 
".n.rgi*. 

¿irir¡uu¡ sobre a totalidade dos nûcleons do

núcleo. Nenhum desses nU'itonJ tem ìnergia iuficiente Para €scåP¿¡r.; * :"11111Î' 
tles troøm

mutuamentesuasenergiasnumProcessoanálogo.o,quilíb'iotérmico.Estesistemaemeqtlt.

;"iiffi:ffii"iriä,u," um número muito grande de partículæ (/ -100),flutua'
, --'^l^r---.o Ce acnntêCÊf QlÉcomo esse srstema "i:^;':'Ï:':JÏ;ï;;i.i or.tion.rtente' se acontecÊr qtre

@es importantes na repartiøo.dt.:"::l:t- T"TTj:," rrô ñrre normalmenre possui, ele feta

ffi Jîi",i::i::iåJå'ä';gil.';ïä"i.i'i:ä:i::"i::;:'mr,å:'."ï,:lÏi
11"ååii::i;"iä'i'.iüd;i;"e:'1:yÏ:*,tffii j,ì:î,'ff ,iï:å#ï':';;:,iJiå1':.ii,ïi:1iläï?ii;å;Ëilö3l;11:",:i:i:':l"î:lîî##ä
ffi:Ï.f ï.;å'.ü. å:::'ill! J:: ïiiäffidil"'ö: ::n*: :::ïi:. "##iÍ!
i:#iifi ::il"#i'J;Ëä."e:iä"öîiri;1t j:ï'jtf *iÍ::n:.ry;::'í
'j:':',ii:','i#i.":'iå',ïlii.iiå'äll;Ïoli."il,iü';.;;;;;';;deexcitaçaosurr
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FlcuRA 16.28, O diagrama acÛnâ ilustfa a rehçalo entfe os momentos angulares line¿¡ e orbital t¡ansfe¡Í-

dos num ,rp.n"ã*,o inetástico ao núcleo alvo via interaglo dLeta e que o leva ao pf imei'

to estado .*.iuìå, iour.rve que os núcleos alvo e residual sa:o os mesmos, nessa colMo.)

O momento l¡** ¿à-n¡ttto incidcnte é p¡ e aprís a coüsa--o é p¡' O ângulo entre essesdois

Yetores define o ângulo de emissa:o 0' Supondo que' após a cotiøo.' 9 núcleo ¡esidual seja

deixado em urn 
"rtido 

de baixa energia de excitaça:o, a energia cinética do núcleo emit¡do

scrá aproximadamente igual eo do núcleo incidente e, conseqüentemeîle| pf = p¡ = p.

Vemos, dessa forma,que o momento ap = p¡ - P¡é transferido ao núcleo re'sidual essen'

c¡almente porque a aileçaó Ae 9¡diferc da direção'de P¡' No diagrama foi conside¡ada uma

"otir¿o 
tangcnc¡"r p"rq". é narl" ."* que a tfansfeféncia de momento angul¡¡ é a mais

eficientc, o n,on'.lnio u'sul¡¡ t¡ansfe¡idò aL é enta:o dado pof ÁL = ¡' x Áp, onde r' é o

raio do núcteo ¡t"o. Comã nas intera$es dLetas o ûngulo c = e 12 entre r' e Ap tende a ser

pcqueno, ¡emos Aú = ¡' Ap sen e = r' Apa' A figura mostra que Ap = Tp'a = 2pe'o qu,e

. conduz a A¿ = 2r' pa'' Para o c¿so em gue apen'ls uma unidade de momento angula¡ é

fornecida ao núcleo alvo,

¿¿=J-I'(TTIJ¡= t,¿t,

Dessafo¡ma e2 = l,4{zt'p=L,4l|lzt'(hlx)=1,414ilr'/À)'onde Àéo comprimento-d-e

de Broglie do próton. Co,oo ¿ ii*utiø nå iexto, ¡/r = 5/3 pa¡a um próton de 50 MeV'

movendote ¡través de urn po,.*itl de 50 MeV de profundidade em um núcleo de ¡aio

típico igual a 5 F' Com estes vaþrer'

o¡ = 1,4/4r(5/3) = 6 x l0-¡

ou seja, c = 2J x l0-¡ rad = 15". Conseqüentemente' para a transferôncia de uma unidade

de momcnto anguhr, o enguro I "*i;';; 
ã qu" t'* circur-o se1¡tis^s-r1,:tf:-u: =-3;

;j]i::ïäi:":'';;;;;ä'*.::::1..1*-":::;,f"'åTi'å:iiJ*""#,ä:30", Pa¡a ã-ngulos multo -trrv¡¡v¡Er 
ev - :ência de momentos anguhfes

ñi;.i;¡. 
-poãe*e 

concluir gue æ r.colisão envolv€ a ttl*:'- 
^-.-r^ r,,ñ.rrñenrâr e o q'rn

:ïÏ:llå.ffi:;;*;ä";;"ã"-i;tñ"ç" entre o spin d".'1to,ir::1-1'::::li,i'.t:i*tt orollals mó¡e¡çr' r¡slsJs¡¡v¡ ---'--råriã*r, 
t"ìorat t"tb¿* serão os ângulos dc

$ dos primeiros estados excitados do núcleo

S , emissa--o envolvidos'

ff'
ii ; 

issâo de um outro núcleon' Então' como já

å A:'ff.ru"::1"ï"":;i#,""ïi:ï::#iiiÏ;;;.;; ãi*ip., os úrtimos pou'o' M'v d'

î ene¡gia de excitação. E";;';t,PJrtrtil que øolibeådas por ocæiâ'o dessas flutuações'os

néutrons sÃo bastante favorecidos por nat terem que atravesrai uma barreira coulombiana'



Em un núcleo composto, a energia de excitação é repartida entre muitas partículas.
estados excitados do núcleo são conseqüentemente chamados estddos de muitos partíctias;S¡'
contraste com os estados de partrcula independente, que sfo muilo largos, os estados de muitet
pârtículassãobastanteestreitos.Comoonúcleocompostonecessiladel-t0-ts s,paradesai¡
por emissão de néutron, a largura I típica de um desses estados é

f =h/?n -10-ts eV-s/I0-rs eV= I eV

Estes estados estreitos podem ser observados atravCs da medida da probabilidade, em função rta
energia do núcleon incidente, de formação de um núcleo composto. Na prática, essa probab¡ti.
dade é expressa em termos da seção de choque total, delìnida em (2.t 8). Com o aumento 6¡
cnergia de excitaçllo, a separaçfo entre os estados de muítas partículas decresce rapidamenle,
enquanto que suas larguræ crescem; assim, torna*e mais fácil observá.las quando a energia do
núcleon incidente é a menor possível. A fìgura l6-29 ilustra um exemplo de estados de muitas

partículas, tamMm chamado ressonâncias do núcleo composto, observados quando néutrons

de energia muito baixa incidem sobre um núcleo típico.

t00 200
Energia dos nêut¡ons incidentcs (eV)

FTGURA l6-29. Sct''o dê choque total parâ quc um nêutron incidente de cncrgiå mu¡to baixa produza qual'

quer reat'o outre qu¿ o espalhemcnto elástico por um núcleo de propricdades típicas. Os

estados de muitas partículas do núclco composto, cuja cnergia de excitaçã-o é da ordcm de

8 McV (cor¡espondente à cnergh de ligaçâo cedida ao núcleo pelo nêutron incidcntc), sâo

pedeitamcntc visívels nos resultados epresentâdos,

A forma de qualquer uma das seções de choque de ressonância ilustradas na figura 16'29 é

descrita pela fórmula de Breit lttigner

É

åro
s

FP,
or(Ð= nQtl2tr)' @:ffi

(t6-32)

onde a seção de choque total de reacfo o,(E) é a seçá'o de choque de formação de um núcleo

composto que decai por qualquer Proc€sso outro que a emisã'o de um néutron com a mesme

energia que o incidente;.8 é a Lnergia do nêutron incidente, e )\ é o comprimento de onda de dc

Brogìie correspondente ; E ¡ é a energia de ressonância; F é a largura a ñeia alt ura da ressonáncia;

ln é P vezes a :zrzto eî1ue a probabilidade de decaimento do núcleo composto por emissãodc

um néutron com a mesma energia que o incidente e a probabilidade total de decaimento Por

744 745

toilos os processos, l, é análogo a Fn, onde a emissâo do nêulron é substituída porumoutro

i"*r* qualquer. A mesma lórmula \16-22), com F, no lugar de l' fornece a seção de

þoque total de formação de um núclco composto seguida de seu decaimento por emisão dc

uñ n€utron com a mesme energia que o incidente, ou seja, a seção de choque or(Ð de espalha-

¡¡ento elástico via núcleo composto. Uma fórmula similar descreve a forma das ressonârrcias

de raios 7 apresentadas nas fìguras 16-22 e 16-24. Na realidade,a mesma forma básica é encon'

Íaða pan as curvas de ressonância em qualquer tipo de movimento oscilatório ou ondulalório

¡mortecido. O estudante já pode ter visto a derivaçâo dessa expressâo noi casos de um t'ndulo
anonecido ou de um circuito ressonanle resistivo'

Um aspecto muito interessante de (l ó-32), parlicular ao caso de ressonâncias de néutrons

de baixa energia, é o fator t(hl2n)z, que determina o valor máximo possível das seções de

choque totais de nêutron no pico da ressonáncia. Observe que esse fator nlfo representa a área

de círcuto com o raio nuclear r' e sim a área de um círculo de raio igual ao comprimento de

onda )\ de de Broglie do néutron dividido por 2r. Como )\ Þ / para nêutrons de energia sufì'

cientemente baixa, a seçiÍo de choque total de espalhamenlo ou de reação no pico da ressonân'

cia pode ser muito maior do que a seçalo de choque gcomútrica r¡r'2 do núcleo. Isto é possível

porque o nóutron de baixa energia se comporta como uma onda e não Como uma parlíCulâ

ildssica: nas circunstâncias de uma rcssonîncia ele pode interagir com o núcleo alvo toda vez

que o valor esperado de sua posiçâo corresponda.a uma diståncia do núcleo da ordem de tr/21.

Veremos mais adiante que essa propriedàde é muito importanle na opcfaçf,o de um reator nu'

clear.

Uma outra característica <to núcleo composlo é que, por ter uma vida'média relativamen'

te longa, ele sc csquecc dos detalhes ocorritlos durantc a sua formação' Por exemplo' como o

morn.nto linear oiiginal da partícula incidente se distribui entre diversas partículas que sâo

excitadas no núcleo aorporio, a prcferrlncia para emissã'o de néutrons em determinadas dire'

$es é drasticamente rcduzida'' Àfigura l(r'30 mostra um exemplo de scção de choque dife'

'! Ernbor" cquecendo detalhcs da sua formação, o núclco composto nâo equece o momento angul3¡ lo'
lal que é conscrvado durante a rcap-o. Dcssa forma, a dircçalo do feiie conlinua sendo um eixo de silnetria
prívilegiado, cxccto nos casos em quc o momcnto angular orbitâl antcs c/ou apóS a reaçalo é nulo (enc¡8ias

nuito baix.as). Ve¡ tantbém nq Capítulo l7 a qucstío 3.
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renc¡al isotfópica, característica da emissão de nôutrons de baixa energa produãdos em reaçðq
nuc¡eares. Acredita*e que iþjarn nêutrons evaporados pelo núcleo composto. ;

EXEMPLO 16-9

A seso de choque difercncial ¡cferente à cmissrlo a 40" do grupo de prótons dc nrais alta enc¡e¡¡ I

csprhado inel¡sticaments pelo úFet', quando bombardurdo por prótonsde 60MeY,édoldn = 1,3 x l0:¡,;
bn por unidade de ângulo solido. Eses prótons deixam o núcleo rcsidual s Fer' no scu primeiro estado cxci.
lsdo r ¡¡2 McV. Calcule quantos evcntos por so3undo sa:o detectados numa experiôncia crn que o detccto¡
de prótons espalhados inelâsticamente posui uma á¡c¡ de lO-t m¡ e sc encont¡a a l0-r m de uma foll¡adc !z'Fcs puro. A rnassa por unidadc de á¡ea dessa folha é þual a l0-¡ kg/mt e o feixc dc prótons incidcntcs ;:,
posrui uma corrente þual a l0-? A. (Em fúica nuclcar, a unidadc dc á¡ea rn medida das scço-es de choquc Ì,
é cham¡da barn, cujo símbolo é bn; I bn - t0-" m¡ .)

O número ¿ de átomos (igual ao núme¡o de núcleos) contídos cm uma unidade de ¡írc¿ do alvo é dado
pÇla mSss¿ por unllade de área do alvo dividida pela nrassa de um átomo de ¡ú Fet' . Como este é quase e)Éþ.
mentc þual a 54 vezes e m¡ssa de um átomo de I Hr, temos

l0-r kg/m¡
n= = l,l x l0¡' núcleos/m¡

54 x 1,66 x l0-¡? kg/núcleo

O Ângulo solido da sob o qual o alvo vê o detector é a &ea deste dividida pelo quadrado da distáncia
ent¡e ambos:

lO-t m¡
dn = 

-= 

l0-r sr
(10-¡ ¡¡¡r

(A unidade do ângulo sólido é chamada esteroradiano, cujo símbolo é sr; I sr = ao ângulo S[do subtendido
pela úø de I m¡ de uma calota esferica de I m de raio,)

O produto da æçäo de choque diletencizl do ldo, concspondcnte aos cvcntos cm qucstaio, pelo árgulo

ótido dO subtendido pelo detector fo¡nece a á¡e¿ por núcleo que efetivamente part¡c¡pa na produçalo dcsses

eventor Esta á¡ea efetiva por núcleo do é

bn/s¡
do = l,3x lO-t 

- 

x l0-¡ s¡=1,3x l0-ó bn/núcleo= 1,3 x l0-r m2/núcleo
núcleo

A rí¡ea efetiva por núcleo do multþlícada pelo número de núcleos por unidade de árca r é igual à

pmbabilidade de que o próton incidente produza o evento detectado, Esta probabilidade P é

P =don =1,3 x lO-s m2/núcleox I,l x l0z' núcleos/m¡ = l¿ x l0-too

Ou seja,

P = 1,4 x lO-re evento/próton

O núme¡o de prótons por segundo / no fcixe incidente é dado pela carga ttansportada por segundo
pelo feixe dividida pela carga conespondente a um próton;

l0-'C/s
' = ---:--------.-:-- = 6,2 x l0rr próton/s

1,6 x lO-¡t C/próton

Multiplicando finatmente o núme¡o de prótons por sLBundo / pela probabilidadeP de que o próton
produza o ewnto detectado, obteremos o nú¡nero de eventos dctcctados por seguf¡do:
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dN = IP = 62 x I0r¡ próron/s x 1,4 x l0-ro evcnto/próton = 87 evcntos/s FTGURA 16.31, Uma vislo panoråmica dos cstadôs excitados de um núcleo típico'
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Obscrve que cssa última relagÌo pode ser escr¡ta da squinte forma

do
dN = IP = Idon=- Indlt

do

p¡rs tornù explícita a seça:o de choque diferencial definida em (4€).

16{ ESTADOS EXCTTADOS DOS NTJCLEOS

A fìgura ló-31 resume a inforrnação obtida sobre os estados excitados do n(rcleo a pa¡'

tir do estudo dos decaimentos nucteares e das reafes nucleares. O diagrama dos nf'æis de eneryia

äpr.rrn,. os estados de energia do núcleo como um todo e não dos núcleons isolados no ntl'

Contlnuum de cstados

, não ligados

Emissalo de

núclcon

-8 McV
Emissa-o t Lo estado

Estado funda¡ne[tal

i-r
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cleo. Até uma energia de cxcitaçilo de - I McV, os estedos Se desexcitam via decaimcnto

em direçâo ao estado fundamental. Acima de -8 MeV, a êmlssÍo de um núcleon tomaêe cncr.
geticamente possível, ændo que esse processo torna.se logo o modo de desexcilaçfodotrlnan.
te, uma vez que possui uma vida-mCdia caractetlstlca mais curta, ou æja, uma taxa de t¡ansi.

çáo muito maior. Esta é a regilfo dos estados de muitas partículas, Eles se encontram muito
próximos uns dos outros, porûue há um grande núme¡o de repartipes diferentes de cneqial

entrc âs divenas partículas do núclco, correspondendo todas elas praticamente à mesma cnq. ,Ï
gia dc excitação total. O espaçamento decresce â medlda que z{ aumenta, porque s¿fo possf.

rcis mais repartiçôes da energia;ele decresce também devido ao aumento daenergiadeexdta.

çfo disponrvel que serC repartlda entrc as partículas. Dessa forma, os estados de muitas partí.

cules tendem a se superporem, formando um contínuo de estados permitidos;este contínuo con.

serva entretanto uma cela estrutura, uma vez i¡ue os cstados de muitas partículas tendern a

agrupai{e em estados de partfcula independente muito largos graças aosquaiseles foramexci.
tados. Cada estado de muitas partículas integrente de um grupo tem o mesmo momento an.

gular e a mesma paridade que o estado de partícula independente original.
Consideremos agora mais atentamente os estados excitados de baíxa energia. O cax

rirais simples é aquele de um nrlcleo cujo estado fundamental cpnsiste em um caroço, for.

mado por subcamadas preenchidas com um número mágico de núcleos, mais um núcleon.

No primeiro estado excitado, o caroço permanece inalterado, enquanto que o núcleon solilC.

rio salta para a próxima subcamada de energia mais alta. A fìgura ló'32 mostra, como um

exemplo, os estados de encrgia mais baixa do 8Ot?, O spin c a paridatle do primeito cstedo

cxcitado estâo de acordo com as predíSes da figura t5.18 refetente ao modelo de camadas,

muito embora sua energia não seja predita pclo modelo. Se o estado fundamenlal de um nú.

cleo consistir num caroço, formado por subcamadas preenchidas com números mágicos de

núcleons, mais um buraco, seu primeiro estado excitado é o estado do modelo de camadas

de um buraco. Em ambos os casos, entretanto, a partir do segundo estado excitado o spinea

paridade não sfo mais preditos pclo modclo.

FIGURA t6.32. Os ctados dè-õaix¿ cncrgia do !Ort. As cncrgias de excitaçâo, os spins e as paridadcs sâo

indicadas. O spin c a paridade. do primeiro eslado cxcilado sa:o corretâmcnlc prcditos

pelo modelo de camadas, como lambdm o sÌo o spin e a þaridadc do eslado fundamcnlal
(ve¡ figura l5-tB). A eneBia do primeiro estàdo cxcitado nâo d prcdita pclo modclo, cotno

também n¡-o é qualqucr uma das caractcríslicas dos cst¡dos excitados de cncrgh mais

a ltâ.

Para valores de Z ou.ff compreendidos entre números mágicos, os primeiros estados €x'

citados dos núcleos apresentam freqüentemente regularidades previstas pelo modelo coletivo'
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Coño cxemplo podemos citar o núcleo par.par e2gz3a, ilustrado na fìgura ló.33.'À direik.
s¡io dispostos os níveis dc energia observados e, â esque¡da, encontram.se as predípes ob.

i üdâs através da fórmula da mecánica quântica

E = 
¡(¡+ l) 

h,
2.'

çorrespondentes aos valores permitidos de energia total f de rotaçfo de um rotor simétrico.

Nesse caso, o rotor considerado é um elipsóide, de inércia de rotaçllo ou momento de inér.
aa -f , cujo eixo de rotaçâo é perpendicular âo seu eixo de simetria. A equaçtfo (16-33) é a

mcsma qrte (12-l), derirada por oêæiã'o do tratamento do espectro rotacional de moléculas

diatômicas, exceto que: (l) o número quântico que devemos usar aqui é i, ao invés de ¡; (2)
daqui em diante usaremos, para evitar confusão, o símbolo ../ ao invés de / para o momento
de inércia; e, (3) como lidamos com um rotor simétricot apenas valores pares do ntlmero quân.

t¡co rol¿cional f aparecerâo. Esta última consideraçâo baseia*e no fato de que a autofunçf,o de

rotaçto desse sistema tem a paridade (- I )t, e æsim ela será ímþar se i for ímpar. ou será par se

i for par. Pode*e mostrar, a partir da simelria do rotor, que ele nâo pode ler um momento

angular nâo nulo na direção de seu eixo de simetría e que todos os seus estâdos devem ler a

nresnra paridade. Como um núcleo Z par-N par tem um estado fundamental de paridade par.

wmos. rlcss¿ forma, que scus estados excitados terão ¡gualmente paridade par. Conseqüente.
nÉnte, (,s valores ínrpares de t precisam ser eliminados em (ló-33). A inspeçfo do acordo ex.
celentc ent¡e (l{r.33) e os primeiros estados excitados do e2U2l8, mostrado na figtua 16.33.
hrrhca clarrnrcrìtc que os el'eitos coletivos nesse nticleo o conduzcm a uma dèformaç.llo de

fornra clipsoidal. Ern particular. somos levad<rs a concluir que ele possui essencialmente a

tncsnra lì)rnìir cnr krdos esscs eslados, urrtì vr'z quc as prcdiçôes de (16-33) foram oblidas
ar)ilsrrtetJn(l() sr' corìstanle (ì \Ìrlor d(ì rrrornenlo tlc ¡nilcia nuclea¡ ,l
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[t(;UR^. ló.]1. Os prrmciros cstados excitados do ttUtt'. À di¡eita:os dados expelimentais. A esqueñn:

as çrredi@es rclativas aos cslados rotacionais de um clipóide simét¡ico de momenlo dc

indrci¡ .l . O ralor dc ,l loi cscolhido de lal mancira que os resuhados leó¡icos dos níveis

deencrgias¡ajustass€momclhor¡rossível aosvaloresobscrr¿dos:oYeloroblidopua J ê

2940u-Fr . O desvio médio nesse ajuste é dc apenas 0,0204 MeV. o que comprova o sucesso

do modelo. A maior pârle dcssa discrcpáncia ó provcnienle de pequenos dcslocamentos

para baixo, cm relaplo aos valo¡es preditos, dos estados rotac¡onais mais elevados. Esse

àiscrepância pode ser cntcndida como um pequeno aumento de -r' desses elados devido

a efcitos cent¡ífugos.

1
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Naturalmente, como vimos nas discrssões sobre o modelo coletivo e sobre momentod

quadrupolares elétricos nuclbares na s€çã'o l5-l0,os núcleosly'-par, Z-ímpar ouJV'ímpar,Z-¡p¡,'

com os yatores de N e Z entre '9s números mágicos, tém quase semPre uma forma elipsoidal. ¡
tendência que esses núcleos têir para apresentar uma forma elipsoidal é particularmente fodo

para os elementos na região dæ terras raras (os tantanídeos) e é relativamente forte na região

do uránio e dos elementos que o sucedem na tabela periódica (os actnídeos)' uflu vez quc,

nesæ regiões, tanto Z quanto ¡y' são bastante distantes dos nú¡neros mágícos. O fato que é novo

é a evidéncia que a formaelipsoidal tambCmé apresentada pelo núcleo N-par,Z'pu e2U2rs.

Lembre que na seçâ'o 15.2 havíamos concluÍdo que se um núcleo possui spin nuclearnuloeø:'1ji

seu estado fundamental, como é o caso do e?923E 
" 

outros núcleos N'par,Z'par, entlfonão Ï

..c

¡

1é.',

à\;/
,$\

seria posÍvel obser\¡ar uma forma elipsoidal no seu estado fundamental, mesmo se ele posuú. "ii
se efet¡vamçnte essa forma, a partir de medidæ de valores médios no temPo como æ determina.,,liiSe elet¡Wmçnte esSA fofmA, A paftir de medtoas de valores meglos no temPo cort¡u as ucrerllunâ.ìrl.lìi

ções de desdob¡amento hiperfìno do momento quadrupolar elétrico. As medidæ refe¡ente¡ iiÌ
ao decaimento nuçlea¡ e às reaf,es nucleares que permitem a determinaç.lfo dos níveis de ene¡.:1ìi

gia do e¡1J238, apresentados na fìgura 16-23, são sensíveis à forma real do núcleo -.e n¿0,?ii

apenæ à média no tempo de todas æ orientações posíveis da forma, como acontece com æ:'.1

medidæ de desdobramento hiperfino em nf¡cleos de spin nulo. Esæs métodos de medidæ mais 'ij
ænsíveis mostram que o núcleo é elipsoidal. Medidas sìmila¡es mostram que isso é,emgera[ì,
verdadeiro para todos os núcleos, indiferentemente æ y'ú e Z sÍo pares ou ímpares, As únicas r.i

exc€ções são os núcleos com y'l ou Z iguais ou muito prórjmos aos números mágicos, ondc -j
efeitos coletivos são desprezí\æis. Btes núcleos são realmente esféricos.

Como a deformação da forma nuclea¡ de esférica pua elipsoidal é uma conseqüência de

efeitoscoletivos,núcleoscomooe2U2ss -nosquaisestesefeitossã'oacentuådosporposuf-
rem tanto /V quanto Z distantes dos números mágicos - têm deformaÉes razoavelmente 8¡an

des e rígidas nos seu.s primeiros estados excitados. Estes estados sã'o formados pelas diferentes

rotações permitidas pela mecánica quántica. Os núcleos para os quais /Ú e/ou Z não são mui.

to distantes dos núme¡os mágicos têm deformações que não são muito importantes e que não

são rígidas. Quando se encontram nos primeiros estados excitados, esses núcleos vibram de tal

maneira que sua forma varia continuamente entre um elipóide alongado na direçlo de seu

eixo de simetria e um elipsóide achatado nesa direção. O movimento é ainda mais compliø.
do deúdo ao fato que o núcleo pode ainda girar, Nãoobsta¡rte,osprimeirosestadosexcitados
de núcleos desse tipo são razoavelmente bem espaçados, como os níveis de energia de umosci'

lador harmônico simples. Como exemplo podemos citar os nÍveis do ?8p1r02, apresentados

na figura l6-34. Observe quc os estados coletivos mais baixos dos núcleos elipsoidais, sejarn

- 

(31)

- 

(4r)

- 

Q+)

- 

12+¡

- 

16+¡?.flrrt

FTGURA l6-34. Os primciros estados cxc¡tados do t! Pl rr' , Ncslcs cstattos, esse núctco apÌcsßnla cxcitat'ø
do tipo vibracional e rqta!.ional,
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F.L, ,ot".ion.is, vibracionais ou uma combinaçâ'o de ambos, têm energia de excitação muito

.i þnot do que os estados do modelo de camadæ mais baixæ. Este fato pode ser constatado

stravés da compara$o das fìguras 16'33 e 16'34 com a fìgura l6'32.

Uma outra regularidade referente aos primeiros estados excitados é encontrad¿ comparan-

doos em crrto, p.rr. de núcleos, para os guais as descriçõés do modelo de camadæ são idén-

ii..r, ,*.",o que os nêqtrons e Pfótons são Permutados. Um exemplo desses chamados pares de

øitrot npano é o I Hl , 2 He¡ cujas descrições do modelo de camadæ dos respectivos estados
'ñndamentais foram apresentadæïa figura t6.t+. Um outro exemplo é o 3U? e aBet' Em

c;ral, dois nricleos formam um par espelho se eles contém o mesmo número de núcleos e se o

iúmero de prótons de um deles é igual ao número de nêutrons do outro. Vimos que os pares

,ip.f,o, têm um papel importante na detehina$o experimental da constante de acoplamento

ãäu¡r.n,o p. Essã importância se deve ao fato de que as forças nucleares sa--o ¡ndçp€ndentes da
-wga, 

neo distinguindo os prótons dos néut¡ons, o que acarreta a identidade entre os estados

iun'¿.*.nt.¡r desæs núcteos, exceto pelo efeito de pequenas diferenças existentes devido às

forças coulombianæ relativamente fracæ se o valor de Z for baixo' Pela mesma r¿zão, os auto'

,lár.s ¿. æus estados fundamentais são quase idênticos, ou æja, æ energias ou as massas de

seus estados fundamentais são aproximad¿rmente as mesmas. Älém disso, as autofunøes e os

autovalores dos primeiros estados excitådos de um par espelho devem ser essencialmente os

mesmos se as forçai nUcleares são independentes da carga' Deve haver então uma corresPon'

dência estreita entre os spins, as paridades e as energias desæs estados nos dois membros do

par espelho. Encontroutaser este realmente o c¡lso. Um exemplo é mostrado na fìgura ló'35'

gu, ,irur.nt. os primeiros estados excitados do 3Li7 e do aBe?. Relações mais complicadas

são encontradas entre os primeiros estadgs excitados de fr¡i¡des eSpelho, como o tBtt, o

eçI2 e o tNtr, e mesmo entfe os integrantes de conjunto maiores de isóbaros (núcleos que

possuem o mesmo valor de .4). Esas relaFes seralo discutidæ sumaf¡amente no capÍtuo se'

guinte, numa seça:o int¡tulada lsospin'

(slz-) 

-

(s12'l-
(712-) 

-ç12-r-(312't-
¡ Lit

- 

(slz-,

- 

(slz-),

¿ 

- 

7tz-)
Èoo
f4

- 

(tl2-'t

-ß12-)

t Bet

'!
i¿:;

S rrcunn 16.35. os primci¡os cstados excitados do par cspelho ¡ Lit e t Bc". A energia do estado fundamen-

: ----"----'"ì ã;-.8."¡; ;;aüdade,cercade0.5 MeVacimadadoesladofundamentaldo¡Li'
'i¡; j-""i¿o ¡ .*tg'" dc repulsalo coulombiana extra que existe no 'Bet '

+' 16.9 FISSÃO E REATORES

AfissãofoidescobertaporHahneStrassmanemlg3g.Usandotécnicasdequímica'
encontraram que o bombar¿cio ¿e urânio por nêutrons produz elementos do meio da tabela

periodica. percebeu-ç imcdiatamente que uma enorme guantidade de energia de ligação pode'
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ria ser liberad a na lìssalo de ¡¡m núcleo de Z elewdo cin dols núclcos de Z intermediário, cfi
conseqtiéncia da redução da cnergia coulombiana positiva. M¿dldes togo após mostreram quc

uma energia da ordem de 200 MeV por fìssão era liberada nessË prooesso e que o ere em grandc

parte sob a forma de energia cinética dos dois /ra3ørentos d¿ fßeV. Mostrou*e também expe.

¡lmentalmente que dbís ou trés néutrons €ram emitidos em cade fisão. F*sa propriedade suge.

ria fortemente q* esr.s nêutrons poderiam induzir outros nticleos de urânio å fìsslfo,Serando

aslm outros nêulrons que induziriam outras fissões, etc., num processo de reaçlÍo em cadek.

Um cálculo trivial mostrava que sc todos os núcleos num bloco de urânio pudesem fissiona¡

numa reaçlfo ein cadeia, a energia tiberada seria - 106 ve¡es maior do que aquela obtida na

queima de um bloco de carvfo ou na explosão de um bloco de dinamite de mesma massa. (Es.

te é o fator l0ó usual, que æ obtém quando compalamos as energias nucleares com as eneryies

atôm¡cas ou moleculares. Devido à escala de tempo extremâmente curtâ que caracteriza o's pro.

ccssos nuclcares, poder.6e-ia esperar que a energia fosse liberada muito mais rapídamente do quc

numa cxplosfo qutniica. As potcncialidadcs de tal fenômeno como uma arma eram óbvias, em

particulai 6evi¿o â iminéncia da Segunda Guerra Mundial. Os eventos que se seguiram dominarn

a hlstória desæ século;contudo, limitarnos€mos, aqui, às apllcaFes pacíficæ da fissão.

Num re¿to¡ nuclear, a fìssf,o ocorre com uma tax¡¡ cuidadosamente controlada. Uma

fonte contínu¡ de energia é, entâo, obtida a partir da en'ergia térmica produzida quando os

fragmentos de lìsfo são detidos pelos materiais do reator. Depois de muitos anos de desen-

volvimento tecnológico, os reatores nucleares torneram-se fontes de energia que são comp€ti-

tivas, ccOnomicamente, com o carvfo ou com o óleo. Eles também sâo fontes importantcs de

isótOpOs instáveis, que não sfo encontrados normalmente nâ natureza, e que sfo usados como

traçadores no diagnóstico de operações de uma variedade de proæssos de interesse medicinal,

biológico, químico ou de engenharia, ou ainda empregado em terapia por radiação. Os isótopos

sâo pioduzidos em reações nuclcares induzidas pelo fluxo intenso dc nêutrens prescntcs no

reatof.
A fisslto ocorre nos núcleos de Z elevado porque a energia dc repulsão coulombiana en.

tre os prótons de um núcleo é consideravelmenle ¡eduzida quando o núcleo se dividc ent dois

outros núcteos menoÍes. A energia de superfície nuclear aumenla nesse processo, mas sua

dcnlribuiçâo é muito menor do que a energia coulombiana e, conseqt¡entemente, o aumento

da energia de superfície nâo altera o fato de ser mais favorável a um núcleo de Z elevado fisio'
nar. A energia coulombiana é mínimizada se o núcleo se divide em dois fragmentos contendo

o mesmo número de prótons; entretanto, essa divisão nlfo é em geral completamente simétri'

ca, devido à preferéncia pelos números mágicos. No exemplo l5ó, usamos os valores experi'

menteis da energia de ligação para mostrar que a energia associada à fissão do e2UtiE é pró'

xima de 200 MeV, Este valor é, aliás, bastante típico da energia de fìssâo para outros isótopos

do urânio.

oÇffi?3?1
FIGURA tó.36. Uma icpresentaçaio esqucmática dâs ctaÍtas cnvolvidas no proccsso da fissã-o nuclca¡.

As etapas envolvidæ na fissão sâ'o indicadas, esquematicamente, pelo conjunto de desr'
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ne ligurâ 16-36, Pode+e ve¡ neles o parâmetro s que caracteriza a evoluçâo da fìsão
'fiûøvés da distância (embora inicialmenle imprecisa) que separa os fiagrnentos de lìsão. A
,t' 6gura 16-37 é um desenho esquemático de lr(s), que representa a parte da encrgia do sistema

que é função de s. Podemos compreender que, pata pequenos aumentos no %loldes,há ume

uriaçfo relativamente pcquena da energia de repulsã'o coulombiana, mas e área superfìcial do

núcleo aumenta rapidamente. De acordo com o modelo da gota líquida, o aumento da área

da superfície produz um aumento de energia superficial. Assim, para pequenos ralores de s,

¡z(s) aumenta à medida que r aumenta. À rædida que s continua â aumentar, um efeito de ten.

sâo superficial produzido pela energia superficial obriga o núcleo a apresenter uma forma em

que duas regiões bem defìnidas são interligadas por um lìno estreitamento. Nesta situãçf,o,
o núcleo eventualmente se separa por completo. Após essa divisão, a enetgia superfìcial
nâoémaisfunçãodese/(s)passaadecresceråmedídaqueraumenta,seguindoodecrés.
cimo da energía de repulsâo coulombiana dos dois fragmentos. Como lz(s) inicialmente aumenta
e em seguida decresce, deve necessariamente apresentar um máximo, Uma araliaçllo baseada no

modelo da gota líquida mostra que, para um núcleo típico de Z elevado, este máximoé cerca

de 6 MeV maior que lz(0). Vimos antcriormentc que t(0) é da ordem de 200 MeV acima de

lz(æ). Concluímos que os núcleos sâo normalmente estáveis com relaçllo à fìssão, pofque se

enconlram, quando têm energia total f = lz(0), no fundo de uma depressão do potencial lz(s).

Â fissdo pode processar-se por intermédio dc penetração em barreira mas, devido å depcndên-

cia exponcncial da massa no cãlculo de penetrabilidade de barreira (6-55), a piobabilidade de

haver uma Íal penetração é muito p€quena quando sâo grandes as massas. Se o e2U238 decafs-

sc apcnüs por esse processo defissoit esponlônea,sua vida-médía seria -lÖr6 anos.

/ f cnrîo
I

- 200 McV

su pcrficia I

Repuluï
cou lonr hia na

i: ; Unr processo muito mais importante é a fissão induzi¿la, quc ocorre habitualmente com
o núcleo por ocasião da caplura dc um néutron de baixa energia. Como a energia de lígação En

''.do últirno ntÂutron em um núcleo <lc Z elevatlo d da ordem de ó McV, nos casos favoráveis o
'.ñúcleo 

logo após a captura possui suficienle cnergia para transpor o pico da barreira de lìssfio.

i Muito freqiicntcmente essa energia dc excilaçâ-o ó utilizada em vibraçõcs coletirras, graças às

¡quais o núcleo se lorna sufìcienlemcrrte alongado c se fissiona. Esse processo assemelha.se ao
'' dc um núclco composto altamente cxcitado, no qual a maior parte de sua energia de excita..Fo 

se cncontra na forma de vibraÇões violentas. À fissfo induzida é, lalvez o melhor exemplo
de movimcntos coletivos que o modclo da gota líquida implica, formando aliás a base domo-
delo coletivo. O processo é indicado em termos dc um diagranta de energia na figura 16.38.
Como vimos ¡o exemplo l5-7, a cnergia de ligaçfo É, dc nôutron para o e2 tJz3s , liberada por

^ 
ló.37. Unr dir¡rrnrr dt'cnergLr para um núclco fissionávcl.
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F¡GIJR.A, 1638. Um diagnrna de energia ilust¡8ndo s fissa-o induzida'

ocâsião da captgra de um n€utron,é c*tca de 6J MeV e' dessa r¡tane¡ra' a fisão Pode ocq¡¡gf

¡¡¡esmo s€ o nêutron capturado possui u¡na energia cinética desprezível. Tal fato tambémé vá'

lido para o ez U233 . Eniretanto, quando o e2 U23E caPtur¿ u¡¡ néutron, aPenas 5 MeV de ener.

$a de ligaÉ'o são liberadqs e ass¡¡n o nêutron precisa ter cerca de I MeV de energia cinética

!ar" pt*ocr a fissão nese núcleo. A diferença entre os comPortamentos desses isótopos pro.

vém õa diferença da energia de emparelhamento, como foi explicado at¡avés do exemplo l5'7.

^

.E
N

Ê
f¡¡

f+

FTGURA 16.39. Um¡ barrei¡a de fisâo com duas co¡cov¡s.

A hipStesc dc quc o núck¡o ante¡ dc fission¡¡*e é esférico no sou estado fundamental simplifiø-u

cnormemente noss¿ discussão sob¡e fissÂo. N¡ ¡eatid¡dc. úmos na scçalo 16€ quc os núcleos de u¡6¡lo ¡fo

elipsoidais noc seus êstados fundamentais - o que significa que mesmo sntes de recebes qualquer cncrglr do '
cxcitaçat.o núcleoJC é um pouco slongado. lsün, por ocasia-o da captu¡¿ de um nêutron, ele recebe cc¡ø do I

6 MeV de energia, torna,¡c rnais alongado, l¡anspõ€ o pico da barreira de fissalo e fissio¡u'se'
Recentemente, têm*e scumulôdo cvidênciss que indicam que r barreira de fissà'o ¡/(s), most¡8ds n¡l

f[uras 16.3? e l6-38, t¿mbem é, provavclrnente, muito sirnplificada e que possui na. ¡e¡l¡dade un¡8 cuP¡¡

corcov¡ mai¡ ou mênor como iniiä¿o na frgura 16-39. No seu eslado fundamental, o núcleo ro cncoo'

ús muito próximo do fundo da dcprcssio mais profunda com Um alongamento de est¡do fund¡mcnl¡l

.l scndo poir c¡tÁvcl, Êxc€to por um proocsso a¡tamente improvóvel de lenetraçío dc bar¡ct¡a' C{lo¡lOr

base¿do¡ no modelo coletivo, iriã ¿, nur" combinaçifo ¡lo modclo da gota líquida com o modelo do c¡'

madas. prevêem ¡ existêncis de uma segunda dcpresâo mcnos profunda' em t/(s), corcspondendo r t¡lt¡

.ìã,ts"'rr"t ¡. ma¡o¡ que s'. Com "rJ 
no"o alorigånìcnto, o núcleo continuariÂ sendo est¡ível. cxcoto P..

ls psnct¡aç¡fo de bð¡roifa, ¡e nâo tivcr nenhum¡ encrgia dc cxcitação' Uma predig¡lo des¡¿¡ cdldol,

' Um¡ tripla corcora foi sugerida muito ri!çcntcmcnte para o Thzt¡. (N. do TJ '
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é gue deveria scr possível coloc¿¡ um núcleo fission'ávcl num estade com alongamento s", no qual permane-

oeria por muito tcmpo. Aþumas experiências com fissalo espontâne¡ fornecem fortes indicat'es de que isso é

w¡dade, O fato desses cálculos se¡em os mesmos que aqueles que predizem o número mágico Z = tl4,
¡nencionado no final da seçalo l6-2, contribuiu signifìcativamente pata que os físicos examinasæm as predi-

ções a respeito de Z = ll4 com bastante æ¡iedade. No que diz respeito à fisão induzida, c presença de uma

åepressa'o mais rasa em f(s) r¡a:o ¡nt¡oduz proravelinentc Srandes alteraÉes'

A possibilidade de usar a fissão para produzjr energia nunr¡l reação em cadeia baseia-se no

fato de que dois ou três nêutrcnE úo emitidos em cada processo de fuúo . Uma idéia de como

isso acontece pode s€r obtid¡ através da fìgura 1640. Nela são rePresentados os valores de Z
e ¡V dos núcleos ma¡s estáveis para cada valor de / (como na fìgura I 5'l I ), constituindo a cha-

rnada curva de estabilidade. O cÍrculo preto maior indica a posição do núcleo fisionáræl e os

dois círculos menores indicam os fragmentos de fissão. Btes fragmentos não são, em geral,

si¡nét¡icos, possu¡ndo um deles a preferência pelos vâlores Z = 5O e N =S2,presumivelmente

Wr razöes energéticö, Entretanto, Os dois fragnentos Possuem aproximadamente a mesma

ruão ZIN que a do núcleo que lhes deu origem. Como seus valores de .4 são muito menores,

vê.5e gue as respect¡vas nzões ZfN sâ'o menores que aquelas correspondentes aos núcleos está-

veis com esses mesmos valores de /. Assim, relativamente, os fragmentos de fisão tendem a ter

neutrons demais. A maior pafte da subseqüente readaPtaç¿Ío dos fragmentos de fìssão ocorre

lentamente através de uma suæssão de decaimentos P, sendo que Parte dese reajuste se ope'

ra no instante mesmo da fissã'o. Parte do decaimento do núcleo comPosto que se fissiona ocor-

re através da evaporação de dois ou trés nêutrons que possuem vários MeV de energia cinética.

A fìgura I ó41 fornece mais informa@es sobre a assimetria dos fragmentos de fiss5o. indicanrlo

a distribuição de seus valores de ¡{.

0 1020304050 lo0tl0t20l30l40l50

FIGURA 1640, Lstc di¡grama ilusua a tendência que os fragmentos de lis!€:o tûm dc possu¡tem um núme¡o

exccssivo dc nêutrons.
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Um outro processo também fesponsável pela Produçã'o de nêutrons, embora Com u¡na

probabilidade pequena (cerca de l% da probabilidade de eû¡issão imediata de nêutrons através

da evaporaçâo dg'núcleo composto excitado) mas de grande importância Por facilitar o contro'
le de um räator, é o de emisúo de nêutrcn| com atraso. como exenrplo, considerafemos o
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plctRAlGlt.oesp€ct¡odemassadosfiagmcnrosproduzidosnafissalodoe¡tÌttt 
rturtrc"'Pu?'equn'

do indu¿ida pol nêutrons de baixa encrgø'

fragrnento de fìssão rsgraz, emissor de etétrons. Deúdo às regras de sele-çâo do decaimento 0'

catc nricleo decai eventualitrente num estado de seu núcleo fìlho !óK¡8?, o quål é sufìciente'

mcnte cxcitaato para n,ovo-."r a emiss¿ro de um nêutron' formando o núcleo€stável 
36Krtó

6o nêutrons que sÍo emiii¿os nessê procÊsso têm um âtraso caractcfístíco da meia'vida do

Jig.Jr, igu¡ i ss s, um outÌo exemploimp-ortante envolve a emissão de nêutrons com atfa'

so?fJ;?;;t;i-p;r;f ee¡çr"rr ou o 5'Xe'r', o número de nêutronsNé respecti'ramente

igual a um número magco iO c 82, mais um. O processo depende então da energia de ligação

iiwlgarmentc baixa que o modelo de camadai prediz em tais êasos'

Emumleatof'ocspalhamentodenêutronspornúcteosdepequenaríassadomodera-
dot, rn^tQtidlque ccfca * 

.*ç* 
;. urânio, faz com. que seja aumentada a probabilirJade de que

os nêutrons emitidos numa geraFo il'dfissâ'o terminem por índuzir a-próxima geração de lìs-

são. os nêutrons pcfdem ,.p"i¿"r.n,. e¡euT em coliøes com os núclcos do moderador e n¿\o

são mais cdpaz*s¿. in¿u¿rîtto no ezg:ãt' Contudo, eles ainda peíiciPam de capturas setn

ffi;" rt"tli *n. vez 9le a mod-eraçtfo.ocorre fora das peças de urânio'Geralrnente

usa€€ como moderador o ;li{t"u a forma .de-.grafite' 
ou '11i, s11 {:'-:.':.lLj",'ål

ääriä:JË|'.'ö: i"u.'.. iä"*ï ä iH f '.o' 
a con diçeo de empre ga' u rán io al ta'

;ï';Ä;.i6o-.* ;uzr s . A ¡ezÃo disso é que o rHr possui utna 8rânde seçlo de cho'

õ'6, õ*. de nêutrons pri. io*tt o I H?, absorrændo entfo néut¡ons que poderiam Pâr'

ticipar da feaçlfo cm..o.r.. I fìnalidade do moderador é a redufo dæ velócidades a fim de

quc seus comprimentos de onda de dc Broglie sr¡.. o, maiores pksí'æis' Graças às proprieda'

des ondulatórias dos nêutrons, suas seções de choque de captura relati\4s a ltm núcleo de raio
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,/ sÍo t¡miradás pelo valor de À e nffo peto wlor de / (ræJa (16'32))' o moderador obr¡ge os

nêutrons a entrarem ., .quititrio térmico na_ temperatura de opctaç:fo do rcator, implican'

do que )\ Þ / e aumentanão conseqüentemente a seç¿fo de choque de captufa 6o erg?3t ao^

relafo aos nëutrons qüe são espalhados em direção às peças de urânlo. A scçfo de choque

orec¡sa ser suficientement, g*nå. para qìre a probabilidade de que um dos dois ou tr€s nêu'

lä", ì,i."ã* em cada fissão induz¡ndo uma outra lìssão seja pelo menos igual a I . Por oca-

sifodaparti<lad.umr,.to,,essaprobabilidadeéfeitaligeiramentesupcrioral.Elaéemse.
l"åt ìiJ"¡tente reduziita, até que seja exatamente igual a I quando o reator etingir o

:il,fbî;-;" teu nr'vel ¿t op"t"ø"' Esses ajustes sâ'o possíveis através da variâção do com'

orimento de banas de cont¡ole inseridas no reator' Estas barras são feitas de núcleos nâ'o

Ë,ä,åîni.,i-."'no o org¡¡'iä, qu. t.ntt.. seção de,choque de captura extremamente grande

paranêutronsdeenergiac,m¡...Taisraloresdaseçãodechoquesa-oorigináriosderesonân.
cias no núcleo composto .¡lir",* nessa região de energia. os nêutrons com.âtfaso facilitam

o controle de um rearor g*är'i r,i"auçãã de^nêutrons na reaçfo.em cadeia somente após

uma constante de tempo iråìu.*.nt. lónga. A energia cinética transferida aos fragmentos

de fisslfo por ocasião da lìsão é convertida em energia i¿tti.t à medida que estes fragmentos

são freados Pelos matefiais do feator, Tipicamente, esse calor é usado para produzir vaport o

qì¿ ".t 
giraiturbinas acopladas a geradores dt:ltlgiÎ elétrica'

Os reatores ,ap*"i:- "riti^^o 
uranio er gire, abundante 99% ne nàtureza' Os n(¡cleos

desses isótopos caPturam ätã;t de baixa^-energia' Não podem fìssionar'se com a ceptura

de nêutrons com essa t":;;:ä;;trc"ìiqi; assim fàrmado é instável c'através de dois

decaimentos É ru..rrinor,'îir.*rornl. no.núcleo_estável 
e4Pu2!e. Este produto fìnal possttl

a mesma propriedade ¿l io'iln"'"t atravcs da captura de nêutrons de baixa energia como

O 
92923s

ÛXEMPLO l6'10

ointcrvalodcrcmpomddiocntrcacmis:*r.orleumnôutronimcdi¡tonumafissa-onointcfiofdcum
tcalor nuclcâr . ' t'ntu'u it'i" neu"on provocando " 

ptå*i*i gttæâo da rcaça-o em cadcia é da o¡dem

clc I 0-t s. (^ mâ¡or 0."" ;;;;;; J gasta na reduçâo. át 
'ut "i"'git 

pclo moderador eté que o nêutron

rtinja o equilíbrio t¿'tito'iU'" l'se rtiutt'ao,pt-t1-t:li- o número de nêut¡ons liwes que s€ €ncontram

nui r.otoi funcionando a um nível de potência de l0! W'

, No cxcmplo t5'6, ";;;ì";s 
que a cncrgia libcrada numa fìssalo produzida por um nêutron ó cer-

" cade
, 

,OO 
""U 

1,6 x l0_rt J _ l0_,r J/nêutron:. t: 2oo Mcv =;*.,o'' * _-l..t.V

, Sc urn nôutlon livrc te m uma vida'mcdia dc - t0-t s antcs tla captua e sc sua caPturâ produz uma energia de

: il;;'d;ïõ:ii' j, utn na"*on liwe é rcsponsívcl pcla potrincia dc

l0-¡¡J/nêutron - l0-i W/nêutron
" lo-t s

. Asim, sc o nívcl dc polôncia do rcalor é P = l0! W' o númcro de nêutrons liwcs é

P l0'w
[t! =- -

P l0-t W/nôutron

Dreedû reactots,no original' (N' do T')
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O enorme númcro (ou fluxo) de nôut¡ons cristcntc num rcr¡lor faz corn quc af" ,.ju ua instrumcnto
muito útil na produçaìo de irítopo¡ in:tíveis situados na p¿rte dc b¡iso Z cm rclaçalo à curva de eslabilidadc
(núclcos cmissorcs de clétrons). Esta produçaio ú rclliz¿d¡¡ ¡t¡¡vés da colocaçaio no intcr¡or do rutor dc 5e¡.
das contcndo isólopos convenicntcnrù¡tc cscolhidos. Os isótopos inst¡ívcis sio lo¡m¡¡dos quando os isótopos
contidos nas sondas captu¡am nêutrons. r

I6.10 FUSÃO E A ORIGEM DOS ELEMENTOS

Encerraremos nosso estudo sobre física rìuclear com unìa discussa--o a respeito da fusão nu-
clear assim como sua panicipação na produça-o dc energia eslelar e de elementos químicos. O
Processo da fusão consiste na formação de u¡n núclco mais estável a partir da reunião de dois
núcleos possuindo baixos valores de A. O aumento da estabilidade vem do fato dc que o valor

del do núcleo formado se encontra mais próximo do valor A = 60. Para o qual aenergiade

ligaçro por núcleo¡l passa por unì nri¡xirno (veja a lìgura l5-10). Dent¡odoco¡ìtexto domode-
lo da gota líquida. a situação pode scr explicadl ¿rgumentando-se que os núcleos cujos valores

de.4 sã'o muito b¡¡ixos possucn¡ unra su¡rerfícic nruito grande. relativanlente aos seus volumes.

para que a estabilidade seja máxima. A cnergia coulombiana aume¡ìla na fusalo. mas seu valor

é muito pequeno para inlped¡r a rcalizaçaìo do processo. jii que núcleos de ,4 pequcno têrn

também Z pequeno.

É razoável atìrmar que fusao é o fenômeno mais importanle na naturezå. A fusão de

núcleos de baixo .á em nrovimento ¡érmico é a fonte de energia do sol. Asim. em última

análise. ele é também a fonte de energia de todos os processos naturais físicos e biológicos so-

bre a Terra. Além disso, há razões para esperar que algunr di¿ a fusão possa ser usada dirett.
mente na Terra para produzir energia num rcator de fusdo. Devido ao fato que grande parte da

superfície da Terra é recoberta por nüres contendo os isótopos de hidrogênio tH' c ¡H2, 
as

reservas de contbustÍvel de núclcos dc baixo z4 serianl qulse inesgotáveis. Unta das diversas

feações polencialmente interessantes para um feator de fusalo térmica é

rH2 + rH2 *2Hc3 *o¿r + 3,2 Mev ( I 6.34)

onde a energia indicada é o valor de Q ù rcaçalo. Porém, é nluito mais difícil construir unl

reator de fusâo do quc unr reator de fisse-o. O probletna rcpousa na barreira coulombiana re.

pulsiva existenle entfc os dois núcleos, a qual neccssita sef tfansposta - ou pelo menos Pe'

netrada - de modo que esscs núcleos sc aproximern o sulìciente a lìm de que as forças nu'
cleares de curto alca¡ìce possam atuar e fundi-los.

I 0-.
l0' lo-t l0ó 10"

F.ncrgiu do dÉulc¡on (cV)

FIGUS^ t642. Scçulo dc choquc dc rca{'a-o rçlativa à fusdr¡ r.lc dois diutcronr. corn a l'ornraçio do 2ller c

dc unl nôutron.
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A fìgura 1642 apreænta a seção de choque para a reação (16-34) em função daenergii

cinética da partícula incidente. Pa¡a valores da energia cinética inferiores a -l0a eV, essa seção

de choque é tão pequena gue não é mensurável. Aliás, mesmo para as energias desa ordem,a

rção de choque é muito pequena, Po¡s a reaøo se Proæssa por intermédio da penetração da

bircfta coulombiana existente entre os núcleos - e que é da ordem de l0ó eV. A menos que

a energia cinét¡ca seja razoavelmente suPeriof a - 10" eV, a seção de choque, e conseqüente-

m€nte a tåxa da reação, será demasiadamente pequena para viabilizår um reator de fisao, No

interior do sol, reaøes similares tealmente ocorrem, s€ndo que a energia cinética das partícu-

læ incidentes é determinada por suas energias térmicas. Esta energia é - kT, onde /c = l0-¿
eYlKé a consta¡tte de Boltzmann e I = lO?Ké a temPerqtura no interior do sol.Então,como

s energia térmica ou cinét¡ca à temperatura existente no interior do sol é de apenas -103 eV,

as reaÉes de fuså'o se process¡lm a urna t¡Dta extfernarnente baixa. Entretanto, apesar da baixa

produtividade de cada uma das reações, o sol consegue produzir g¡andes quantidades de ener-

gi. C."iOo à sua enorme mass¿. Natural¡nente um reator de fus¿o térmica efic¡ente, de dimen-

sões compatíveis com a sua instalaçã'o aqui na Terra, teria gue ter uma produtividade por rea.

ç60 muito ma¡or. Nesse Caso, sua temp€ratura teria que ser suPerior' pelo menos uma ordem

ðe gøndeza, à temperatura no interior do sol! Há meios de atingir tais temPeraturas, mas o
problema res¡de princ¡palmente em corno construir um reciPiente que não seja destrulîo por

essas temperaturas. A mæsa do sol é tão grande que o campo gravitacional proporciona natu-

ralmente esse recipiente. Na Terra, ele precisaria ser feito através de camPos magnéticos capa'

æs de confinar núcleos ca¡regados. Tent¿tivas tém sido feitas no sentido de construir um

recipiente com essas calactefÍsticas, o qual é depois enchido com hidrogênio e aquecido por

intermédio de feixes de laser. Existem algumas indicações de sucesso, embora seu funciona'

mento ocorra em intervalos de tempo muito curtos para que nâo haja destruição do recipiente.

Uma outra técnica consiste em usar laser, extremanrente poderosos caPazes de produzir enor'

t¡¡es energias térmicas em pequenas esferas de material passíve¡s de fusã-o de maneira a Provo'
cår uma reação. Nesse processo, a energia seria produzida numa seqüéncia de exPlosões em

miniatura, sendo em seguida absorvida num recipiente metálico extreÍ¡åmente resistente

que fìcar¡a entalo aguecido. A obtenção da fusão térmica visando à produção de energia na

Terra permanece como um dos grandes desafìos à ci€ncia e å engenharia.

Não há dificuldades em proyocsr a fusã'o na Terra através de nleios outros que o térmi'

co. Pode ser cons€guida com relativa faciüdade através de um cíclotron ou outro acelerador

c paz de fornecer å partÍcuta incidente energia suficiente para vencer a balre¡la coulomb¡a'

na repulsiva entre elae o núcleo atvo. Entretanto,é muito pequena a energia liberada næ fu'
sões relatiramente pouco nurnerosas que são prodruidæ atravCs desse método, sendo mesmo

desprezÍvel quando cornparada com a energ¡a consum¡da pelo acelerador. Dessa forma, parece

não haver espera¡lps no uso de processos não-térm¡cos como fontes el¡cientes de enerS¡a.

Uma fusão-térmica efÌciente tem entretanto ocorrido dururte muito tempo nas estrelas.

Ela é responsável peta energia produzida em todas as estrelas, como tambCm pela produção

de todos os elementos'que ali s€ encontram até o ferro. Acreditate que as estrelas foram ini'
cialmente formadas u p.ttir de um gás de densidade extremamente pequena (- I dtomo/cm3)

que se sa6e existentc no espaço interstclar. O gás é esencialmente fo¡mado de hidrogênio'

contendo cerca de l0% de heúo, que s€ pensa ær originário da fisão do hidrogênio Por oca'

siã'o do åß bang qte ocorreu durante a iormaçeo do universo há cerca de l0ro anos atrás,

e de pequenas quantidades de elementos de Z nuis elevados, Presentes em certas regiões Por
razões que seralo explicadas um pouco r¡a¡s adiante.

Na teoria geralmente aceita do big bang, o universo eletr¡camente neutro teria sido for-

ruudo nu¡na regiâo contendo nôutrons comprimidos a uma densidade extremamente alta. Nos
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pr¡meiros instantes, o æguinte conjunto de proæssos tcria ocorrido

9¡r a t¡¡r 1e *î
t+ tHl .+onl *?
r¡¡t 4ort + tgl +ont +7
e+a+7+l'
1+e+ê

passando a have¡ um equilíbrlo, a tempcratures muito altæ, entre nêutrons, prótons,€létrons,

pósltrons, antinoutrinos e radiação 7. A radiaçfo, "esfriada" pÖr sucessivos deslocamentos

Doppler na subseqäente expansão do sistema, teria constituído a radiaçf,o de corpo negro iso-

trópico de 3K ctija detecçâo reccnte fornece alguma evidéncia experimental sobre a validade da

teoria do bìgbang(veia e seção 1.5).

l{a distribuição de equilíbrio de alta densidade que eistiu por um pequeno intewalo de

tempo antes que o sistema se exPend¡sse, o hélio teria sido formado pelas reações

Cálcutos detalhados, envolvendo seSes de choque referentes a todas as reações desses dois con'

juntos, mostrem que uma quantidade sufìciente de hélio podería ter sido formada para explicar

a abundância de cerca de l0% observada atualmente no espaço interstelar, Os demais 90% de

matéria estariam, de acordo com o que é obserrrado, esencialmente sob a forma de hidrogénio,

pois a maioria dos prótons teria sido formada pclo decaimento p dos nêutrons que se encon-

travam no espaço liwe após a explosfo inicial.
De acordo com o nossô entendimento atual, a prirneira etâpa na formação de uma estre'

la a partir do material gasoso extreñ,Emente rarefeito do espaço. ¡nterstelar envolve alguma es'

pécie de flutuaçCo na densidade. sobre uma grande regiã'o. Néssa flutuaçfo em que há um

aumento de densidade, o gás se concentra formando uñ eglomerado, Se ele for suficiente'

mente grende, uma estabilizaFo é obtida devido å atração gravitacíonel entre os átoÍlos nele

contido e um processo de crucimento é iniciado através da atraçlio de outros átomos. À me'

dída que o aglomerado aumenta, a intensidade crescente das atrações gravitacionais Provocå

um aumento da pressão interna com a conseqúente elevação da teñPerature interna. Quando

e tempefatufa na região central do aglomerado ultrapassa - lQs K, os átomos de hidrogénio

desa região æ ionizam completamente formando um plæma de prótons e etétrons' E quando

a temperatura ultrapassa - l0? K, o movimento térmico dos prótons é tal que têmenergia ci'

nética suficiente para penetrar, embora com uma probabilidade reduzida, na barreira coulom'

biana repulsiva que tende a afastC-tos. (Os lO% de hélio presentes nâo participam nessa etaþa,

devido â temperatura muito baixa para uma p,enetreçâo na barreira coulombiana mais alta qur

envolve esses núcleos.) nssim, ãois prótons iodem iundir'se formando um dêuteron, segundo

a rea$o

tHt +onr - rH2 *7
r ¡¡z .u r¡12 * lrH.r + ont

{tH3 +tHt
2Hel+onl+ IH!+lHr
tH3+tH2* 21¡.44onr
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t¡¡t 4 t¡1t -rH2 +3+v+ol2MeV

onde 012 MeV é a enetgia libeÌada no processo. Como estè processo ¡mplica ,¿rro nume penc.
tfaçâo de barreira quanlo ñe intefsÉo dec¡imcnto p, fraca, ele ocorrp numr texa cxtfrma.
¡nentc baixe, A necesidade de .decaimenlo f provém do fato dc que as forças nuclcercs náo
sto capazes de manter ligado o sistema 2lle2 

1o dipróton) por razôes que serfo explicadas no
próximo capítulo. Embora a taxa de formaçlfo do déuteron seja extremamente baixa, a exis-
têncía de uma grande quantidade deles provoca a formação de grandes concentrações de hélio
através de processos qæ têm uma taxa relaiivamentc alta graças å presença de interaçoes nu-
cleares fortes.

O hélio é formado nas estrelas num ciclo de rea@es chamado ciclo próton-pröfoa, que

cónsiste das duas reações precedentes, seguidas por duas das reações

rH2 + rHr *2Her +7+ 5þ9MeV

e por uma reação nã qual os dois núcleos 2He3 formados se unem da maneira seguinte

'lle3 + zHe! *2lle4 + t¡¡r 4 t¡¡t + l2,86Mev

Levando enr consideraçlÍo os I Ol MeV liberados cada vez que um dos dois pósitrons se aniquila

ao encontrar um elétron, a energia total liberada num ciclo é 26,72 MeV. Contudo, unl pouco

mais de l% dessa energia é liberado da estrela pelos dois neutrinos. O restante, mais a contrã-

çã'o gravitacional, continua a aquecer o interior da estrela.

Quando a densidar,lc de hélio (incluindo o hélio inicialr¡ænle presente) na região cen-

tral do aglomerado que se transformou em estrela se torna sulìcientemente alta, o carbono

pode ser formado. O que ocorre é que dois núcleos de 2He4 se combinam para formar o o 
Be8.

Esse núcleo pode, entâo. combinar+e com um oulro 2He4. para formar o óCr2, à condiçfo
de que cssa segund:r reação ocorra logo após a printeira. lsto porque o oBes não é estável,

decaindo de votta em dois 2Heo em cerca de l0-rs s,a menos que haja captura de umte¡-
ceiro 2f leo. A taxa dessa reaçai quc paruce improv:Ível seria essencialmente zrro, se não fos.

se a existência de um estado excitado do "Cr2 a unra energia de 7,ó5 MeV. Quando a temPe-

ratura é da ordcm de 108 K. existe uma ¡essonância nessa reação fazendo com que a seçâo de

choque aumente substancialrnentc, uma vcz que as energias cinéticas dos três núcleos de 2He4

envolvidos. mais o valo¡ de Q, sã-o iguais à energia do estado excitado do 6Cr2. Processos

simplcs envolvendo a adiçalo sucessiva de núcteons ao 2Heo nlio intervêm na formaçfo de ele-

mentos com zl maiores que 4, porque tais processos são impedidos pela complela instabilidade

de núcleos com I = 5.

Quando uma quantidade suficicnte de c¿rbono tiver sido formada no núcleo de esttela,

a principal fontc de produçeo de cnergia passa a ser o ciclo do carbono, no qual o ca¡bono tem

unr papel de catalisador (ou seja, reaparecc no final do ciclo) para ajudar a fusäo de quatro
lHt em um 2 lleo e diversos pósitrons, neulrinos e raios 7. O ciclo do carbono consists no se'

guinte conjunto de reaço-es

6Cr2 + I Ht + ?Nr3 + f + 1,94 MeV

?Nr3 +6cr3 + erv* l,2oMev
óCrr + rHr + ?Nr4 +7+ 7,55 MeV

?Nra + rHr +8Or5 +7+7,29MeY
Eots + ?Nrs + ë * v * 1,73 Mev
TNts + rllr +óCt2 +2lie4 +4,96MeV
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Contando a energia liberada com a aniquilação dos dois pósitrons, a energia total tiberada e¡¡
um ciclo é 26,72 MeV, exatafi¡ente a rrÉsû¡a que em um c¡clo próton-próton. No ciclo do cu.
bono, um pouco mais de 5% {a energta é perdida pela estrela através da emisfo dos doi¡
neutrinos formados em decaimento É de energia mais alta. A taxa ægundo a qual o ciclo do
carbono ocor¡e é muito maíor do que a taxa referente ao ciclo próton-próton; a razão disso

é qæ nenhuma etapa do ciclo do ca¡bono é tão lenta quanto I primeira etapa do ciclo pró.
ton-préton, O sol, no $eu desenvoly¡mento, einda não atingiu s etaFa na qual o ciclo dq ca¡.

bono é o processo mais importurte na produçfo de energia, embora eústa uma PequÊna pa¡.

cela dese cido se processando. Em uma estrela com unra nussa aproximadamente maior do

qræ duas massas solares, a contração gravitacional é muito rápida e a temperatura na regi&
c€nt¡al atir¡ge rapidamente o valor - lOE K neces¿frio para a formação do c¿¡bono e Provoca¡
o aparecirncnto de seu ciclo,

À ¡rrdida que a concentraçy'o do núcleo dæ estrelæ aumenta, sua temperatura iguåI.

rEnte au¡r¡ent8 e clerpntos nuis pesados do que o ca¡bono começam a se¡ formados. Irúcíal.
nænte,isoserealizaatravésdecapturassucessivasde2He4 peloóClz,formandoocOló,em
seguida o ¡0Ne2o e após o trMg2a, 

Quando a temperatura at¡nge finalmente loe K,eses nú.
cleos posræm energia térmica sufìciente para trar¡spor su'c ba¡reiræ coulombianas, formando
diretarænte núcleos de A pu até o 2óFe5ó. Os núcleos com valores deA ímgat comparáveis

a esæs podem ser formados guando núcleos de,{ par sã'o forçados por turbulências a sair do

núcleo da est¡ela para as partes extemas nais friæ onde o ciclo próton-próton ainda s€ praces-

sa. Nessa zona ma¡s externa podem ocorrer reaÉes do tipo

r0¡r:oalHl+¡lNa2l +7
¡lNa2l+loNe2l+ã+y

Algwrs desæs núcleos de/ ímpar podem entllo participar de reações produtoras de.nêutrons,

Um exemplo de u¡na dessas reafes é

toNe2l + 2Het * lzMg2a + or¡l

Os elenrentos mais pesados do que o ferro não podern ser fo¡mados por fusão, porque têm

r¡lo¡es de z{ superiores s A = 60 para o qual a energia de ligação por núcleon Passa Por u¡n

máximo: aci¡na do valo¡,{ = ó0, a repulsão coulombiana entre os prótons torna-se tão grar¡d€

quc scspturadeumnúcleopor umoutro não é mais favo¡ecid¿ energeticamente. Entretanto,ela
é cerBmente favorecida no c¡rso da captura de um nêutron pof um núcleo, urn¡¡ vez que esse

processo libe¡c = 6 MeV corespondente à energia de ligação do nêutron, Os núcleos até o
E3¡¡2oe são formados por urna sucessâ'o de capturas de néutronse decaimento ß,apartitdo
zE¡.tó. Os nêut¡ons são proyen¡entes de reações, como a mencionada no exernplo acima, c o

decaimento p ocone quurdo for nccesá¡io reajustar para um valor estdvel a razÍo ZIA deum
núcleo. As abundânciæ dos núcleos formados através de um¿ suc€ssfo de capturas de nêutron

sifo inve¡sanpnte proporcionais às respectivæ seções de choqræ média da captura de nêutrons;

esta módia deve se¡ feita sobre a distribuição térmica de energia dos nêutrons existente nessas

altísimas tcmperaturas. Observe que, s€ um núcleo tem uma grande seção de choque de caPtura

de nëutrof¡, é grande a probabilidade de gue capture um nêutron e se converta em um outro

núcleo. A abur¡dância dos elementos no s¡$tcn¡a solu pode ser inferida furdamentalnBnte a

partir da composis'o do sol obærvada næ medídas dos espectros atômicos e, também, a partif

da produçÍo de ¡aios cós¡nicos interceptados na Tera. Outros dados sfo igualmente obtidos
em riteteor¡lo$, como também a partir da composição da própria Te¡¡a. A cu¡va de aburdâ¡rci¡
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do ferro até o bismuto foi apreæntada na figura l5-1. Essa curva é muito puecida com o inve¡-
so da cr¡rva de æ$o de droque de captr¡ra de nêut¡ons, Em média, a æção de ctroque aumenra

i*" 1a r sbpr¡d.ância deøasce), à medida quc o \¡alor do ¿{ do núcleo aumenta, simplesnrnte porqw',' 
9 ¡úcleo s€ torna c:;dÃvez ¡naio¡. Existem, entretanto, alguru desvios pronunciados desa mé-
dia devido a efeitos de subcamadæ completas sobre 8s afinidades dos nêut¡ons e sob¡e as

4ergas de ligação, a¡i quâis, por sua,vez, modifìcam as seções de choque de captura de nêu-
ffor¡s.

O elemento rnais pesado qræ pode ser formado pelo proceso de captura de nêut¡ons -
aqui discutido - é o bismuto. A rczlo disso é qræ, quando o a3 g¡zoe captura um nêutron, ele

så tfaf¡sfomia no E3 
3¡2 

t 0 c, em segu¡ds, por decairnento c, se transforma no e t '¡'¡20e - o qual

tern r¡Íta meia-vida de apegas cinco dias. Esse decainBnto é tão rápido græ ocoûe antes que

haja tempo para que o c3Bi3¡0 captr¡re uûr outro nêutron pertencente ao fluxo mode¡ado de

¡êutrons nor¡n¡l¡oente ex¡st€ote nusu estrela.

Quando algumas estrelæ começan a atingir o finel de stus údas, após terem esgotado

quase completamente sr¡as reservas de hidrogênio, o "calor nuclear" qræ é gerado na su.¡¡ re.
giÍo cæntral nÍo é sufÌciente para evitar um colapso gravitacional extremamente rápido. Essas

est¡elas então explodem em algruu ægundos com ur¡ra tremenda violëncia, produjndo um
er¡orme fluxo de nêutrons. O exemplo mais espetacula¡ de uma dessæ wpørovas, já docu.

æntådo pela história, é dado por uma estrela vista brilha¡ com ta¡ intensidade em 1054 D. C.
qræ foi possírtl obærrá-la por r¡sr ctuto período em pleno dia, Os ¡e-síduos desa estrela for-
rum hoje a cl¡a¡rudanebr¡losa do Carurgæjo. Acrediþ-se qræ os elementos mais pesados do que

o.bismuto sejan forordos a partû dlo E3Bi20e por cåpturas sr¡cesivas de n€ut¡ons provenien-

les do intenso fh¡co dc r¡êutro¡¡s criado numa supernova, Nesæ carc, o proæsso é tão rápido
que o decaimenlo o 6o t33¡tt0 é Íneleva¡rte.

A disctssão que acabamos de apresentar sobre a história da vida de uma estrela pressu-

põe qtæ sua composig,ão original seja uuricamente uma m¡stua de 90% de hidrogênio mais
l0% de hélio. Existe¡n vários exemplos dessas est¡elas de 'þrimeira gera$o". Também há
muitos exemglos de estrelæ de *segunda" ou "terçeira geraç5o", æ gruis se supõem forma-

das parcialmento por resíduoc de supemovas - o sol é um exemplo. Nesæ estrelæ os elemen'

. tos pesados estarão prescntes c, na realidade, devem ser razoavelmente aburidantes,, mesmoj ar¡tes qræ æja atingida I €tapa em qu o ciclo do c¿rbono constitru a fonte principal de ener'

i ea.
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QUESTÕES

Dê uma explicaç.lio qualitativa sobre como uma partícula d Pode penetfar em uma ba¡rei'

ra coulombiana.

Qual seria o efeilo sobre as vidas-médias de decaimento a' e, conseqüentemente, sobre

as abundâncias terrestfes, dos elementos compreendidos enlre A = 200 e I = 260, se não

existissem os números mágicos, Ou seja, se as energias de decaimento c da fìgura l6't
seguissem o comportamenrá geral predito pela fórmula de massa semi+mpírica?

Exisle uma séria radioativa 4n * 4'!

Quais seriam os locais propícios para a procufa de lraços do elemento superpesado

Z = ll0,A = 294 prcvisto teoricarnente?

Construa uma figura iluslrando um caso no qual existam três núcleos estáveis por rlecai'

mento P com o mesmo valor de '4 Par'

Ëxplique por que a emissÍIo rlc uma partícula. com as propriedades postuladas por Parrli.

elirnirra as dilìculdldes rclativas iro monlenlo angular no decai¡nento p. Ii cont relação

¡ìr dificultllrdcs lclarlvas ilo rll()rncnl() linear'l

De que nraneira os neutrinos e antineutrinos se diferenciam dos fótons, se para todos eles

a crrga e a massâ de repouso sa-o nulas'

como vocé cxplica o fato de serem os elétrons cmitidos pelos núcleos por ocasião do de'

cti¡nento É, sc através do exemplo 6.6 mostramos que nfo existem elétrons no n(rcleo?

Na experiência de Wu, qual é a direçâo do campo magnético aplicado para alinhar os nú'

clcos se o fenômeno é observado (a) direlamente; (b) através dc uma reflcxão num espe'

lho? E o que se pode diz¡¡ sobre o sentido do fluxo de corrente no en¡olamento do elc'

troímã que produz esse camPo?

considere, na experiência de wu, a observaçâo através de umespelho.hofizontal situa'

do embaixo do núcleo, ao invés de um espelho verticat situado ao lado do núcleo. Ex'

plique como ôs argumenros no texro poderiam ser modifìcados, mas, modificados dc tal

maneira. que conduzam às mesmas conclusões.

.As moléculas de açúcar têm uma helicidade bem definida. Qual é a origem dessa proprie'

dade?

Considere os momentos monopolares, dipolares e quadrupolares elétricos e maBnéticos

de um nrlcleo. Encontrou-se ,igu.. u.r, para cada um deles, um valor constante nfo

nulo? E com um valor oscilante? Explique por que alguns de¡ses casos podem nâ'o ocof'

rer e corno os núcleons se comportam nos casos em que ocorrem'

3.

4.

t0.

I l.

t2.

24.
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13.

14.

r6.

17.

18.

20.

A radiaçøo dipolar cldtrica é emitida çom ume configuraçfo espacial quc lhe é caracte.
rística (veja o Asndice B). Este fato lhe sugerc umâ tdcnlca expcrlmental visando r de.
terminação do tipo de radiação emitida durante um decaimenro 7? euais seriam as difì.
culdatles no uso dessa técnic¿?

Nos decaimentos ? corr.espondentes a transi$es ent.re estados êxcitados, cujas energias
de exçitação são da ordem ou inferior a I MeV, e o estado fundamental, as radÍaç6es
dipolares elétricas são raramente observadas. Use o modelo de camadæ para explicar
esse frto.

Prediga, com base no modelo de camadas, as regiões da tabela periódica nas quais os
primeiros estados excitados dos núcleos possuem vidas-médias particularmente longas
com relação ao decaimento 7.

Suponha que uma medida de desdobramento híperfino fomeça o resultado de que o
spin do estado fundamental de um núcleo seja i = 312. Nesse caso, quais os valores possf-
veis de I da súbcamada ocupada pelo núcleo responsável pelo spin? Que outra infor-
mação especificaria qual desses valores é o valor real? O que se poderia medir para obter
essa informação?

Explique exatâmente por que o potencial do modelo ótico, experimentado por um nú.
cleon incidente de 50 MeV de energia ao interagir com um núcleo, é diferentc do poten.
cial do modelo de camadas sentido por um dos núcleons do próprio núcleo. Como vooê

imagina que seja o potencial do modelo ólico para um núcleon incidente com 5 MeV
de energia?

Por que é mais fácil para um núcleon incidente penetrar em um núcleo do que um dos
núcleons do núcleo escapar após a primeira colisão do núcleon incidente?

Quais são as diferenças entre um estado de partícula independente e um estado de muitas
partículas? Como eles æ relacionam? E em relação aos estados de decaimento 7?

Se o núcleo composto lozn64 se esquece dos detalhes de sua formaçáo, ele nfo deveria

saber se foi formado atraræs do bombardeio de prótons sobre o ?eCu63 ou de partícutas a
sobre o zr¡¡eo, supondo que os mesmos eslados de muitas partículas tenham sido exci-

tados. Imagine umaexperiência paià testar essa prediçalo.

Especifìque a diferença, se houver, entre uma dcformação elipsoidal permanente em um

núcleo, tal como ela é vista no estado fundamental e nos primeiros estados ex.citados de
muitos núcleons com Z par, lÍ par, e um momento quadrupolar elétrico nuclear.

Por que é ¡azoável esfæraf que a distribuição espacial de prótons em um núcleo é apro.

ximadamente a mesma que a distribuiçáo espacial de nêutrons?

Os reatorcs nucleares sãO partiCularmente convenientes para a produçfo de energie em

submarinos. Dê razões quejustifìquem esa conveniência'

Vocc é capaz de imaginar, ainda que grosseiramenle, uma confìguraçãt rle campos magné-

ticos que pudesse confinar os núcleos num reatòr de fusão térmica?
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25. Por que é impossírel a dois prótons se fu¡rdirem, como na pfimeirâ etapa do ciclo próton-'

próton, sem que haja siniultaneamente um dccaimento p?

O qw acontece com os raios 7 que são e¡nitidos rìas reâçÕes nucleares nas cstrelas durante

o ciclo próton-próton ou o ciclo do carborro?

Como æria possível utilizar e¡n nosso planeta um detector de neutrinos para descobrir se

as reações dOminantes no c€ntro do sol pertencem ao ciclo próton-próton ou ao ciclo

do cubono?

26.

27.

766

't67

PROBLEMAS

(a) Use a fórmula de massa semi+¡trptrica para predizer a energia do decaimento a do
E3 3¡2ro . (Sugebtão: Utiliz€ a rnassa atômica de 2 Hea indicada na tabela l5-l .) (b) Compa-

re seu resultado com a enorgia de decaimento c apresentada na fìgura I 6'1 .

Deduza (164), relacionando a vida-média com a taxa de decaimento.

Deduza (16-5), relacionando a vida'média com a meia'virla.

Núcleos instáveis, de tax¿ de decaimento R, estão ændo produzidos com u¡na taxå cons-

ta¡rte / em reapes nucleares ¡nduzidas por projéteis acelerados num cíclotron. Se o pro'

€esso de produÉo começa em t = 0, calcule o número desses núcleons existentes em

I = l. (Sugestâ'o: A equação a ser resoläda é obtida reescrevendo (16'2) na fo:,;¡v dNfdt =

-lÍR e adicionando*e / ao segundo membro. Como vocé ¡nterPreta esta expressão?)

Demof¡stre a ralidade de (16ó), exPlessão que em equilíbrio radioativo ¡elaciona os nú'

rneros de deca¡¡ncnto. (Sr.rgestão: Escrew um coniunto de equa$es semelhante a(16'2).
A primeira dessas equa$es é exatamente igual a (t62), cnquånto que æ demais conte'm

dois termos simila¡es no ægundo membro. Mostre então que (16ó) é uma soluçâo dessas

equaÉes com a cond¡Éo de que a tâxa de decaimento do núcleo pai æja pequena em

comparação corn a,s taxas de decaimento dos núcleos fìlhos.)

O eoTh232 æ desexcita por decaimento c no seu primeiro núcleo filho 88Ra228. Obser'

va-se q¡¡e uma folha muito fura contendo 1,0 g de eo'Ih232 emite partículæ c provenien-

tes desse decaimento à tÐø de 4100/s. Use eses resultados pala mostr¡lf qræ a meia'vida

¿o eo'¡L212 ê de 1,2 x loro anos.

O s2pb2og é descendente fìnal estável da serie radioativa cujo núcleo pai é o e0Th232

(ræja a fìgura 16.5). A meia.vida desse núcleo é 1,4 x l0ro anos. Verifìcou6e ql¡€numa

amostra de minério de tório contendo I þ de eo Th232 existia também 200 g de 8z p6z0a .

(a) Supondo que todo$ os núcleos ¿. tzp6zoa desæ minério tenham sido formados pelo

àr.¡-.nto 6i ro'¡tzrr e quo nenhum deles tenha sido perdido, calcule a idade dessa

a¡nostfa; ou s€ja, calcule quantos anos deconeram desde que o tório foi 
_concentrado

nesse minério e çqmeçou o deca¡mento em equilibrio. (b) Existe um total de æis par'

tículæ c emitidas no dec¿imento da série radioativa. Supondo que um número desprezi

vel delas poss¿ escapaf do minério devido a sua esPessufa, determine a quantidade de

hélio originário do dèca¡mqnto que se encontra n¿ amostfa' (c) O primeiro nf¡cleo filho da

série, o ao¡"rro, decai Com urnå meia-v¡da de 5,? anos no núcleo filho æguinte, o
8e ¿a22s. Determine a quaritidade 6a 8a ¡r2za que æ deve encontf¿u n¿ amostra.

(a) conhecem.se apenæ três elementos (z = 12, 13 e 14) que possuem A=27.Utiliz'ea
fórmula de massa ærni+rnpírica para determinar os lores de Z desses Ëlementos sobre

a parábola de massa coffesponde;te a A = 27 (Sugestão: É ape nas necesário estimar os

termos da fórmula que dependam explicitamente de z.) (b) Qual é o valof de z que



9.

coresponde ao núcleo estável? (c) Determine os tipos de dcceimento, assim como ¿¡

cnergias de decaimento, para os decaimentos P dos dois nrlcleos instáveis.

No exemplo 16-3 foi visto que o decaimento É do aBe? ao lL¡? ooore epenas por..p .1i,

tr¡ra eletrônice, uma tez.que a diferença de massa atômica é 0,00093u, ralor este infe. l'
rlo¡ ao dobro da massa de reporso de um clétron. Conside¡o um núcteo de a Be?, inicial. ' I

tÌæntc em repouso, que capture um clétron .K c er¡rite um ncutrino, (a) Estirne a velo.

cidade de recuo do nrlcleo após te¡minads o ptoccsso. (Sugestfo: A energia de recuo

do núcleo é desprezível.) (b) Sugra uma técnica para evidenciar e captura elelrônica.

10. A tabela abaixo apreænte tr€s valores determinados experimentalmente de um espectlo

de momento R @") correspondente à emissllo de elétrons durante o decaimento p de ¡¡¡
núcleo de Z pouco elerado.

R@) 37s soo 250

(a) Faça um diagrama Kurie desæs valores. (b) Extrapote cntÍo a currr¡¡ Para encontrar

a extiemidade superibr Kfu do cspectro, determinando entlo â energia de decaimento

E.

Vários exemplos de núcleos iniciais e finais em dec¿imentos p, asim como os spins e

paridades de seu estados fundamentais, são apresentados ab¿ixo. Para cada decaimento

cntre estados fundamentais, verifìque se ele é permitido pelas regras de seleção de Fermi

ou de Gamow-Teller. No caso de havet proibição estime aproximadamenle o fator de

inibiçáo da taxa de decaimento. (a) 2He6 (0+) t tut 1l+¡' (b) 4Bet0 (0+) + sgto

(3+);(c) t6S3t 
1372+¡* 

rtCltt 
13¡2*',¡t(d) 

r'yt' (t12-)+noZrt, 15¡2+¡.

(a) Usando a informação dada através de (16-16), ¡elativa ao decaimento É do nêutron,

determine o 'ralor fr pa:n esse decaimento. (b) Compare esse resultado com o valor

calculado no exemplo 164.

(a) tJse o valor f? obt¡do no problema 12 para estimar o ralor de constante de deøi'
rnento É. (b) Compare esse ralor com aquele estimado no exemplo 16-5. (c) Como sc

pode justilìcar a hipóteæ de que o elemento de matriz nuclea¡ é esencialmente igual

à unidade no caso de decaimento I do nêutron?

Considere um conjunto de cargas positivas movendo-se numa regif,o confìnada, como

prótons em um núcleo, c interagindo com um câmpo extemo de radiaçâ'o eletromag'

nética. A densidade de carga sendo p, a densidade de corrente será -pu, onde u é a velo'

cidade caracterfstic¿ das cergas em movimento. Mostre que a energia de interação entre

o momento dipolar magnético das cargæ e o campo magnético extemo é-ulcvezesrne'
nor do que a energia de interaçâo entre o momento dipolar elétrico e o campo elétrico

cxtemo. Uma vez que os ralores dos elementos de matriz correspondentes à radiaçfo

dipolar magnética e à ¡adiaÉo dipolar elétrica são propotcionais a essas energias de inte'

ra$o e como as taxas de transiç.¿to são proporcionais aos "quadrados" dos elementos

P¿ 2,g 4,g 6g
mc

ll.

12.

t3.

14.

768 769

t6.

t7.

18.

de matriz, e taxa de transiç.lio dipolar magnética é menor do que a taxa de transiçtfo di.
polar elétrica por um fator da o¡dem de -(vlc),. (Sugestfo:(i) Mostrc quc a razfo entre
as energias de interaçfo é igul ao produto da razlfo entre os momentos dipolares magné.
tico e etétrico e da t,atÃo entre as intensidades dos campos magnético e elétrico. (ii) fu.
gumente que a razão entre os momentos dipolares magnético e clétrico é lgual à |?'zão
entre a densidade de correntes e a densidade de carga. (iii) Estime a razfo entre as in.
tensidades dos campos magnético e elétrico para a radiaçlo eletromagnCtica no vácuo.)

Conside¡e um conjunto de cargas positivas q movendo*e em uma região de dimensões
lineares -r' e interagindo com â componente elélrica de um campo externo de radiação
eletroñagnética de comprimento de onda -L. Mostre que a energia de interaçã'o entre o
momento quadrupolar elétrico das cargas e o campo eldtrico externo é -rt l\,vezes menor
do que a energia de interação entre o momento dipotar elétrico e o campo elétrico ex-
temo. Devido às razões indicadas no problema t4, esse resultado leva å concluslfo de que
a taxa de transiçfo quadrupolar elétrica é menor do que a taxa de trensiçlo dipolar elétrí-
ca por um fator da o¡dem de - (r'/À)'. (Sugestão: (i) Considere um cåmpo elétrico senoi-
dalE=E6sen2n(xflt-ur).(ii)AenergiadodipoloelétricoéoprodutodeEpeloseu
momento dipolar - qr'. (iii) A enprgia do momento qtudrupolar elétrico é ðEfòx vezes

seu moiúento quadrupolar - q/7,)

Os spins e as paridades do estado fundamental e dos dois primeiros estados excitados do
ó2Smr52 são, respectivamente, 0+, 2+ e l-. Determine os tipos de radiaçáo emitida
por ocasião do decaimento 7 entre esses estados.

Verifìque que a parte das regras de seleção de decaimento 7 que relaciona I aos spins nu-
cleares traduz a necessidade da conservaçfo do momenlo angular. Usc o fato de que um
raio 7, emitido durante uma transição de multipolaridade Z, transporta Z unidades de

momento angular.

Demonstre que æ integrais em (16-26) e (16-27), que representam componentes dos ele-

fi¡entos de m,atríz quadrupolar elétrico e dipolar magnético, são nulas, a menos que os

estados nucleares inicial e fìnal tenham a mesma paridade.

Considere uma experiência de absorção ressonante em que o emissor e o absorvente nfo
se encontram em temp€raturas baixas e onde estão sendo observadas transi$es entre o
primeiro estado excitado e o estado fundamental ¿o ?7¡ttet, tal como foi ilustrado no

exemplo 16-7,(a) Calcule qual a rælocidade que deve ser imprimida ao emisor afìmde
obter um deslocamento Doppler sufìciente para compensar o recuo dos nrlcleos emisso-

res e absorventes de tal forma que a absorção ressonante possa ser realizada. (b) Seria

possível obter esa velocidade desejada, colocando+e o emissor sobre a parede interna de

ume centrifugadora? (c) Uma ressonância extremamente bem definida poderia ser obti'
da segundo esse proceso?

20. Areação rHr +3Li?+48e7 +onr éalgumasvez¡susadaparaproduzirnêutronsmono-
energéticos de uma fonte de prótons monoenergéticos, O valor deQdareação é -1,64
MeV. Se um alvo de rLí? é bombardeado por um feixe de prótons de 5 MeV,a que ân-
gulo (em relação ao feixe) nêutrons de 2,5 MeV salo emitidos?

21. Use os valores de Q das trés rea@es apresentadas abaixo para calcular a energia dísponível
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para o decaimento P do 
l.l 

ttt t .

t¡¡z I tsprt + r4sj2e + 2He4

t ¡¡z .r tr5¡er r tc5¡30 1 I ¡¡t
tH2 + las¡3o + r4si3r + lHl

0 = 8,158 MeV

0 = 8,388 MeV

Q= 4,364MeY

23.

24.

22. .Consídere uma autofunção onda Progrcssiva unidi¡nensional

ú(x)= ëk' onde *=,/zm(tZhtn

Suponha que o potencial V æja complexo, podendo ær escrito sob a forma V = Vp + íVr,

(a) Mostre que /< æ torna complexo, podendo æ escrever,t = ka * íh. (b) Mostre entto

que a amplitude da onda progressiva é unu fiurção exponencial decrescente de ¡. Auto.
fiurções como esta sã'o usadæ na descrição da absorç5o de partículas que atravessamo po.

tencial do modelo ötico complexo. (c) A que distância a densidade de probabilidade asso.

ciada decrescerá de um lalor lle?

A seção de choque total de fìssão do e2U23s relativa a nêutrons incidentes de I MeVé

aproxir¡tadamente igual a I bn. & um desses nêutrons atfavessa uma lâmina uniforme

de eru235 e de mæsa por unidade de área igual a t0"¡ kg/m2, qual é a probabilidade de

que produza uma fissão?

Qu¿ndo um feixe de l0- E A constituÍdo por prótons de 17 MeV incide sobre uma folha

alvo de 2eCuó3 de nussa por uidado de área igual a lO-2 kg/m2, observa-s- que, num

detectof de l0-5 m2 de área, distante I m do alvo e situado a 30" em relação ao feixe

incidente, são detectados 240 prótons espalhados elasticamente por minuto. Dete¡mine

o valor da seção de choque diferencial.

Há uma resonância na seção de choque para néutronsincidentessobre e2U23s paraa

qual se determinou o seguinte conjunto de parâmetros Breit'Wigner: E¡= 0,29 eV; f =

0,140 eV; F¿ = 0905 eV. (a) Mostre que I = ln * l' e então determine Fr. (b) Calcule

a æção de choque total de reação, o.(E), no pico da ressonância. Resultados experimen'

tais most¡am que cerca de 75% de or(E¡) correspondem à fìssõo. (c) Calcule a vida'média

do núcleo composto formado nessa ¡essonância,

As energias e os spins dos quatro primeiros estados excitados do ?2 Hf¡ 80 
são : 0,093 MeV'

i = 2; 0,309 MeV, í = 4; O,641 MeV, t' = ó; 1,085 MeV, i = 8. (a) Qual é o acordo entre æ

razões dessas energias e as prediço'es de (16-33)? Use esta equação pa¡a esti¡nar o m0'

rpnto de iné¡cia do núcleo.

(a) Use (15-16) Gom @ = 0 para calcular a energia perdida por um neutron de fisão de

I MeV ao ser espalhado elast¡camente, sob um ângulo típico de 90o, por um núcleo de

óCrt 
"sado como moderador em um reator nuclear. (b) Qual será a perda de eneryiz

nu¡n espalhamento a 90", quando sru energia tiver sido reduzjda a 0001 MeV? (c) Em

média, qual deve æ¡ sua energia sc se encontrar em equilíbrio térmico a urna temPeratu'

ra operacional de 500K? (d) Estime o núme¡o de espalhamentos necessário prralßzet
o néutron até o equilíbrio térmico.

25.

26.

a1

770 771

28 Compare a energia liberada, por guilograma de combrstível consumido, na reação de
fusã'o térmica indicada em (16-34) com aqræla obtida com a fisão do e2 

U23s .
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A lista, desde então, jí aumentou e ac¡editate na existência de æis quarks' (N' do T')

P artículas Elementares

l7.r INTRODUçÃO

Este capítulo se inicia com uma discusão qrølitatira, |¡ias bastante completa' sobre as

forças nucleares gue agem entre dois núcleons. o assunto situa-se na frontei¡a entfe os caln'

þ, Au fiti.. nuclear e-da físic¿ de partículæ elementares e a sua análise constitui um mcio na'

iural de abordar o estudo de todæ æ partículas elementa¡es. Ao longo de noso estudo, obte'

remos também uma visã'o global das propriedades b¿isic¿s, asim como dæ inter'relações, das in'

tsrações fundamentais e dæ leis de consenação da natureza'

A história da físic¿ guântica pode ser vista como uma seqüência de sondagens, cada vez

¿'bm uma resolução maio¡, da natufeza microscópica da matéria' A primeira etapa foi a des'

iÏ '*Urrt. de que a matéria é composta de ærca de 90 átomos diferentes. Nessa ocasião, os átö'

},*' "1- cón¡iaer¡a3¡ 1*o.s'1ao æ.n{iculas:!T:1i:''^!9-t':T"Íi:i::::'"Îå::i:
g,i J*i¡.. indivisível.) Descobriuee ¿epois que os átomos eram constitu¡dos de núcleos e

Htät¿tånr. Em seguida encontrou* que ôs núcleos eram constituídos de nêutrons e prótons'

fi.o 6,¿g¡o, tr-avia uma situâÉo bastante satisfatória - toda a matéria apuecia como sendo
túorport. 

ãe váriæ combina@es de um pequeno núme¡o de pa¡¡ lculæ elementa¡es: o néutron,
tó ;;-d;. o .uuon. Contudo, descobriu+c em seguida qræ existiam os mésons ¡r. Esta des'
'ö¡Ûerta foi suc¿dida pela descoberta de vá¡ios outros mésons conelatos e de um grande nú.

h; dr Attr.ulæ relcion¿¿as com os próprios prótons e nêutrons. Atulmente, o número

A; ildü ;rcr.nt"r., tàrnou*e no\¿mente tão grande que é razoável especular se podem

å, æ¡ tmpostas de váriæ combinapes de um pequeno conjrurto de partíc¡læ ain^da mais ele-
14,-i*-r.,-i ^^-^ .^ ^o"^ dnc írnmos Para fìnaliz^r o caoítulo e o liwo, faremos umai *"i;; -;;; o;;" no c¡¡so dos átomos. Para fìnalizar o capítulo e o liwo, faremos uma

!i rüscrssao sobre o que pode ser o começo da última etapa dessa seqüência-: o postulado de que

i exist. u¡¡ .on¡*to de três partículæ, ihamadæ quarks, que seriam verdadci¡amente elementa'



l7-2 FORçAS NUCLEÔNICAS

Em noso estudo sobre os núcleos, obtivcmoS informaçôes sobre as forças nucleares

âtuam entfe Os núCleOns, que Chamaremos de fOrças nucleôníCaS'. ComO Os núcleOS sÍo

dados em termos de modelos. e como nos modelos não é explícito o comportamento detalha

do dessæ forças, noso aprendizado timitou+e a algumas de suæ caracterfsticas gerais, que s{o:

l. As forças nucleônicas são fortes, A energia associada com essas forças é maior I ou 2

ordens de grandeudo que aquela æsociada às forças eletromågnéticâs;ela é tambémcercad6

12 ordens de grandeza maior que aquela associada ao decaimento p e cerca de 40 ordens de

grandeza meior que à æsociada com æ forps gravitacionais'

2. As forçæ nucleônicas sîo de anrto alcdnce. Anulam+e praticamente para distâncias su. :ì.,

þríores a 2 F; æsim, dois núcleons que se cruzam a uma distância maior do que esse alcancc ;li

nâO intelagem através da força nucleônica.

3. As forçæ nucteônicas slo attal¡vds. Se não fossem atrativas, os núcleos não deveriam

existir, uma vez que os núcleons n¿to Permaneceriam ligados uns eos outros.

4. As forças nucleônicas são independentes da carga. Uma evidência em favor desse com.

portarnento é dada pela tendéncia que os núcleos de Z pouco elerado'têm de possuir y'y' = ¿,

æsim como as semelhanças existentes entre os primeiros nÍveis de energia dos pares de núcleos

cspelhos.

5. As forças nucleônicæ sturum-se. Por este termo descreræ-æ o fato de um núcleon

em um n(rcleo iípico experimentar interações atrativas com ap€nas um nrimero limitado de où-

tros núcleons. Isto deve ser rærdade pois, de outfa forma, a energia de ligação média por nú'

cleon AEft seria proporcio nal a A ao invés de ser como é, ou seja, aproximadamente indepen'

dente de /.

Na apresentafo acima, a maior parte dæ informafes sobre forças nucleônicas foi obti'

da a partii de estudos de sistemas complicados, como é o caso de um núcleo típico. Outras

informaç6es mais detalhadas são obtidas através da análise de sistemas mais simples contendo

apenas dois núcleons, nos quais æ forçæ nucleônicas apresentam efeitos que podem ser obscr'

vados mais diretem€nte. O mais simples desses sistemas é o estado fundamental do nrlcleo de

daûério tH2, ou dêuteron, formado Por um próton e um n€ut¡on ligados entre si pela forp

nucleônica. Nosso objetivo nessa seção será o estudo desæ sistema, bem como o de outrcs

sistemas contendo dois nricleons não ligados. Com o propósito de evitar cálctrlos compliødos

de mecánica quântica, manteremos uma discusslio apenæ qualitatira, Nfo obstante, seremos

c¡lpazes de ver como as análises de ærtas exp€riéncias críticas têm sido usadas na determina'

çfõ das forçæ nucleônicas. No finat desta seção faremos um resumo contendo uma decrlt''o

iuantitativa dos æpectos mais importantes dessas propriedades. Na seção seguinte, conside¡a'

remos a teoria mesônica para explicar a origem das forçæ nucleônicæ.

O estado fundamental do dêuteron é ca¡acterizado pelas seguintes quantidades determl'

nadas experimentalmente :

Energia de ligação: AE= 2,22MeY
Spin nuclear: i= I
Paridade nuclear: Positiva
Momento dipolar magrrético:¡r = +0,857¡rn
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Emprega+e também ô lermo lorças nucle¿¡es. (N. do T.)
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Momento quadrupolaÌ elétrico:4 = 2,7 x l0-3r m2

Raio à meía altura da distribuição de carga:ø = 2,1 F
'' r O fato de que o dêuteron possui um rnomento quadrupolar elétrico nfo nulo signifìca

.düe sua funçlfo densidade de probabilidade nâo é esfericamente simétrica. Isto nosdizimedia-

t'am.ntu que o potencial nricleon-núcleon, que determina a força que atua entre os dois nti.

cteons, também nfo C esfericamente simétrico. O fato importante é que todos os potenciais es-

fericamente simétrlcos possuem autofunções I = 0 Para os seus estados fundamentals e que as

funt'es densidade de probabilidade conespondentes a essas autofunções sã'o todæ elas esferl-

camente simétricas (um exemplo é o potencial coulombiano e o estado fundamental esferlca.

mente sim¿trico do átomo com um elétron). Entretanto o desvio observado com relaçáo a essa

sirnetria esférica não é grande.

A medida dcste desvio é a quant idadc q /r't (veia figu¡a 15.20). que possui um ralor de aptoximada-

ncnte 6% se conside¡a¡mos / igual ao ¡aio à meia attura a da disttibuição de cargr, Cálculos mostram que

o'Ãàr.nto quadrupolar elétrico medido pode ser reproduzido teoricamente se o dêuteron permaneccr 96%

de scu tcmpo em um estado t = 0 e 4% de seu tcmpo em um eslado I = 2. lissr m¡stura de eledos também

rep.oduz . pâridade positiea um8 r'ez que, para ambos estados componcnles, I é Pa¡' Corno o spin nucler

de seu estado fundamental é l, ambos os eslados componentes precisam ter / = l. Os diagmmas de adiçalo

wtoriål da frgura l?-l ilustram ss rclat'es entre os númerosquánticosr€/emambososestados,mostrândo

que nos doisìasos os spins int¡ínsccos do próton e do nêutron sfo essencialmenle paralelos e que o número

iuånt ico que especifica o momento angular de spin intrínscco lotal ó s = l. Em notaçat especttoscópica, o

.strdodominani"étói, eoestedomenosprovávelétD,.{Oíndicesuperiorforneceovalordc2s+l¡
r letra lndicâ o v¿lor ddl, scndo que S significa l=0.Psignifica t= l,D significa r= 2,êtc.io fndlcc infe¡io¡

fornece o valor dc /.) Os cálculos também mof ram quc essa mistura de cslados rcproduz o momenlo dipolar

magnétìco medido, ¡ = +0,857pn. Este talo¡ difcre de ccrca de 3% daquele que seria obtido se o dêutc¡on

possuísse um cstado !.S, puro, com os spins do próton e do nôutron cssencialmcnle paralelos e stm movimen'

lo orbital; observc que nesse estado ¡¡ scria exatámenlc a soma dos momentos dipohÌes magndticos do próton

edonêutron: +2,7896¡tn- l,9l03lr-+0,sTg3lr.Concluimosdcssasconsirferaçõesqueopotenclalnú'
cleon-núclcon na:o é exaiamcnte um potenciâl esfcricamente simétrico, uma vcz que não ærresponde a um

,rr¿o i"na".ental S pulo para o dêuteron. Entretanto, como a quântidade dc cstado D quc ele exige é

i. p€quena, a assimet¡ia ão poicncial deve scr pequena. Para a maioria das finalidadcs, cssa assimet¡ie pode

i:r scr ignotâda,

'11;:
tD,

t=0

,= ,1 
1,= 
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FIGURA l7-t. Diagramas dc adiçâo vetoÌiål mollando os números quânticos dos momentos angulares de

spin (s), orb¡tal (/i e rotat (/) dos dois estados comlrcncntes do dóu-tc¡on' N9 efado dominan'

te,t=0.como¡ì=¡,¿neásá¡io¡=lparacssc;íado'Ânotat'oespeclroscópicadesecs'
tadoé!S,.Oc;tadomcnosprovivclcorrcspondcal=2'Como/=l'étambémnecess&io
que J = I . Èste segundo cstado d desþnado por t D, '

Vamos entâo corfsiderar o dêute¡on como sendo um sistema no qual os núcleons são li'
gados num estado 3.S¡ de um potencial núcleon-núclcon I(r) esfericamente simétrico, onde r
é a distância entre seus centroì. Esse potencial determina a força que atua entÍe os dois nú'

cleons. AJguma informação sobre ele é obtida investigando se à energia de seu estado fundamen'
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tal correspondc a unla energia dc ligação igual ao valor medido LE = 2,22 MeV. Informaç6ç¡

adicionais são obtidas investigando também se a autofunção do estado fundamental corres.

ponde a um¡aio à meia alturardc distribuiçlo de cuga igual ao valor medidoa = 2,1 F. $¡sg
dois valores experimentais nfo sâ'o sulìcientcs para determinar a forma do potencial núcleon.

núcleon, isto é, para determinar a depcndóncia radial da funçáo I(r). Se, no entanto, supuser.

mos por simplicidade que V(r) tem a forma de um poço quadrado, como mostta a fìgura 172. 'l:
então oraio/ e aprofundidade I/esão detcrminados como sendo aproximadamente iguaisa2F ii'

:-f^--^ - l::e a 40 MeV. Valores mais precisos ærão fornecidos após a introdução de outras informapss 
.ir

experimentais capazes de determinar um pouco melhor a forma do potencial. Aliás, pode$ .,

também ræ¡itìcar que um potencial que reproduz os valores de AE e s lem a propriedade de .

ter æu estado fundamental como sendo o único estado ligado (veja a fìgura I7-2). Fste resul. ,

tado concorda com o fato verificado experimentalmente de que o déuterori nã'o apresent¿ .'

cstados excitados ligados.

FICURA l7-2.Um potencial poço quadrado de raio ¡' c de profundidade /o I æu estado funda¡nenta¡ co¡-
responde ¿ um autoìalor de encrgb de lþag-o AE.Pa¡¿ o dêute¡on, esse estado éo únio e+
tado lþado ao potencial

_ Vimos que os spins do próton e do nêutron são esæncialmente paralelos num estàdo liga-

do 'S¡ do dêute¡on. Sabemos que náo existem déuterons ligados nos quais os spins dos nú.

cleo$ s€jam esæncialmente antiparalelos, isto é, num estado r.S6, pois até o presente momen-
to nenhu¡n déuteron foi obærvado com um spin nuclea¡ nulo indicando que pudesse estar nur¡¡

tal estado. Qual é a ruzão da auência de um estado ligado rso? Umaexplica$o posívelseria
a de qæ o potencíal uicleon-núcleon ë dependente do spín, sendo sensiielmente maís lracv
qiß¡tù os dois núcleons ínteragem com spìns essencialmente ant¡Wralelos lnum estado single'
te/. Se o potencial é sufìcientemente fraco para impedir que os núcleons formem um sisteÍa
ligado, a arsência do estado ligado tSo pode ser explicada. (Um potencial unidimensional pos
sui pelo menos urn estado ligado, nÍo ¡mportü¡do quão fiaco ete seja, porque a autofunçáo po.

de penetru profundamente nas regiõcs proibidas classiçamente de ambos os lados da região de

ligago. Entretanto, deúdo às d¡ferentes geometrias da autofunção, um potencial tridimensio'
nal pode ter aPonas um estado ligado se ele for sufìcientemente forte. Tal fato pod€ ser com'
preendido através da inspeçeo da forma de rß(r) para o estado.g mais baixo de um poço quadra'

do tridimensional, forma esa ilustrada na fìg,ura 15.17. Como ¡R(r) = 0 em ¡ = 0, essa funçlb
precisa ter u¡Ra curvatura sufìciente dent¡o da região de ligação para tomar posfvel uma

concordância com uma função exponencial decrescente na região proibida. Isto por sua vez in'

778

ffinfr. O*, pafa uma certa largura, a regiã=o de liga$'o seja suficientemente profwrda.) Uma
trl 

l,,¡¿¿ni¡. qualitativa adicional apoiando a idéia da dependência com o spin do potencial nú'

" cleon-núcleon é dada pela ausénc¡a de um estado ligado para um sistema de dois prótons ou

de dois n€utrors. Neses dois sistemas o princípio de exclusão exige que eles se apresentem

nurn estado r.50, no qual os spins dos dois núcleons idêntic¡s sejam esencialmente antiPara'

lelos. Neste estado, o potencial é possivelmente muito fraco para permitir uma ligaÉo.

Evidências guantitativas da dependência com o spin do potencial nucleon'núcleon são

obt¡das através daanálise de dados correspondentes ao espalhamento por prótons, de nêutrons

nÍo ligados e de pequ€na energia cinética. Se as orientações dos spins dos néutrons do feixe

incidente e dos prótons no alvo de espalhamento são distribuídas aleatoriamente, então os

quatro estados de spin possíveis do sistema de dois núcleons serão igualmente prováveis. Bses

n,¡l.onr estarão na ma¡or part€ das vezes (três vezes em quatro) interagindo em um dos três

estados 
3.i, (estados tripletes nos gruis os spins dos núcleons se encontram esencialmente

puatelos, ændo que o spin total pode tqr três diferentes componentes z: -h,0, *h). ocasio-

orlrrn,r (uma vez em quatro), os núcteons estarâ'o interagindo no estado ¡.Sq (estado singlete

no qual os spins dos núcleons se encontram essencialmente antiparalelos, sendo que o spin to'

tal tem apenas uma ûlica componente z que é nula), A seçlÍo de chogue total de espalhamento

o, que é proporcional à probabilidadc total de que o néutron seja espalhado por um próton'

é apreæntada na figura 17.3. Como algumas das ¡ntera$es ocorrem no estado singlete, estes

dados fornecem informações gue, ao ærem analisadas, mostram que o Potencial correspon'

dente ao estado singlete é cetø de 40% mais fraco do que o Potenc¡al correspondente ao t¡i'
plete. Isto é, se ambos os potenc¡ais são Poços quadrados de mesmo raio, a profundidade é

ærca de 40% menor para o potencial correspondente ao estado singlete. Concluímos asim

qræ o potencial núcleon-núcleon depende realmente da orientação rel"tiva dos spins dos dois

núcleons que interagem.

lo2 l0r
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F¡GURA l7-3.Valores medllos da seção de choque total ø de espalhamento de nêutfons por prótons' os

valores são apresentadoi em funçalo da energia do nêut¡on incidente'

A informaç5o quantitativa sobfe a dependência com o spin é confìrmada pela análise

rlo espalhamento ae EOtons de baixa energia por outros prótons. Dessa airálise também re'

sulta¡n noy¿s evidências consql¡dando a idéia de qtte o potenciøl rucleon'rwcleon ë Índependen'

te da csryai isto é, n¿fo há diferenças se se tfatam de prótOns ou de nêutrons' O fato esen'

cial é que o potencial núcleon.núcleon que reproduz os valores medidos da seção de choque

7',t9



de cspalhamento nêutron.próton também fcproduz os ralôrcs da æçâo dc droqræ dc
lharnento próton.próton. Isto rião signifìca que ß sG$cs dc choqrr scJarn æ mesmt. No
pdhâmento próton.próton, o potencid coulombiano, que cdstc além do potencial
núcleon, afeta o espalhamento €m ângulos pequ.nos e o princfpio de exclusfo també¡n
o cspalhamcnto pois provoca a supress¿Ío de certos €stados quÁntlcos.

O espalhamento de um núclcon de baixa cnergia por um outro núcleon n¿fo fomccr
informações sobre a forma do potcncial nricleon-núcleon, Obscn¡¡do cm um sistcna de ¡ç:
fe¡€ncia no qual o centro de messa do sistcma é cstacionário, o espalhamento é indcpcndcnh
do ângulo, ou seja, é tsotróplco. Asim, a æçfo dc choquc diferendrl de cspalhamento do/de,
que é proporciond å probabilidade de cspalhamento aos diferentet ångulos, é a mesma pa¡
todos os ângulos ncssc sistema de refer€ncia. A scçfo de choque difercncial fornecc entfo aprc.

nas uma informaçlo expcrimcntal que é o valor mcdido dedoldfu. Bta quantidade medida¡c.
¡á usada pera determiner apenas o valo¡ de uma única quantidade teórica que é a intensidarlo

do potencial (qtc ê V6t'7 pera um potencial tipo poço quadrado).A tæão pla qual o espallu.

mento é isotrópico nesse sistcma de referência, chamado referencial do centro de massa, é qu,
em energiæ baixas, o comprimento de onda tr de de Brogtie associado ao espalhamcnto é
muito maio¡ do qræ o raio / do potencial associado ås forçæ que produrem o espalhamento.
Sc À >> ,t, eîtão a separaçfo angular entre dois mfnimos adjaccntes da fìgfua de difraçfo no
espalhamento é, segundo (154), e = l/' )) I . Como o intery¿lo angular de cspalhagrcnto é

ePenas Í, essa desigualdade traduz cssencialmentc a ausêncla dc mlnlmos. Em out¡as pdauæ,
o potencial aparece para a onda incidentc como scndo um ponto c, tssim, o cspalhrmcnto !ó
pode ær isotrópico. Sc a energia do núcleon espalhado for cntretanto sufìcicntementc eltâ pers

que À seja menor do que ,/, entlfo 0 =1,/r'( l. Nessæ circunstilncias, a fìgura de difraçfo tc.
rá estrutura e doldll coriterá informa$es sobre a forma do potenc¡al que provoca o espalha.

mento. Dessa maneira, apenes ruicleons de alta enetgia têm pder de resoluçño wficíentepøa
serem sondas elîcíentes no estudo das fonrus do potencial nuclæn-núcleor Mostra¡emos no
cxemplo l7-2 que se o raio do potencial é considerado como sendo igual a 2F, podemos cs.

P€rar que a æçllo de chogue diferencial de cspalhamento dofdî deixe de ser isotróplca quan.
do a energia cinética do nrlcleon incidente for superior a - 40 MeV.

As prímeiræ experiéncias de espalhamento n€utron-próton de ¡lta cnergia foram efetua.
das com nêutrons incidentes possuindo cnergia cinétice de 90 McV. Esperavarc que umr tal
cxperiência pudesse fornecer informações sobre a dependênda radial do potencial nucleônlco,
Ílâs, como vcremos, ela na realidade nos cnsina sobre um aspcsto diferente da forma dcste
potencial. Espcravate também que a seç.¿fo de choquc diferenciel do espalhamento do/d0, ti'u.
se uma forma parecida com uma fìgura dc difraçlto, na qual do/dQ eumentasse à medida qw ol
ângulos de cspalhamento fossem diminuindo. A, ¡azão pela qual se cspcreva esa preferénch
pelos ângulos dianteiros é indic¿da na figura 174. Se a profundídade do potencial núcleon.

Angulo de

espelhemento
Momenrorinar 

:' å:i:råî
Momento inicial

FIGURA lT4.llustraçâo mostrândo por que o ânguto de espathamento deve ser pequeno se um núclæné
. espalhâdo por um potcncial ayaz de transférir ao núcleon rpênas um momento æjo nó'

dulo é pequeno em comparaçalo corn o momento inlciâ1. Estã é a situaçir'o quc se csperarh
cn@ntrar no caso da cnergia cinética do núcleon ser muito maior do que a profundidedc
do potencial.

780

lz(r) é sensivelmente menor do que a energia cinética do nêut¡on.incidentc, o mo.
'm¿nto linear máximo que o potencial pode transferi¡ ao n€utron tem um môdulo que é sen.

hltnent. menor do que o módulo de seu monæ¡to linear inlcial. Nessas circunstâncias, uma

I

I

I

I

q¡ande variaçeo na direçâo ito momento linear do nëutron nllo seria possíræ1. A fìgura l7-5

iostra a dofdî detennnada experimentalmente para um espalhamento nêutron-próton a

öô UrV. Fstes resultadosr como de hábito, sfo apresentados no refercncial do cent¡o de massa.

^Dsrt1 
superior da fìgura l7{ ilustra que, no referencial do centro de massa, o argumento

,rirpntr¿o conduz à previsfo de uma preferëncia pelos ângulos diânteiros. Entretanto as me.

did., rortr.r que doldl para o espalhameilo nêufion'próton é aproxítrudamente símêtrì-

ú em reldçdo ao ângulo de espallamento de 90" , Verifìcou¡e pois uma preferência acenttrada

para gfandes ângulos de espalhamento.
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FIGUR l7.5.Valo¡es expe¡imentais da seçalo de choque dife¡encial doldn de Gspalhâmcnto de néutrons

por prótonì. A cnergia dos nêut¡ons incidentcs é de 90 MeV. Os dados râ:o oblidos em um

¡eferencialnoqualoalvodepótonsseencontfavaemlepoulo.Ele¡foramemsegulda
tfansposros p.r, u'n out¡o refcrcncial no qual o centfo de m¡ssa do silema é estacionário.

^ 
quantidade 0n¡y é o ânguto de espalhamenlo do nôut¡on nestc silcms'

A parte inferior da fìgura t7{ representa a interpretação física sobre a orlgemda prefe'

rência constatada pelo espalhamento em grandes ângulos. Nd metade dos casos aproximada'

meile o nêutron se transforma num próton e o próton em um nêutron, quando os dois n(¡'

cleons se aproximam sufìCientemente. Embora o momento transferido em cada espalhamento

se¡a pequeno, quando a troce ocone eta tem por efcito produzir um grande ângulo de espalha-

mdnio. 
-Numa 

ieçeo posterior, vcfemos que tanto um nôutron podc se transfo¡mar num pró'

ton, através da emissãO de um méson carregado eletricamente, como um próton pode se trans'

formar em um nêutron através da absorção desse mesmo méson'

Uma interpretação mais formal dãs resultados obtidos nas experiências de espalhamento

nêutron-próton é que o potencial nricleon-núcleon I/ que produz o espalhamento tem uma

foima que pode ser escritaaproximadamente por

Vb\ + VO\P
V = -:-:--'--':-2

(r7-l)
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F¡GURA l7ó.Parte vpeilor: Espalhamento nêutron-próton visro no referencial do cent¡o de massa. Se æ
energias cinéticas dos núcleons saìo grandes em comparaçaìo com a profundidade do poço
de potencial, os monentos t¡ansferidos sa:o pequenos, o quc inrplica que os ângulos de
espalhamento do próton e do nêutron tambdm o æjzm, Porte inferbr: tdem, para um cs.
palhamento no qual durante a inte¡a@ o nêut¡on tenhe se t¡ansfo¡mado em próton e viæ.
versa. Embora os momentos t¡ansfc¡idos ainda sejam pequenos, a operaça:o de t¡oc¿ faz con
que os ångulos de espalhamento sejam grandcs,

onde P é vm operador de troca que transforma um próton em um néutron e um nêutron num

próton e onde V(r) é o potencial núcleon-núcleon ordinário já discutido anteriormente. Opo'

tencial núcleon-núcleon I/ assim constituÍdo participa de expressões ligadas à seção de choque

de espalhamento através do elemento de matriz

Úi vÚ¡

onde úi é a autofunção que dcscreve o sistema néutron-próton inicial (antes do espalhamento)e

úfé o complexo conjugado da autofunção correspondente ao sistema nêutron-próton fìnal

(após o espalhamento). Assim, é intercssante considerar a quântidade

i

,i
,ì

v(r)

2

1\

I,l

/'i

.' ,¡
_).'
\. ,ì

,',=\rc#fr,=
a qual pode ser reescrita sob a forma

v(r)
Vþ,=¿þt+,1

VO\
lt,+ --:Ptr,2'

vbli r*, (t7.2)

\.,.:
.ft

onde o número quântico / foi wado para indexar o momento angular orbital do sistenra inicial.
Conro uma trocí¡ entre o nôutron c o próton dc ¡nasas iguais é equivalente a urtu troc¿ tle si'

nais das coordenadas que cspccilìcaln suas posiç<lcs rclûtivas a utna origcm s¡tuada no cent¡<¡ do

massa do sistema, a opcraçã'o dc troc¡r é cquivalcrrtc, ncssas circunstâncias particulares. à op'
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iY øclo paÄdade. Conæqüentemente, a retação habitual (847) entre o número quântíco rnoræn-
':i 1o'srgular orbital e puidade é aplicável, o qtre resulta

P{t= (-\tþ,

tsto é, a paridade de uma autofunfo ú¡ de um potencial esfericamente simétrico é positiva æ

i'ïo, p r,'" é negatirra æ I for ímpar. Asirn, o operador paridade (ou operador de troca) man'

Lr r .utof*çAo inalterada na segunda Pafcela do segundo membro de (17'2)' se I for par, e

produz uma ¡nversão de sinal desa paræla æ I for ímpar' Temos ehtão qw

,,¡,, = f, v, +| w r = Wü v<,1v,

Deste resultado podemos ver gue o potencial núcleon-núclcon pode ær escrito aproximada'

rnente, æm o uso do operadOr de troca, nuÍla forma denominada potencial de Se¡ber

v =\Ðvç'¡ (t7.3)

Observe qw V = 0 æ I for ímpar. Concluímos que o potencÍal núcleon'núcleondependefor'

lemente do momento angulat otbítal dos dois núcleons que ínteragem, Eendo este medido

no reÍerencial do cen¡o de ¡nsssø. O potencial é aproxítrudamente nulo quardo o twmero

qwântico do momento angubr orbital I tem um valor lmpar' (Veremos Posteriormentc que

V = 0 para um valor ímpar de , somente se for efetruda uma média de seu efeito sobre todos

os estados quiânticos correspondentes a esæ valor de /, como é o cæo da maíoria das situa{es.)

,'¿
:.;
IL
,4
it-,.1,

)
FIGI;R.A, l7.7,Dois núcleons, cada qual com um momento lineå¡ do módulo p, c¡uzando'se a u¡n¡ distán'

. c t t/ . cada um dos núcleons possui um momçnto sngula¡ orbital d. .99"1o pt/ 12 em rclz'

ça:o ao centro iltassa do sistema' O módulo do mõmento aryula¡ orbitat do sisteme fo¡-

mado por esses dois ¡ítcløns é L = P¡"

Umargumentocláss¡co,ilutradopelafiguralT.Tnoreferencialdocentrodemassa'
''mostra 

gue existe um¿ expressão pÍ¡ra o tnaiof,valor possível do momento urgulu orbital'L

, de um sistema de dois núcleons de momento linear p qræ interagem' t *!:::* é L = pt/ 
'

onde r, é a sepafação rnáXim¿ segu¡ldo a qual os do¡s núcleons podem interagir e que é igual

ao alcançe da força nucleônica ou igual ao raio do potencial núcleon'nrlcleon' como L rela'

ciona.se com o n{¡mero quântico I através da expressão ¡ = t/T(TT)h' torna'se fácil araliar'

ö;; ffi;d"t ¡è i, o ,alor ¡náximo possível l'.* do número quântico em fun$o dos

momentos lineares ou das energias cinéticæ dos dois núcleons'
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EXEMPLO I7.I
Dols núcleons intcragem com uma força nuclcônlcr cujo alcancc é / = 2OF' num clado cm q¡.

númcro quântico do momcnto angular possui o æu maior ralor possfwl. Sccslcralorélr"r= l,qu¡lú0r,Ê

rer a cnergb clndtica dc cada núcleon no refserrcial do ccnlro dc mar¡a? Qurl a energh cinétlcs tot¡ln!$Ê
mesmo sistema? Dctc¡mine a encrgb cinética do núclcon incidcnte (cm um feixe) no ¡eferencial do

tório. ou scja, num sistema dc refe¡ência no qual o outro núcleon se encontre inicialmente em sepous
(em um a¡vo).

Na expresäo

lntrcduzindo o ralo¡ l= l** = l, tcmos

Pol outro ledo

ou seJa

¿=¡T(Tjs

z, =7ìlïîT¡r'=.,Ær,

L=pl

t ,/î¡
P=-=-

l' ,/

Entfo r cnc4la cinética de cada núcleon no refetenchl do centlo de massa (CM) é

p' 2hr
K =- =-2M 2Mr'1

(1,05 x l0-r J's)¡
= 1,6 x l0-r¡ J

1,7 x1011 kg x (2,0 x l0-rr m)'

= l0 McV

A energia cinética total nesse ¡cfetenci¡l é simplesmente

(rot"t 
CM = 2( = 20 MeV

N¿lo cx¡stc dificuldade em molfe¡ quc, numa colisa-o, se os dois núcleons possuem a mesfna me3e,

r ene4i¡ cinética do que se mover com feleÉ'o a um rcferencial no qusl o outro núcleon se cncontrâ iniclål'

mente em repousor é o dobro da energia cinética tolal em rclaçalo ro rcferenchl do centro de massa. Asim,
a energia do núcleon incidente é

Kincidente = 2Ktotal cM = 4o M"v

Ê,XEMPLO l7-2

Mostfequeacondiça.ol."x=0éequiralenteàcondiça.oo=l\þ.Þl'aqualimplicaqueaseça:o
de choque diferencial de espalhamento doldll *ia isot¡ópica.

De acordo com o cílculo efctuado no ixernplo l?-1, notamosquc 3caenerglacinéticaKdcc¡da
núcleon no referencial do centro de massa é infc¡ior a - l0 MeV, enlaT câdâ um delcs terá um momcntop

tel que

rt¡hp<_=:_
¡' J2m',

784 785

seja

oodemos então consid€¡ar que

h_ > r[_2"
ptt

Usândo a relaçalo de de Broghe PaIa estimar o comprimento de onda À dos núcleons a pefik dC scüS mO'

mentos P, obtemos

À_
-> ^/2¡

À

->>l

De ecofdo com (154), a scparaçaio ent¡e dois mfni¡nos adjacentes na figura de esPelhamento é 0 = \I/, o

que nos Permite escrever

u =lrr,
r'

Como foi mencionâdo há aþumas páginas atrás, esa dcsigualdade significa que nlfo ex¡stem mínimos,ou seja'

fr; ; "ç"-" 
de choque ¿U*nlúl ¿Ë 

"çalhamento 
iloltlç. é isotrópica. Vimos no exempto l?'l quc f = 10

üeV é a'conai6o jara rer 1."* = ¡ lsupondo que o alcance da força nucleônic¡ sda r'=2F).Assim.para

tr < l0 Mev apenas poaität tet lr"* = 0' Mostramos dessa fo¡m¿ que lt", = 0 é equit¡¿lcnte a

0 ='\l¡' )) l.
concluímos no exemplo l?-l que, quando a cnefgi¿ de cada núcteon é l0 MeV no ¡cferenchl do

cent¡o de masså, â encr8ia cinética do núcleon incidcnte no ¡eferencial do laboratótio é 40 MeV' Podcmos

eäa-o tamUém concluirlue devemos csper¡ú que dolda * afale de uma disrribuição ¡sotrópicá somcnte

q"rìl.l .i"rer, cinótica ¡o núctcon inciàcnrc for iguat ou superio¡ a ce¡ca de 40 Mev. a

o

.o
o

€
o

c
a

It
c
þ
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FIGUR l7-g. valo¡es expcrimentais da seça;o de choqu e dilercncizl do ldo pata o cspalhamento próton'pró'

ton.0sistemade¡cfcrðnciaconsidcfadoéorefe¡cncialdocentfodemassa.Acnagbdos
prótons incidentes ó de 330 McV'
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O exemplo l7-l mostra que, para um potencial núcleon'núcleon de raio r' = 2F,
lrn"* = 0 a menos que a energíð cinética de cada um dos dois núcleons que interagem seja supc.

rior a cerca de l0 MeV no referencial do centro dc massa. Cálculos aniílogos mostram que

Ir"* = t, a menos que essas enerËias sejam superiores a cerca de 30 MeV e que Imax = 2, a Åe.
nos que elas excedam c€rca de 60 MeV. (Todos estes valores são apenas aproximados, uma ve¿

gw eles sâo determinados a partir de argumentos semiclássicos.) Consideremos agora um par

de núcleons em um núcleo, onde a soma de suas energias cinétiøs no referencial de seu cent¡o

de mass¿ geralmente nã'o ultrapassa 30 MeV. Logo eles interagem habitualmente entre s¡ apenas

nosestadosl=0el=l.EntretantoopotencialdeSerbcr(17-3)daproximadamentenulo
pafal = l. Conseqüentemente os núcleons em um núcleo na realidade interagem fortemente

entre si em apenas metade dos estados quânticos entre aqueles que as considerações de mo-

mento urgular (asim como as considerações do princípio de exclusão, se eles são da mesma

esffcie) permitiriam contfibuir às interações tota¡s. Esta propriedade do potencial núcleon.

núcleon contribui para que as forças nucleônicas se saturem, pois, devido a ela, a força nucleô.

nica atrat¡va é suprimida em r¡¡etade das interações. Entretanto, para obter a saturaç.á'o - com.

portåmento que foi mencionado no início desta seção e que é responsável por uma das mais

básicas propriedades do núcleo - é necesvário que algumas das forças nucleotricas sejarn rcprri.

sirras, ou seja, é necessário haver uma parte repulsiva no potencíal núcleon'núcleon.

O estudo do espalhamento próton-próton no caso de energias relativamente altæ mos.

trou que a dependéncia radial do potencial nricleon-núcleon é tal que existe uma regiÍo re-

pulsira no seu centro. A fìgura l?.8 apreænta a seção de choque diferencialdo/dQ,expressa

no referencial do centro de massa e obtida experimentalmente, referente ao espalhamento de

prótons de 330 MeV por um alvo de prótons. Apenas os ângulos entre 0o e 90o sâ'o apresenta.

dos.Asimetriadosistemadedoisprótonsimplica qucdoldùsejasimétricaemrelaçãoa90',
qualquer que æja a forma do potencial núcle<¡n.núclcon,já que para cada próton espalhado em

um ângulo 0, no outro é nec¿ssariamcnte espalhado em um ângulo 180" - 0. Para ángulos in-

feriores a - lO',do/dQ segue a dependéncia angular muito rápida do espalhamento coulom-

bíano. Nesa região angular, a distância de aproximação mÍnima durante a interação é maio¡

do que o alcance das forças nucleônicas. Para ángulos maiores, os espalhamentos envolvem

co[sões mais próximas nas quais as forças nucleônicas dominam e encontrou-se que dofdl'
paru o espølha.mento próton-próton é essencialmente iwrrópica.

Esta isotropia surpreendente do espalhamento próton-próton de alta energia foi mos'

trada por Jast¡ow como prova da s,istêncis de um caroço forÍemente repulsivo no polenciûl

ruicleon-nuclean, Ou seja, o potencial tem uma dependência radíal que se assemelha àquela

indicada na fìgura l7-9. Não é difÍcil compreendcr qualitatiramente os pontos esenciais do

arg,umento de Jastrow, Com uma energia cinética de 330 MeV, a energia cinética de cada um

dos prótons no ¡eferencial do centro de massa é 82 MeV € l,n.* = 3. Os dois prótons só podem

então interag¡r em estados cujos momcntos angulares orbitais são dados por I = 0, 1,2e3.
Como o potencial de Se¡ber é aproximadanrente nulo para / = I e 3 as interações relevantes

ocorrem apenas nos estados I = O e 2. Se apenas o estado I = 0 estivese envolvido, do/ddl se'

ria isotrópica, porque o espalhamenro seria como se 1."* fose nulo, ou seja,0 = Ì,,1/ >> l.
Entretanto, ness€ c¡rso, o valor dc doldl poderia ser apcnas a metade do valor obscn'¿do. Na

realidade, a isotropia de doltlQ rcsulta de uma i¡rtcrferô¡rcia destrutiva entre ¡s ondas espalha'

dæ numa intefaçalo com o estado I = 0 e as ondas espalhadas numa interaçâ:o com o estado

I = 2. A i¡tte¡ferência suprime a tendência discutida acima dc døltlQ *r importante parc ân'

gulosp€quenos.Afigura lT.l0indicacomoun¡potencial,comu¡ncaroçorcpulsivoccomaltura
muito rri4igr do que a energia cinética do próton incidcnte, afeta a autofunçâo do estudo / = 0.

A regi& repulriva 'txpele" a autofunçáo analogamente ao que ocorre na borda de um poço in'

finito, e a regiã'o akilt¡rå "puxa" a autofunçá'o atraves de um aurnelrto de curvatura. Se a
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en€rgia do próton incidente é grande em compuação com a profundidade da regiâ'o atrativa,

¡influênciadessaregiãoépeguenaeoefeitoresultanteéqræaautofunçãodoestadol=0é
afastada. A figura l7.ll mostra como o potencial influencia a autofunçå'o do estado I = 2.

Como pr. p€quenos valores de r todas essas autofun$es têm o comPortamento rl dado por

(7.32), a autofunção I = 2 tem um valor tão pequeno nas v¡z¡nhanças da regiã'o repulsiva pró-

xi¡na de r = O que o fato desta região repulsiva nâo tem prat¡camente nenhum efeito sobre

eta, Isto é, a autofunção possui lores próximoq de zero pafa pequenos valores de f indepen.

dente da existência ou não de uma reg¡ão rePu¡siv:t. Em conseqüéncia, apenæ a região atra.

tiva tem um efeito aprec¡ável sobre a autofunção do estado I = 2, a qual é puxada pelo poten'

cial. A interferência dest¡utiva gue conduz à isotropia de doldQ é devida ao fato da autofun'

çifodoestadoI=0ser"empuÍada",enquantoaautofttriøodoestadol=2éPuxada.Seo
potenc¡a¡ núcleon-núcleon foss€ puramente atrativo, as duas autofungões æriam apenas puxa-

das.

F¡GURA ¡74.Um potcncial núclcon¡úcleon com um caroço i¡ùfinitamente repulsirc dentro de um Poço
quadrado atrat¡vo,

¡R0l

ßIGURA l?.10. Efeito de um potencial com um c:uoço rcpulsivo sobre a dependência radial da coordenada

¡ad¡sl'nult¡Pl¡c¡daPelaPs¡te¡adi¿ldaautofunçatÂ(¡)corresPondenteàautofunçá,odo
e¡tado I = o, p"r" ur 

"rp"ür"rnento 
próton-próton de slta cnergia' A cura conttnua repre-

sentalß(t).tpr.rrnç",l.rsÊPotenciale,paracompar¿ção'acurmtracejadamostlacomo
cla æ¡b n¡ ¡usdnc¡a aô potenciat, Devido ao fato da energia do próton incidente sergrande

cm comparaSo com r profundidade da ¡egião at¡atira do potcncial, o efeito do caroço re-

pubivo é dominante e ¡Â (¡) é smpu¡rada pa¡a fo¡a'
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rR(¡)

F¡GURA l?.11. Efeito de um potencist com um càloço repulsivo obte rR(r) correspondente À autofunçâo

do estådo I = 2-rø¡t o espalhamento próton-próton de alta cnergh. A curra contínua repre-

senta ¡R(r) n¡ p¡esençe desse potenciâl e e curv:r traccjâde mostre como ela seria na sra

ausência,,Como rR(¡) é desprezfvel para ralores de ¡ da o¡dern do ralo do cåloço porque

R(¡) o ¡1, . prarançr ou ausêncla do potenciat é l¡relerante nesse t¡echo. Aisim, a regiai

atratíra é domlmnte c rR(r) é pux¡dÂ psra o lnterlol.

Experlênchs rcccntca cnvoþendo o cspathamcnto dc elét¡ons dc alta cnc4la por dôuterons fornecem

ume cvldência completamentc lndc?cndËntc rbrc ¡ cxlstêncla dc um camço forlementê repulsiro no poten-

chl núcteon-núcleon. Esg¡s cxperlêncler mosEem que cxlstc um rado no oenuo da diltibuiçalo de cal8a do

dêutaon. tsto sþnlfica que o próton cvita aproximar*c do centro do dêuteron, proravelmente porque elc

cxpcrimenta uma repulsilo muito forte todâ vez que tenta se aproximar do nêut¡on. Análises tanto das expe-

¡lênci¿s dc cspâlhañento elétrondêutcron quanto das experiências dc próton-ptóton indicam que o ¡aio do

cåroço repulsivo é da ordem de 0J F.

O caroço repulsivo no potencial núcleon-núcleon é o fator ma¡s importante pela exis-

têncla da satu¡açlfo das forças nucleônicas. Em um núcleo, os caroços dos diversos potenciais

núcleon.nrlcleon são responsá\æis por grandes contribuições positivas à cnergia total, caso os

núcleons permaneçåm confìnados a um pequeno volume. Esta é a razÍo p€la qual os nrlcteons

possæm um espaçamento médio centrc a centro da ordem de 1,2F, ralor este determinâdo

e parth da densidade de masa do núcleon. Com este espaçâmento, quãlquer um dos núcleons

só pode interagir com um nfrmero limitado de outros núdeons, uma vez que o alcance das for'

çås nucleônicas é æ¡ca de 2 F, provocando a saturaçlfo dæ forças nucleônicas. Se não existisse

a regi[o repulsira no potencial núcleon-núcleon, as regiões atretivas provocariam uma forte

redução das dimens6es nucleares, as quais passariam a ser da ordem do alcance das forças nu'

cleônicu. Nesæ ci¡cunstâncias, cada núcleon interagiria com a totalidade dos outros nrlcleons

e e energia de ligação por núcleon AEIA seÅa aProximadamente proPorclonal a l.
Havfamos visto que o potenciel núcleon-núcleon dep€nde do núme¡o quántico s que esPe'

cifìca o momento angular de spin de um sistema de dois nrlcleons (lsto é, depende se eles estllo

num estado singlete ou num triplete) e que tâmbém depende do número quántico I que especifìca

o momento anguler orbital do sistema. Certas experiências mostram que o potencial depende até

nesmo do número quântico / que especifica o momentoangula¡ total do sistema. Dito de uma ou'

üa forma, o potencial depende não somente do momento angulal de spin S e do momento an'

gutar orbitd L, mas também de seu produto escalar S . L que determina o módr-rlo do momento

angulaf total J. Asim, o potencíal n)cleon-nticleon contêm um termo spínórbita, proporclo.

mi a S , L. Este termo faz com que o potencial nrlcleon-nf¡cleon seja mais atrativo se S ' L é

positivo e, ao contrário, mais repulsivo æ ele for negativo, analogarriente ao. caso do termo spin'

órbita do potencial nuclear do modelo de camadas, Os termos spin-órbita nucleônico e nuclear
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sfo relacionados, rnås essa relaçâo nfro foi ainda perfeitamente enlendida. Âs experiéncias re.

feridas acima envolvem bæicamente o espalhamento de um feixc dc núcleons com spins alinha-

dos por um alvo contendo núcleons também com spins alinhados (fcixes e al'ær polarizados).

f,sta circunstância permite a investigação isolada de intereç6es em diferentcs estados quántlcos,

com diferentes momentos angularcs de spin, orbltais c totãis.
Termineremos esta seçifo expondo um reßumo do quc é conhecido a respeito dæ forças

nucteônícas. Certamente o primeiro fato a obsenar é que elas s¿fo muito complicadas. Quando
u¡n nrlcleon com uma energia cinética de, por exemplo, 200 MeV ínterâge com um outro nú-
cleon, o sisteina pode estar em quelquer um dos seguintes estados: tSo, tS, ,t P1,tP¡,tP1,3P2,
tDz,tDt, tDr, tDr. O potencial nrlclcon-núcteon é diferente em cada um desses estados e,
para cada um deles, sua forma possui uma dependéncia radial relatiramente complicâda, além
de se afastar de uma simetria esférica. As Írnicas simplifìcações são:

l. O potencial núcleon.núcleon é independente da carga; assim, ele nfo depende dos

tipos específìcos dos núcleons que interagem.

2. O princípio de exclusão proíbe que em certos estados quánticos haja interação entre
nrlcleons do mesmo tipo. Em particular os estados'S,, tPr, tDr,tDr,tD¡ sâoexcluídosda
lista acima mencionada, quando se tratar de interações nêutron-néutron ou próton-próton. A
razão dísso é que se a autofunção espacial de um sistema de dois núcleons idénticos é simétri.
ø com relaçáo a ume troca de índices (l par), entâ'o a autofunçtro de spin precisa ser anti-simé-

trica com relação a essa troca (singlete); da mesma forma,se a autofunção espacial é anti-simé-
trica (l ímpar), a autofunçlfo de spin precisa ser simétrica (triplete)-

3. O efeito total de todas as interações de estado P é muito pequeno. Entretanto, as ex.
periências com spins alinhados mostram que isto é parcialmente devido às interfer€ncías des-

trutivas entre as interações relativas aos diferentes estados P; elæ mostram também que as inte-
raFes referentes a cada estado P nlfo s¿r'o tão pequenas.

Se nos satisfizerrnos âpenas com uma descriçfo aproximada de suas propriedades mais im-
portantes, as forças nucleônicas nlfo se âpresentam muito complicadas. As fìguras l7-l2e 17-13
epresentam quantítati\¡amente as dependônciæ radiais dos potenciais núcleon-núcleon corres-
pondentes aos estados de I par. A primeira fìgura mostra o potencial para estados s¡¡ìgletes

(spins dos núcleons essencialmente antiparalelos), enquanto que a segùnda mostra um potencial

mais intenso referente aos estados tripletes (spins dos núcleons esencialmentc paralelos), Com
estes dois potenciais e com um potencial identic¿mente nulo para todos os estados quânticos

FIGuRA 17-12. A depcndôncia radiâl de um polcncial núcleon-núclcon rclativo
glete. Tal forma cstd em razoáræl acordo com a cxperiôncia'
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com , ímpar, os resultados obtidos reproduzem razoavelmente todas as propriedades do dêute.
ron (com exceç5o dos dados dòexperiências sensíveis à polarizaçato dos núcleons).

0

F¡GUR.A 17.13, A depcndúncir radial dc unì potcnc¡ûl núclcon-núclcon rclativo a utn estado dc I triplcte.
A forma aci¡na do potcncial está ern ¡azo¡ivel aco¡do con¡ a expcriôncia. Saio tambémapre.
scntarlos o autovalor c a quantidade tÂ(¡) ¡cl¿tivos à autofunçalo do único elado lþado des-

se potcncial, o qual v: cncontra localizado a -2,22 McV, Estc cstador quc corresponde ao

dóutcron, d lracamer¡tc ligadoi ol¡scrvc ta¡¡lbdm quc ¡ll(¡) aprcscnta um nr:íxilno que por
pouco nfo sc cncontra fora da regialo atrativa (con¡parc com a figura I 7-10). O quadrado dc
rR(rl ó rzR'(tlR(/) que rcprcv:nla a dcnsidadc dc probabilidadc radhl corrcspondcntcÀ
probabilidade dc sc cncontrar os dois núcleons no déutcron com uma scparaçaìo próxima dc

f.

A fìgura l7-13 apresenta ainda o autovalor e a dependencia radial da autofunção relativa
ao ún¡co estado l¡gado do potencial triplete, isto é, do déuteron. Obærve que a regiâo atrativa
é ligeiramente super¡or ao mÍni¡no necessário para superar o efeito do caroço repulsivo e obter
a ligaçdo dos núcleons. Em conseqüôncia, existe uma apreciável probabilidade de que os doh
núcleons no dêuteron lenham uma separaçã'o n¡å¡or do que o alc:ü¡cc das forças nucleônicas.

Naturalmente, os verdadciros potenciais núcleon-núcleon não podem ter uma dependên.
cia radial tão abrupta qu¿ùrto os potenc¡ais simplificados ilustrados nas fìguras l7-12 e l7-13.
Numa æção poster¡or veremos que a teoria mesônica fonlece previsões sobre o comporla-
¡nento desses potenciais para raios rclativamcnte grandes, mostrando gue os limites da região

atrativa sâ'o difusos.

l7-3 lsosPIN

A figura l7-14 ¡nostra esqucmaticarrrentc os níveis mais baixos para os tre-s sistemas pos'

siveis com dois núcleons: o dinêutron or2; o dóutcron rH2 e o dipróton 2tlc3. O prirìcípio
de excltsão perrnite apenâs ao dêutero¡r possuir unt estado tripletc, indexado s = I , e, devido ao

fato dos forças nuclcônicas sercrn dcpendcntes do spin, apents csle cstado possui utn nÍvc¡
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de energia sulìcientemente baixo para que æja ligado. Entretanto todos os três sistemas Pos'

suem um nÍvel de energia corfespondente a um estado s¡nglete quase ligado e que é indexado

s = 0, Devido ao fato das forças nucleônicæ serem independentes da carga, o nível s = 0 se

encontra à mesma energia em todos os três sister¡as, exceto p€lo pequeno efeito da energia de

repulsão coulomb¡ana ex¡stente apenas no dipróton. A simetria qu€ é aparente nesse conjunto

de diagramas de níveis de energia, e que será ainda mais aparente nos outros conjuntos que

consideramos poste¡iormente, pode ser descrita de uma maneira bastante conveniente através

do conceito do isosPÍnT.

ottt ¡ Hz

¡=0,I=l

s=1,1=0

FtGLJR l7-l4.Diagrama comparativo dos níveis de energia mais baixos dos três sistemas possíve¡s f( .ma-

dos por dois núcleons,

Como æu nome indic¡r, o isospin tem propriedade nu¡temática que são similares àguelæ

do spin e que nos já s¿o familia¡es. Entretanto não existe uma relação fÍsica di¡eta entre ambos.

O isospin é r¡sado para ¡dent¡fìcar estados quânticos ou níveis de energia que se corresPondem

em conjunto de isobaroü isto é, em conjr¡ntos de sistemas nucleares que possuemo mesmo

núû¡ero / de núcleons. Para o conjunto apresentado na fìgura 17-14,o nível mais baixo é dito
pertencer a um estado singlete de isospin, especifìcado Por 2F= 0, enquanto que os trésníve¡s

relacionados correspondem a um triplete de isospin esPec¡fìcådo por T = l. A palawa triplete

ú apropriada não apenas porque existem trés níveis que se correspondem,mas também porqw
associado a f existe uma componente, chamada Tz,gt;r- podeassumirtrêsvalores (Tz=-L,0,
+l) quando T= L Acomponente I, é usada para identifìcar umnívelParticulardeummulti'
ptete de isospin, especificarido a relaçÍo entre o número z de prótons e o número /V de nêutrons

do isóba¡o ao qual o níyel pertence. Essa relação é

¡ He¡
-
¿
llll ll

z-NT=-'2 (174)

Nafignra l?-l4,ost¡êsníveisI= I sãoindexados porTz=Q-2)12=-lpa¡aodinêutron,
T, = (l - t)/2 =0 para odêuteron eTr=(2- O)12= *l para o dipróton. Para o nfvel s¡nglete

de isospin I = 0, existe apenås urru¡ poss¡bil¡dade para o valor de 1" que éTr=g e que corres'

ponde ao déuteron.
Em geral, a relação entre o valor de I e os possíve¡s valores de T, é daòa por

Tz= -T, -T + 1, ",,+T - l,+T (1 ?-s )

Observe que essa relaÉo matemática é análoga àquela entre o número quântico que descreve

quålquer vetor morænto angular, incluindo o vetor spin, e os possíveis valores do número quán-

ttco que desçreve Su¡¡ componente z. Deve ær ressaltada, entretanto, que o isospin ruþ é um

vctor ctn alg,urn espaço físico posuindo urna componentç ao longo de um eixo de coordenada
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desse espaço. Ao contrário, o isospin é uma construção matemática existente em algum espaçs

i"äà",'" q". nfo impede que ele æja extrerflåmente htil pæa a descriçfo dæ propriedades de

simet¡ia de sistemas que contêm o mesmo nrlmero de núcleons.Ëssæpropriedades resultam da

maneira simétrica com que o princípio de exclusão trata núcleons idénticos de ambos os tipos,

como também da maneira simétrica com que a força nucleônica independente da carga atua

¡obre todos os nrlcteons'

Um sistema contendo um í¡nico nrlcleon possui I= ll2,com dois posfveis r¿lores de

T,Tr=-ll2eTr=+ll2.Segundo Q7a)a prinreirapossibilidadedescreræonêutron,pois

(Z - N)12= (0 - iyz - -llz,enquento que a segunda descreve o próton, pois (Z - N)12=
(l - o)12 = *l12. Assim, o isospin nos permite falar do nêutfon e do próton como sendo duæ

mønifestações ¡eferentes å mesma partícula, o ruicleon T = l12. A primeira manifestação, cha-

mada nêutron, corresponde aTr= -ll2 e aoutra,chamadapróton,corresponde aTr=*l12-
Esta maneira de nos expressarmos é análoga àquela que usamos parâ dizer que um próton

com spin 'þara cima" é e manifestaøo'm¡ = *ll2 do próton s = l/2, enquânto que o próton

com spin "para baixo" é a nianifestaçtro ms= -ll2 desa partfcula' Desse ponto de vista, as

propriedades de troca de coordenadas em mecáni€ quântica Podem sef expressas de uma

maneira bætante geral e que é a æguinte: æ a função de onda total do sistema é um produto

de uma função de onda espacial por umâ funçâo de onda de spin e por uma funçlio de onda de

isospin, a simetrie de cada uma delas deve ser tal que, pela troce de coordenadas de duas partf'

cutæ quaisquer, a função de onda total æja mantida anti+imétrica, pois núcleons são férmions.

Como aplicação dessa propriedade, consideremos os níveis do sistema de dois núcleons

indicados na fìgura 17.14, Como todos eles possuem f = 0, os estados correspondentes têm auto-

funpes espaciais simétricas. Conæqüentemente, pala cada um deles a autofunção de spin si-

métrica precisa ser æsociada a uma autofunt''o de isospin anti-simétrica, ou vice-versa. Para o

spin e para o isospin, devido às suas propriedades matemáticas análogas, um estado singlete é

descrito at¡avés de autofunção anti-simétrica e um estado triplete é descrito Por uma autofun'

ção simétrica. Asim, os nlveís de spin singlete (s = 0) devem conesponder a isospin triplete

(1 = l)e, inversamente, os nfveis de spin triptete (r= l) devem ter isospin singlete(I=0).4

inspcçro da referida fìgrra demonstrará que ese é realmente o caso'

A utílidede do isospin na ldentifìcação de estados quânticos correlatos em conjuntos de

sistemas contendo um grende nrlmero de núcleons é mostrada na fìgura 17'15. Ali estão repre'

æntados esquematicamente alguns dos primeiros estados excitados do conjunto de isóbaros
tBtt, 6ctt, ?¡t4, tgl4 e eFr4. Os entÍo denominados níveisdndlogos isóbaros de um parti

cular multiplete de isospin são indexados por T e T, como antes. Exceto por um pequeno au'

mento sistemático de suæ energias em função de I'' aumento esse devido âo aumento da ener'

gta de reputsâo coulombiana å medi<ta que'Z aumenta, todos os níveis análogos isóbaros tém a

mesma energia. A explicação dese fato i qu. tt autofunções totais desses sistemas sío todæ au'

ttifunções id=enticas (se desprezarmos os efãitos coulombíanos) de uma equação de Schroedinger

para as mesmas forças nuclá$nicæ, æ quais nã'o dependem de ?n" poissão independentes da cuga'

Contudo, as forças nucleônicas dependem de 1, pois sllo dependentes do spin. Havíamos consi'

derado anteriormente ess€ fato como sendo uma dependéncia como spín;entendemos agora

que os rÇquisitos de troca de coordenadas mostram que há também uma dependéncia com o

isospin, A natureza da dependência com o isospin é tal que o estado de menor I corresponde ao

menor nível de energia possível do conjunto desses sistemas. As fìguras 17-15 e 17-14 ilustram

tal comportamento.

A afirmaçÍo de que as energias resuttantes da intefação nrlcleon'núcteon ná'o dependem

de 1, mas sim ãe I é consistente com a afìrma$o de que o isospin I é conservado em pfoces'

Sos q:ue.envolvem essa interação. Para melhor. compreender esse fato, comparemos a afìrmação

ae que O momento angular iotd "f ¿ conservado em Proc€ssos que envolvem uma interaçfo
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..- T=2

.F'

6Ct. ?Nr. tOt. tFrl

FIGURA. t7-15. Os primeíros nl'veis de energia dos ióba¡osl = 14. Obnewc que as ¡rosições dos nfrrcls de

energia correspondentes aos estados fundamentais æ localizam sobfe ume parábola, tal
como foi discutido em conexa-o com o decaimento P.

I(r) esfericamente simétrica com a afìrmação de que as ener$as resuttantes dessa intera¡5o

nfo {ependem de sua componente J mæ apenas de seu módr¡lo /, A concluslto, porém, de qw

o isospin é conservado na interação nrlcleon¡ficleon é de uma generalidado maior do que a

conclusâ'o baseada nas experiências sobre a independência de carga, de que a interaçâo núcleon'

núcleon depende de ]n mas nfo de 1r. Dessa forma, tomam-se necessáriâs outræ verifìcações

experimentais adicionais, Veremos que a física de partículas fomeæ muitasevidëncias sobre o

assunto. Dentro do contexto da fisica nuclear, algumas evidéncias podem ser apresentadas

como, por exemplo, através da rea$o

t ¡¡z 4 agte + ?Nl4 + 2He4

Em todas as situåFes experimentais, o nrlcleo incidente lH2 e o núcleo alvo E6l6 tn'
contram-se nos respectivos estados fundamentais. Se a energia cinética do nrlcleo incidente

nâo é muito alta, o núcleo emitido 2Hea precisa esta¡ também no seu estado fundamental,

porque seu primeiro estado excitado possui uma energia da ordem de 20 MeV' Todos estes

Lês ìúcleos tê f, Tz = 0 em todos os seus estados e, quando se encontram nos sèrts estados

fundamentais, eles iem o menor valor de I compatível comT'., o que, nesse caso' coresPon'

de a I = 0. O mesmo é verdade para o estadoiundamental ão núcleo residual ?Nla. Entre'

tanto, como podemos constatar n. fìgrm l?-15, o primeiro estado excitado do ?Nla possui

I = l. No que diz respeito à conservaçã-o de energia, do momento angular ou da paridade, a

reação pode produzir o ?Nra seja no seu estado fundamental, seia no seu primeiro estsdo

excitadó. A rærificação experimørtal através dessa reação de que o ?Nr4 não é produzido

no seu primeiro estado excitado fomece uma forte evidência em favor da conclusão de que

t interação núcleon-núcleon conserva o isoryín T.

t74 PTONS

Nas æções anteriores, âpresentamos uma descrifo das propriedades das forps nucleô'

nicas que são obscrvadas experimentalmente. Embora uma análise teórica tenha sidoemprega'

da nessa descrição, ela foi essencialmente usada para correlacionar as observa$es experimen-

T=l

T=0

T=0
I=l

1=0
tBt.
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tais e não pala explicar suas origens básicas. Existe, contudo, urna teoria que obteve sucesso

ao explicar como certas propricdades das forças nuclcônicas Provém de proPriedades mais

fundamentais da natureza. Trat¡+e da lcoria nßsôrúca. que sc originou com o trabalho de

Yukawa,em 1935.
Yukawa propôs que u¡n núcleon freqüentenrcnte enitisse uma Partícula possuindo umâ

apfeciável massa de repouso e que é agora chanuda d,e núson Í oúpion. Antes de ser reab.

sorv¡da pelo núclcon, essa partícula orbita próx¡lno ao núcleon no chamado campo mesônico lt

dufantc um intefvald de tcnrpo muito cufto. Durante csse Pfocesso, o núcleon cons€fva su¡l

massa de repouso oríginat, o quc constitu¡ uma violaç5o da lei de consetvaçá'o da massa+nergia,

pois há mais massa de rePouso presente do que antes da emissão do pion ou dePois de sua ab-

sorção. o pr¡ncípio de incærtezz tempo+nergia mostra, no entanto, gue essa violação pode sef

possível, càm a condição de que ocorra em um lapso de tempo suficientemente curto. Natu'

ialmente, o r¡éson r não pode libertar-se permanentemente do núcleon, Porque a lei de conser-

vação massa€nerg¡a seria assim permarrentemente violada. Se dois núcleons estão entret¡nto

suñcientemente próx¡mos pafa que seus camPos mesônicos se suPefPonham, é possÍvel que um

méson rr p¿¡sse de um campo a outro sem que permanentemente haia uma variação da energia

total do sistema de dois núcleons. Tal interação entre esses campos é ilustrada esquernatica'

mente pela figura l?.1ó. Na interação, o momento transportado pelo méson z é transferido de

um campo a outro e, conscqüentemente, de um núcleon a outro. Mas se há trarsferência de mo'

mento, ô efeito é o ntesmo que o Provocado Pof uma força agindo entre os núcleons' Assim,

de acordo com Yukawa, L troca de um pion entre os dois núcleos dá origem à força nuclcônica

que atua entre eles, (Havíamos chegado a uma idéia similar quando discutimos, na seção l4'1, a

respeito da troca de um fônon cntre dois elétrons dc um par de Cooper')

FIGURA t?-16, Unu ilustraça-o esqucrnática da trocå de um méson r entre os cåmpos dos dois núclcons em

¡nteraç.îo.

Ao îat*;. essa sugestão, Yukawa foi guiado por duas analogias que dispunha naquele tenr'

po. Uma delæ é a ligaçå'o covalente existente na molécula de H¡ e em diversas molécu¡as or8â'

nicas (veja discussão na seção l2-3). Neste processo, uma força é criada a partir da repartição -
ou trocå - de um elétron entre dois átomos. Uma outra analogia ainda mais próxiÍia relacio'

na{e corn I foÍça coulombiana qræ atua €ntre duas partículæ carregadås. Segrurdo a teoria

bæturte bem suc¿dida da eletrodinâmica quárìt¡ca (nrcncionada na seção 8-7), um campo de

fótons ci¡cunda cada carga e a força coulombiana resulta da troca de fótons entre os campos'

A eletrodinâmica quántica mostra que o longo alcancc da força coulombiana é uma con'

seqüência do fato de que os fótons têm massa de fePouso nula. Yukawa adaptou a teoria ao

c¿so de dois núcleons que interagem através de uma força nucleônica de curto alcance,îüßî'
do a hipótese de que a partÍcula trocada tenha urna nrassa de repouso nño nula. Qua¡¡do fez

essa sugestão, os p¡ons ainda não tinham sido detectados, mas Yukawa, fazendo u¡n cdlculo
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sirnila¡ ao do exemplo abaixo, pôde est¡rnar ur¡a massa de repouso para essas partículæ que

fosse compatível com o alcance observado.

EXEMPLO I7.3

Use a conærvaçaT da energia, lerando em consideraçã-o as modilìcaçõcs devidas ao princípio de ince¡-
¡sz¿ energia-tempo, pa¡a gstabelecer uma relaçaio entrc o alcance ,/ da força nucleónica c a m¡ssa de repourc
m, do méson r, cujo comporlamento é rcsponrível pela origcm dcssa força, Us€ então essa relação para cs-

timar o valor de mo, supondo / = 2 F,
. O alcance dã força nucleônica é da ordem do raio ¡' do camPo mesônico r que circunda um núcleon,
já que os dois núclcons expefim€ntam essa força somcnte quåndo seus camPos mesônicos se superpõem.
para avaltat o ¡aio do campo. consíderemos um processo no gual um núcleon emile um méson de massa

de repouso rn' o qual se afasta até fo¡a dos limites do campo e entâo rctofna ao núcleon,onde é abso¡vido.

Nese processo, o méson r pefcorre uma distáncia da ordem de r'. Enquanto isso acontece, há uma viol¡-

çat da cons€rvaçalo da massaenergia: antes c depo¡s do processo, a energia total do sistema é þual à energia

da massa de repouso de um núcleon e ru-o poderia ser l¿mbém þual À energia da massa de repouso de um

núcleon mais, pelo menos. a de um méson r, durante o prooesso. O princípio dc inceftez¿ tempo+ncrgia

mostfa entrelanto que ur¡ul violação da çonsef ça:o de energia por uma quânt¡¡l8de

a,E _ m{1

é posível dcsde que ela ná'o persista por um intervalo dc tempo maior do que ôt, onde

AgAt - h

lsso porquc uma tal violaçå;o não poderia ser detectada, uma vez que a energia nalo pode ser medida é.-. um tem-
po A¡ e ter uma precisalo superior a A.8, Como ¿ vclocidade do pion naio pode ser superior a c, o tempo

ncccss¿í¡io para que cle percorra uma distância de o¡dem de r' é, pelo menos

Combinando cstas tlês ¡elåções temos

At --
c

hhc
mJ7 -- --

Af r'

ou

hn,-i (t7{)

Se conside¡a¡mos agora t' = 2 F, (l ?{) nos dá uma esti¡nativa de massa de repouso do méson

h lxl0-r'J-s
ñt

Este valor tambem é igual a

-2xl0nrkB
r"c 2xl0-rtmx3xl0'm/s

mr-20Om - 100 MeV/c'

onde m é a massa de repouso de um elét¡on, lgu¿l a 0J I I MeV/c¡

É interessante fessaltar o argumento usado no exemplo l7'3.Pua um rn¿son cuja ¡nassa

de repouo mr - hffc,a força nucleônica posui um alcanc€ -r', uma vezque os núcleons não

poder¡am efetuar a troca de méson se e¡es estivessem separados Por uma distância muito maior
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que ess€ alcance, Se este fosse o caso, scu tempo de vôo scria tão Srende que heveria violação

da conærvação da energia, pois scria possívcl dcterminar a encrgia total do sistema com uma

precisÍo superior à permitida pelo princípio de incerteza. Este argumento tambCm explica

pof que a força coulombiana pode tcr um longo alcance. Como o fóton tcm masa dc rcpouso

nula,-nfo cxiste limite inferior para a energia total quc ele pode transportar. Quando duas par-

tículæ se encontram æparadæ por uma grande distância, podem trocar um fóton de cncrgia

cinética muito baixa s¿m violar o princípio de inærtcza tcmpo+ncrgia. Naturalmente, o fôton

nessæ circunståncias transPortará um momento línear muito pequeno' fazendo Com que as

forçæ æsocíadas ao processo scjam também muito fracas, o que Concorda com â diminuição

conhecida da intensidade da força coulombiana quando a sep¿¡ração entre as partículæ carre-

8adas. eumenta
Na época em que Yukawa fez sua sugestão, não havia partículæ conhecidas cujas masses

de repousó fosem maiores que a do elétron (0,5 MeV/c2) e menores que a do próton (938

MeV/;r). Os mésons ,f+, que tém uma carga positiva de módulo igual à do elétron, e os mé-

Sons 1-, que têm cårga negati\r¿ de mesmo módulo, foram detectados pela Primeiravez'em
1947, por Þowell e colaboradores'. Esas partículæ foram encontradas nos raios cósmicos que

bombudeiam constantefiBnte e Terra. Pouco tempo depois, os mésons cårregâdos r¡ foram

produzidos artifìcialmente num grande cíclotron por intermédio de colisões entre núcleons

ãe energia muito alta e núcleons de um alvo. Os mésons da radiação cósmic¿ são também ini'

cial¡ræntp produzidos em colisões de alta energia. As medidas mostram que os mésons n+ e

tr- têm a fræsnu masse de repouso

mî+ = mt- = 149 MeV/c2 (r7-?)

valorcs quc são certarnente bastante próximos da predição de Yukawa m, - I OO MeV/cr ' Os

nrésons zo, neutros, foram Obsenados pcla primeira vez por Moyer e colaboradores, em t950'

como produto de colisões de alta encrgia. Encontrou*e que a massâ de repouo deses mésons é

rnro = 135 MeYlcT (r 7-8)

Os nrésons ¡ livres obscrvados ncssas experiôncias são liberados dos campos mesonicos

que circund¡rm os núcleôns cm colisâo graças å energia disponwel nessa colisão. Eles são æ

mesmas partículas que os mésons discutidos nâ tcoria mesônica das forças nucleônicæ. A úni'

ca diferença é que, por razões de conservaçâ:o de energia, os mésons de Yukawa se ¿ncontram

ligados anies da interaçâo entre os núcleons. Da mesma forma que os Pions ligados produzem ob'

viamente uma força iniensa entre os núcleons, é claro também que dcve ser forte a interaç5o

cntre pions livres e núcleons. Estc fato ficou comprovado desde as primeiræ expcriências com

raios cósmicos e com pions produzídos em cíclotrons, os quais mostraram que a seção de ch-o-

que correspondente à interaçâo de pions do pcquen-os comprimentos dc onda de de Broglie

.om ua núclco é próxima ao scu valor máximo nr'2. Esta quântidade representa a&eaapa'

rente do núcleo onde r' é o raio nuclear. A violéncia dess¿ interaçã'o pode ser constatada çan'
do um pion penetra em um núcleo: a maior parte da encrgia associada à sua massa de repouso

é utilizada para fracionar o núcleo, cujos fragmentos se dispersam commuitaenergia.Scmdú'

vida alguma, a detecção de pions livres forncce uma Prova marcante Sobre a validadc da tcorta

mesônica.

Uma evidência experimcntal sobre troca de pions entre dois núclcons em intcração é cn'

contfada no espalhamento neutron-próton. Como foi discutido numa seção antcriof, a srme'

' Um papcl destacado nesta descobcrta coubc ao cnta-o jovcm físico brasilciro Cdsar Lattcs. (N. do T')
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tria aproxiffieda cm rclaçå'o a 90" da seçfo dc choque diferencial de espalhamcnto ¡nìplica que,

cm ciÌrcâ dc mctade das colisôes, o néutron se transformc num próton c o próton em um néu-

tron. Uma mancira dc dcscrcvcr essc fato é indicada pctas rcaçõcs

¡2+p*n- e cntã'o tr- 1p+¡1

Isto é, o nêutron em¡tc um mCson r¡- translornr¿ndo-sc cm próron.0 méson Í- pâssa cntão do
campo dcsse prófon para o canlpo do outro próton, o qual o absorve t¡ansforn'¡ando-se em néu-

tron. O processo dc espalhamcnto podc lambCm ocorrer atravCs das rcaçõcs

P-+tt+Í+ e então tt+ #n+p

|.lestc caso, o próton emite um méson r¡+ que é cm scguida absorvido pclo nôutron. Âssim,em
aproximadamente mctadc das colisõcs nêutron-próton, um méson tra¡sporta tanto carga elé-

trica quanto momento linear entre os dois núclcons em interaçfo.
Por ser a æção de choque diferencial de espalhamento néutron-próton aproximadamente

simétrica em relação a 90o, em cerca de metade das colisões o nêutron e o próton não trocam
suas identidades quando interagcm. Elcs dcvem contudo ainda troc¡r um méson, o qual será

responsável pelo momento linca¡ transfcrido no processo. Os dois conjuntos de reaçöes que

ocorrem nesse cæo são

n+n*no e cntã'o

e cntão

no *p+p

ni *n*np+p *ro

O móson z(' ncutro transport¿ motnento lincar mas não transfcrc carga clótrica na interaçá-o

com os núcleons.
Esta intcrprctaçâ'o implica que um próton isolado dcvc ser circundado por um c:rmpo me'

sônicO que, às vezcs, Cgntém um mésOn z0 e às vczes cOntém um méson ¡t. As rcações que de'

vem ocorrcr quando o méson é emitido pclo núcleon sâ'o

p+p * ro ou P+n*¡+

O núclcon, certamcnte, dcve absorvcr o mCson q'ue emitiu num brcvc tempo, mas, entâo, pode

emitif outro. O campo mesônico circundando um nôutron isoladO vai conter, às vezes, um mé'

son r0 e, ocasionalm¿nte, um méson Í-, que são emitidos através dæ rcapes

n+n*no ou n+p I Í-

Entretanto, o campo rto próton nâ-o pode contef um móson ¡r- e o campo do nôutron nâo þde
contcr um méson r¡+. Uma vcrihcação experimental bastante direta dcssæ prediçôes é dada

por medidæ recentcs de distribuição de carga do próton e do nêutron fcitas attavés de espa-

lhamcnto de clétron. A figura l7-l 7 mostra a depcndência radial das densidades de carga para

esæs dois tipos de núclcons. A densidade de carga do próton é positiva cm todo lugar, esten-

dcndo-se por uma distáncia r = 2F. Para grandes valores de r dentro desse limite (ou seja, na

putc mais cxterna do campO), a carga i transportada por um mCson r¡+. Â dcnsidadc de carga

do nêutron na'o é, nula em todos os pontos: pafa valorcs Pequcnos dc r (pcrto do centro, onde

o.prôton pfovcnicntc da dissociaç.ão p + fl- podc sc cncontrar), ela é positiva enquanto que,

para valorcs granflcs dc r (no campo, onde o z- podc sc cncontrar), cla é negativa. A integral

da dcnsidacle de carga sobre todo o vo¡umc é entretanto nula, pois o nôutron é ncutro e, assim,

sua carga total deve ser nula.
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F¡GUR,À t7.17. A dependência radhl da densidadc de ca¡ga do próton e do nêuÙon'

A teoria mesôn¡ca fornece também umâ explicaç{'o sobre como o nêutron pode t€r um

monpnto dipolar magnético intrínseco metmo Possuindo uma carga total nula' Esa explicaçeo

baseia.æ no fato dele aparecer de vez em quando sob a forma de um próton mais um f-.
o próton tem um momento dipolar magnético intrínæco e o méson 1f- pode produzir uma

cor;ente que fornece uma contfibu¡çâ'o adicional ao momento dipolar magnético.

Para valores de r próximos de 2 F, as densidades de carga do núcleon são proporcionais

de alguma forma å intensidade de seus campos mesõnicos. Ambos decrescem gradualmente å

mediãa que r aumenta. conseqüentemente, a forp nucleônica, que atu:t entre dois núcleons

quando *u, ,r*po, mesônicos se superPõem, também decresce gradualmente à medida que

e diståncia entre os núcleons aumenta. Assim, a borda da Parte atrativa do potencial núcleon'

núcleon, que descfeve a força nucleônica qræ atua quando os núcleons se aproximam sufi-

cientemenie para que a interàção tenha início, é rclativamente suave: ela não é abrupta como

no potencial núcleän.núcleon simplificado descrito pelas figuras 17'12 e l7-13' Na realidade,

Como vefemos no exemplo 174, pua valores importantes da distância de separaçãor o po'

tenciat núcleon-núclcon deve scguir o potenciol de Yuløwa

^ e- ¡l¡'V(r)=-g'-
f

h
¡.--= l,5F

ñoc

(17.e)

onde

O a.lcance r' do potencial é especifìcado pela teoria de modo a ter um valor que concor'

de com o argumento simples do eiemplo l7-3 e com a experiência. A intensidade média do

potencial depende da constante de acoplamentot2, cujo valor nã'o é determinado Pela teor-ia

è sim através do melhor ajuste com oi resultados exPefimenta¡s. Em termos da quantidade

adimensional 82 /hc, o valor assim determinado é

g2 lhc = 15 (l 7-l 0)

Na figura 17-18 é ilustrado o potenc¡al de Yukawa. Observe qw V(r)s e-tft'þ dø"

çrescp suav¿mente em valo¡ absoluto, à medida gue ¡ aum€nta, muito embfa ese decrés'

cimo æja muito ria¡s rápido do que aquçle do potencial Çoulomb¡ano V(r) e ¡¡7, guc é dc

longo alcance.
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FIGURÂ 17-18, O potencial de Yukawa. Para r superior ou da ordem ò,e r' = ilmnc = lJ F, o Potencial
núcteon'núcleon deve te¡ a forma indicada'

Pa¡a valores de r pequenos em comParação com 2 F, o potencial núcleon-núcleon se

afasta acentuadamente do potencial de Yukawa. Na realidade, sabemos que ele se toma repul'

sivo por volta de 0,5 F, Acredita.se que o cåroço repulsivo central tenha como origem a troc€

de mésons de outro tipo gue encontfaremos posteriormente e que tem uma ¡nassa de repouso

bem maior que a dos mésons r, Os detalhes da origem do caroço repulsivo ainda não estão

completamente entendidos.

EXEMPLO I7.4

Escreva a cquaça:o de onda rclativista para mésons r e mostre então como o potencial de Yuk¡wa

(l 7-9) pode se¡ obt ido dessa equap-o.
uma equaçalo de onda relativista paJa mésons r pode ser obtida atfavés da equaçío de energia rela'

l¡vista

onde

Substituem-se
ciados (5-321

Ez = c2 p2 + mlc'

pz =p|+p,r+f7,

agora a energia total e as componentes do momento linear pelos operadores asso-

E - ih ðlðt Pr- -ln õlðx Py' ii òlðY Pz--ihòlòz

e permite-se que a equaçalo de opcradores assim obtid¡ operc sobre a funçå:o V' O ¡esultado é

+ marc'v
a¡v ld'v a2v atv\_n,;=_",h'lF *,. o )

ou

I atv mþ'
e'v --;l =-;- *

relaç¿:o que é chamada equ4lo de Ktein.Gordon. Ele desempenha um papel importante na eleÛodinâmica

quánrica de bósons Po¡ exemplo, pa¡a mr = 0 cla sc rcduz à cquação dc onda clássica

I ð¡V
v'* =7;l
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para fótons, que sa:o os quanta do campo eletromagnétic,o'

A cquâça:o de onda clássica admite uma soluçâ:o elacíoná¡ia da forma

czl
*=- 

4*";

o quc þode se¡ facilmente constatado pol sublituição di¡eta fazendo o uso da relaçalo

v.¡v

onde rr = V(¡). Pua mn # 0, a equação de Klein4ordon tem uma soluçaîo estacíonária da forma

e-4t'
lt=-82-

f

onde

= 111,lL\
r'dr\ ¿, I

r>0

¡>0

h

ñ¡c

como também pode ser facilmente verlficado por subrituiÉo. C¡mo ¡ rcluçâo da equaçâo de onda patr

quentÀ dÊ massa úe repouso nula fo¡n¿cc o potencial de interaça:o coulombi¡no P¡ua o cåmpo cletromagné.

tico, sup6e*e que r rclu$'o paia quenta de rnassa de repouso nâo nula corrcspondc ao potencial de lntera.

t'o pan o campo mesnico, isto é, ao potencial de Yukawe dado pot (17'9).

A constânte de acoplamento g¡ determina a intensídade do potencial de Yukawa, da mesma forma

quc r constente ¿t (o quadrado da carga do elét¡on) determina a intensidade do potencial cqulombiano,

Observe que a quanti{tede adimensional gt/rrc poszui o t¡lor = 15, enquanto a quantidade adimensional

ct l4aeohc (a constante de estrutura fina) possui o valot - lll37. A comparaglo entte esses dois ralo¡es

fornecc uma indicaçalo sobre a intensidade da forg nucleônica' ^

Pions isolados e livres podem ser criados em colisões de alta energia entre núcleons, como

Pof exemplo

p+p-î+ +d (17'Il)

onde d é o dêuteron ou entâo podem ser destruídos em col¡sões entre pions e núcleos, como

POr exemPlo

Í+ +d+p+p (t7.r2)

Destas relações concluímos imediatamente que os Pions n¿fo podem ser férmions. Ã |azÃo

disso é que o número de férmions num sistema isolado permanece sempre constante,no senti-

do de que se um féfmion é produzido (ou destrufdo), esse fato sempre ocorre em conjunção

com a produøo (ou destrqiçao) de um antiférmion. Como exemplo, podemos citar a produçlto

ou aniquila$o de um par de elétrons. Os piOns s6o bósons, como os fótons, e Podem ser emiti'

dos ou absorvidos isoladamente. Assim, como bósons, os pions devem ter sPin inteiro, ou seja,

r = O ou l, ou 2,. .. Osresultadosexp€rimentaismostramque pa¡aos tréstiPos' fl-,Ío eÍ+,
o spín do píon é 0. Na primeira desas medidas foi aplicado o princfpio do balanço detalhado (ve'

ja a discussão de (l l4)) â razão observada dæ æções de choque em afibos os sentidos das reat'es

indicadas em (17-l l) e (17-12). o valor do spin do r¡+ influencia a seøo de choque das reações

(17-t l), porque a taxa de reação é proporcional â densidade de estados que podem ser popula'
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'tii¿or, 
o que por sua vez é proporcional ao fator (2s + l) de degeneresoência do sFún. A razão das

l^ ^L^^iiÃ -nctra 
¡rro c = O

sefes dc choque.mostra qu: t: 
9'*- - 

Ufn, própriedade muito interessante dos pions é que os pions têm paridade ¡ntilnseca ne-

gativø. Aevidência inicial proveio da reação

¡- 1d+n*n (l 7-l 3)

^ nion r- é capturado pclo déuteron depois de transitar por uma seqtléncia de estados seme-

ilínirr .o, estaàos eletrônicos num átomo e atingir o estado I = 0, no qual sua funçäo de onda

I superpOe em grande pafte com a do déuteron. Assim, o momento angular total no PÍimeilo

;;il de (tr-l3¡ é dado essencialmente pelo spin I correspondente ao estado fundamental

dodêuteron.Aconservaçãodomomentoangularpermiteentfoqueosdoisnéutronspossam
ser emitidos seja com o momento angular orbital t=0ou 2e spin"paralelos"'seja coml=

î, rpr"t "antiiaralelos". As primeiras possibilidades devcm ser eliminadas porque a elãs cofies'

i-ão u,n. ,uiofunçeo total iimétrice para o sistema de dois férmions. conseqäentemente, os

nêutrons são emitidos num estado no qual o momento aneulal orbital total é l= l' A paridade

desse estado é negativa, segundo a fegra habitual que a pariãade é dada por (- l)'' Dessa forma,

ui. u., qu, . p.iidrd. é conservada pelas interapes nucteares ou nucleônicas' a paridade do

sßteña n- + d deve sef negativa. Lembrando que a paridade do estado fundamental do dêu:

tefofi é positiva e que a reg; (- t)l especifìca que.aparidade associada com o movimento I = 0

entre o méson e o núcleon É t.ÀU¿t positira, conclui-se que a paridade intrínseca do méson rl-

deve ser bem defìnida e negativa. o mesmo raciocÍnio pode ser emPreBado para os outfos pions,

obtendo-se a mesma conclleo. Como o número de núcleons Presentes em uma reação não é

alterado, a paridade de um núcleon é indeterminada; convenciona6e entretanto çonsiderá'la

como Positiva.
otripletedepionstemmassasbempróximaslpossuemnúmerosquánticosidénticose

participam igualmente na interaç5o núcleon-núcleon. É natural cntão dizcr gtte o p¡on é urur

DaltíaiadeisospínT=l,quepossuiumamanifestaçãoT,=-.|chamadaÍ-'umamanifestação
i;;ô, õ;ä no,. uåa manifestaçãoTz=,+l que é o n+. Fazendo iso,generalizamos a

relação entre T, e a carga elétrica. n rott. (l?a)que usamos inicialmente para ntcleons é

equivalente à relação

{

l,
!:
{

onde 0 é a catga em unidade da

temos 0 = 0 para o nêutron 1z =
os pions a relação é diferente Pois

carga do elétron, tomada em valor absoluto' Por exemplo

-ilz " 
Q = | para o próton Tz = +l12' como antes' Para

Q=Tz * ll2 (núcleons) (17'laa)

(pions) (17-l4b)Q=T"

Podemos no entanto agruPar essas duas relat'es numa única forma escrevendo

Q--Tz + Bl2 (núcleons e Pions) l7'l 5)

(r 7-l 6)
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onde 8 é ontimero bariönico,cujovaloré I para um núcleone 0 Pafa um Pion'

os pions sã.o instáveis. o n0 decai espàntaneamente, através de uma interação eletfomag'

nética e .àr urn. vida-média da ordem de l0-rs s, em dois fótons de alta energia

¡o *"lt^r 
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ou, o que é mais raro, num par elétron-pósitron e um fóton. Embora esse valor paleça um tem- ¿.,.t$

po de deCaimento muito curto, deve ser comparado ao tempo de 10-23 s que caracterizariaq .i
decaimento æ ele ocorrese atr.avés da interação forte núcleon-núcleon (ou ¡uclear). O valo¡

10-23 s corresponde simplesmente ao intervalo de tempo que uma partícu¡a, movendo+e

com uma velocidade c - i0t m/s, necessita para percorrer uma distáncia t' - l0- r s m da o¡-

dem do alcance das forças nucleônicas. As razões invocadas inicialmente para identificar a

naturezå eletromagnética do decaimento ¡o baseavam-se no fato de que os fótons participar¡

apenæ de interapes eletromagnéticas e que a vida-média de dec¿imentos desse tipo são muito

maiores do que o lapso de 10-23 s ca¡acterÍstico de uma interação mais fofte.
Os outros pions nâ'o decaem do mesmo modo que o p¡on neutro. Na realidade,o n+ de-

cai com uma vida-média muito maior, da ordem de l0-E s, segundo o esquema

n+ +p+ *v, (t7.17)

onde ¡¡+ repfesenta o muon de carga positiva e v, é o nantrino muônico. O r- decai com a

mesma vida-n¡ddia ægundo o esquema

¡¡- +pr- *lu (r 7.18)

onde¡¡-éomuondecarganegativaelréoantineutrinomuônico.Omuonpositivoéaanti.
partícula do muon negativo, da mesma maneira que o pósitron é a antipartÍcul¿ do elétron.

Aliás, sob todos os pontos de v¡sta, com exceção de suas massas de repotso que são maiores,

os muons æ assemelham muito aos elétrons. O decaimento do pion carregado envolve uma

interaçáo que é uma das duas especies mencionadas. Como talvez já se tenha percebido a par-

tir da te¡minologia usada, a outra espécie é a interação decaimento É da física nuclear. O fato

de que a vida.média do decaimento do pion carrègado ser muito maior do que a do decaimen-

to eletromagnético do pion neutro reflete o fato de que a interação envolvida naquele decai-

mento é muito mais fraca do que a intcraçat eletromagnética. L¿mbremos que uma compa-

ração similarjá foi feita no caso do dec¿in¡ento p. Por essas razões tanto o decaimento de um

nêutrcn num próton mais elétron e (como vamos passar a chamá-lo) um antineutrino eletrô-

nico, quanto o decaimento de um pion positivo ou negativo em um muon positivo ou negativo

mais um neutri¡o ou antineutrino muônico, sâ'o ditos ocorrer através da interaçio fraca. Esla

termínologia conduz natrualmente à interaçå'o núcleon-núcleon ser chamada de intetação ÍoÌte.
No caso específìco da física de partículæ, os termos interação forte e interação f¡aca sâ'o usa'

dos pua identifìc¿r o que habitualmente chamamos em física nuclear de interaçã'o nf¡cleon'

nficleon (ou interação nuclear) e interação decaimento p.

l7-5 MUONS

Os muons não participam na teoria de Yukawa sobre a origem da interação forte, embora

tal fato tenha sido percebido muito tempo depois de sua descoberta, em 1936, por Andenon

e Neddermeyer. Btes investigadores encontraram partícul¡u¡ na composição da radiaçío cósmiø

e mostraram que su¡¡ massa de repouso situava+e entre a massa de repouso de um elétron e a

mass¡ de repouso de um próton. Sabemos agora que tais partículæ são produzidas na radiação

cósmica devido ao decaimento dos pions. Em 1936, entretanto, os pions ainda nâ'o tinham sido

descobertos e supôs-se naturalmente que os p+ e. os r¡- eram os mésons de Yukawa (na reali'

dade foram chamados inicialmente de mésons g ), Desde então, unra acumulaç5o de evidðnciæ

mostrou contudo que a interaçã-o dos ¡nuons com a matéria é muito fraca. Por exemplo, os

muons ds radiaçã'o có¡mica conseguem atrav€ssar largas cãmadas de matéria sólida com urnå F'
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guena atenuação, pois podem ser detectados em minas profundas. Asim se comPortando, os

¡nuons dificilrnente poderiam ær as partÍculæ responsáveis pela interaçalo forte, apesar de sua

¡¡asa de repouso

ñu+=ñ,t- = 106MeV/c2

ser muito próxima do valor predito por Yukawa.
Esta situação gerou uma imensa confusío nos dez anos que precederam a descoberta dos

pions. Após a descoberta destes, porém, compreendeu-se imediatamente que os pions eram os

mésons de Yukawa, pois logo se mostrou que su¡r interação com a matéria é, forte, Assim, os

pions são intimamente assoc¡ados aos núcleons e interagem através da interação forte, Os

muons så-o intimamente æsociados aos elétrons e interagem através da interação fraca,
O muon e o elétron, os neutrinos muônicos e os eletrônicos, assim como suas respectiv¿rs

antipartículas, constitæm u¡na famflia de partículæ e são chamados de léptons, Algumas das

razões que permitem uma associação entre o muon negativo e o elétron sâ'o: ambos são fér-
mr'oru, ambos têm carya eléttÍø -e e spin I12, e ambos tém momento dipolar magnético cor-
respondente a vm føtor g de spin igurl a 2, srus antipartrculas, o muon positivo e o pósitron,
tém cargas e momentos dipolares magnCticos com o.sinal oposto. Os neutrinos muônico e ele-

trônico são também lérmians de spín l/2, tnas tém cårga e momento dipolar magnético nulos.

Eles podern ser distinguidos fisicamente de suas antipartículæ por intermédio de suas åel¡'ci-

dades (veja æção t64) que são helicìdde à'equerda pøra neutrinos e à direita pøra antíneu-

fi'r¡or. Não é apropriado definir urna paridade intrÍnseca ou um isospin para qualquer uma des-

sæ partículas participurtes da interação fraca. A razão disso é que a paridade não é co,cervada

nessa interação, como vimos na seção 164, o mesmo acontecendo com o isospin, como será

most¡ado em u¡¡ur seção mais adiante.
Os muons decaem espontanea[¡ente, através da interação fraca, de acordo com os seguin-

rcs esquenus

(l 7-l e)

(l 7.20)

(r7-2t)

(t7-22)

(t7-23\

y+ +e* *v"*î,

It- + e- *1" * v,

onde usamos a notação e+ pua o pósitron e e- pua o elétron. A vida-média para ambos os

decaimentos é a mesma, sendo. que seu valor é aproximadamente igual a l0-6 s. A necessidade

de æ fazer uma distinção ent¡e o neutrino eletrônico u, e o neutrino muônico u, foi demonstra-
(la experimentalmente, em 1962, através do fato de que os neutrinos muônicos obtidos a partir
do decaimento de pions (17 -17) e (l 7-l 8) nã'o induzem um decaimento p eletrônico.

Como os lépûons sfo férmions, slo criados ou destruídos em pa¡es putÍcula/antipartícula.
Conseqüentemente, o número deles preænte num sistema isolado permanece constante, adotan-
dore o critério de qw cada partícula fomece uma contribuição positiva à contagem e cada anti-
putícula fornece uma contribuigo negativa. Devido à distinção entre os léPtons eletrõnico e

muônico, cada t¡po satisf¿z isoladamente uma le¡ de consentaçdo do número leptônico, as

quais se escrevern

E l, = const

Ð ú, = s.tt,

Onítmero leptônico elet¡ônico Leé +l para umelétrone -l para um pósitron;eleé *l para

lun neutrino eletrônico e - I para um antineutrino eletrônico. O número leptônico muônico Lu
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é *l para um muon negativo e -l para um muon Positivo; é tl pata um neutrino muôniso,,

c - I para um antineutrino muônico. Notar*e-á que, em todos os cesos, o número de ldptons é

1l pam umd partfatla e -l para a ila antiryr¡i"u/¿. Deræ*e também notar que os esquemas dc

decaimento (17-20) do muon satisfazem às duas leis de consewaçäo, da mesma forma que s¡
dccaimentos p eletrônicos discutidos no Capítulo l6 também satisfazem. Veremos posteriof.

rrænte que existe uma lei de conservação análoga para o número bariônico 8, o qrul é * I para

um núcleon e - I para um antinúcleon.

Ernbora muito se conheça sobre a interaçaÌo fraca e sob¡e as partt'culas que participam dela, âlgumas

qucstões fundamentais ainda permanecem sem resposta. Por exemplo, por que e natueza necessita do elét¡on

(m,¡is o neutino essociado asim como as resp€ctivas antipartículas) como tombém do muon (mais o neutino
associ¡rdo e suas antipalículas)? Exceto pela diferença existente entte suãs massas de repouso, o clét¡on e o

muon sa-o tão parecidos que se tem a impressío que um deles é redundante.
Uma ouEa quetalo sem respostâ diz r€speito åo quentum de campo dr lnteraglo fiaca. A interagi

fortc ortÍm{c de trccas, entÎe as duar paf ículas em ¡nteraÉ'o, de seu qn4ntum de campo (rePresentado pelo

pion, arþs propriedades saîo bem conlecidas, e proravelmente tamtÉm por outros mésons, que ainda discu,

thcmos, orjas propriedades sio razoavelmente conhecidas). A intaaçat eleüomagnétic¿ enrolve trocas de scu

quentum de campo (¡epresentado pelo fóton, cujas propriedades sai c€rtamenle muito bem conhccidas). Atd

tnesmo a interaçfo gravitacional envolve t¡ocas de quântum de campo (o g¡aviton, cujas propriedades maisim.
portentes 3fo tambem conhecidas, como menciona¡emos mais adiante). Dessa forma é natural supor que e inte.

nfo fraca também cnvolva tfocas com seu quântum de campo. Este quentun tem um nome: bóson ln¡¡Jt.

mcdíárlo. C¡ntudo, além do fato dele ær um bóson (como acontece para todor os quantâ de campo) e de

tci ptottrvÊlmcnte s?in 1, muito pouco s€ sabc a seu respelto. O bóson intc¡mediÁrio nunca foi deteclado, en.
bon as busca¡ expcrimentais por ele tenhÂm molrado que sua maslr de repouso deva ser maio¡ do que cer-

cr de dtz m¡ssas nucleônicas. Esse limite inferior deve slgnificar que a intenfo fracâ tem um alcance ex.

t¡cmâmcntc qrrto. O ponto importânte é que a relaçalo inversa entre e massa de repouso do quantum de carn-

po c o rlcance da interaçalo associada, estebelecida pela expressalo (l?{), deve ser válida para todas as quatro

intetaÉes fundamentais da naturezå.

174 AESTRANHEZA

Não muito depois da descoberta dos pions nos raios cósmicos, essa mesma fonte começou

a fornecet eúdênciæ sobre uma nova famtia de mésons, que apresentavam rnÂssas de repouso

da ordem de três vezes a da dos pions e que agora s¿to chamados de mésons K. Além destes, os

raios cósmicos também indicavam a existência de uma outra partícula com uma massa de repou'

so de csrca de 1,2 vezes a massa de repouso do núcteon e que agora é chamada de particula N .

Experiências mais recentes mostraram que a massa de repouso do 
^o 

é

fît¡o = lllíMeYlc2 (t't.24)

valor ese superior às mæsas de repouso do próton e do nêution que são resp€ctivamente 940

e 938 MeYlc2. Da mesma forma que o nêutron, a partíc1rla l\o ë um férmîon neutro de spin

ll2 e de parídade íntilnseca Wsitíva. Pelo fato de não haver uma outra partícula com massa

de repouso próxima à sua, o Âo é considerado o único membro de um singlete de isospin; isto é, o

Âo possui T=Q,Tr=9.
Experiénciæ efetuadas com aceleradores de alta energia mostram que existem quatro tipos

de mésons K: os mésons K+ e K-, cujas cargas são respect¡vamente positiva e negativa, e os

mésons neutros Ko e F . Analogamente aoi mésons a, todos os mésons K úo bósons de spitr

0 e de pridade íntrlnseca nqativa. Suas massas de repouso são
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m¡ç+ =m¡¡- =494MeYlc' (7-2s)
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m¡o = mp = 498 MeV/c2 (t7.26)

O 
^o 

é produzido em associaçáO com um K, sendo que a sua grande seç.ifo de choque de

produçã'o sugere uma interação forte. Como exemPlo Podemos citar a reaçifo

tt- *p+^o +Ko (t7.27)

Vamos supor que, como em física nuclear, o isosPin seja conservado na interaçfo forte,oque

vai p€rmitir que essa reaçfo sejâ usada para determinar os números quánticos de isospin dos

nésonsK. Uma vezque 1= I para r.-,f =l12palno Próton e f = 0 parao Âo,asúnlcas posi-

bilidades para o K0 sfo I = l12 ou T = 3/2. No câso da segunda possibllidade ser a verdadeira,

haverla u¡¡ quarteto de valores Q e a família de mésons K se espalhárla sobre quatro estados

dc carga elétrica diferentes, Na reatidade,existem aPcnas tr6s estados decarya:Q=-1,0e *1.
Conseqúentemente, I = U2 para o Ko e pra os outos mésons K. Observe também que, como

1, tem os valo¡es -l pare o ?r-, +ll2para o próton e O Para o Â0,é necesáñoqueTr=l12
para o Ko . Considerando a maneira com que @ depende de 1" em outras situações, dirfamos

naturalmente Sg o méson K com T = I 12 e T, = + I 12 ë o K+'o K- é a antiPartícula do K+,
âssim como o F é a antipartícula do rff . As duas antipartículæ deræm ter também T=112.

[s determinaçOes de seus I, devem lerar em consideração que o Ir deutruantìpanlanlapr+

cl;¡ ter síru\ contnirÍo ao Tz da pørtlcula correspondente. Este fato pode ser visto facilmente

se.considerarmos a feação da produção de um par próton antipróton, a qual se processa etra'

vés da interaç,llo forte.

p+p+p+p+p+þ (t7-28)

Fntlo T, = -ll2 pa¡a o K- e T, = +1 ¡2 r*o o * .

A reação descrita po¡ (17-28) é um excelente exemplo da lei de conservafio do número

baríôníco

t B = const (t7-2e)

ondconúmerobariônicoBtemovalor*lparaumnúcleone-lperaumantinúcteon.Devido
ao fato dos núcleons serem férmions, o número total deles num sistema isolado derrerá, em

todæ as cilcunstânciâs, perrumecer constante se a contagem for feita da maneira indicada. Co'

mo veremos um pouco mais adiante, a lei de conservaçfo também se aPlica às situações nas

quais o sistema contenha c€rtas partículas, diferentes dos núcleons, também chamadas bárions.

Os mésons K decaem através da interação fraca em pions ou em léptons. A vida'média

do K+ e do K- é cerca de l0-8 s. Estæ duas partículas têm uma distribuição invulgar de

tempo de decaimento que se encontram compreendidas entre uma mistura eqäitativa de duas

exponenciais: uma, correspondendo a uma vida-média de cerca de 10-ro s; c outra' com uma

virla.média maior e da ordem de l0-8 s. A presença de duas vidas'médiæ tem uma origem

nuito interessante. Elas provêm basicamente de interferê¡cias entre autofunses degeneradæ

que de:crevem duas partículæ de mesma massa, o |f e o.F , que participam da mesma manei'

ra no decaimento via interação fraca, mas que s{o duas partículas distintæ. Voltaremos acse

assunto ainda nestâ seção após analisar outræ informa@es e discutiremos, na seøo æguinte, a

surpreendeite conclusão retiiada desse fenômeno. ù:
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Todos os mésons K tém o seguinte modo de decaimento
\

K+tr*tt ( I 7-30a)

?l,

Como tanto o méson K quanto o méson Í têm spin nulo, a conservaçá'o do momento angula¡

mostra imediatament€ que os do¡s mésons devenl ser en¡itidos num estado de momento angui

larorbitalnuto.Esteéomododedecaimentomaisfreqüenteparao^KoeoF,sendoor.gJn.
do m¡is freqiiente para o K+ e o K- . Um modo de decaimento menos freqüente é

[(+1¡*t*tr (t 7-30b)

Como os pions tevam a maior parte da energia disponível sob a forma de mæsa de repouso,sâo

emitidos çom momentos linearcs pcquenos, e como, alé¡n diso, sâo emitidos de uma regiâ'o dc

dimensões reduz¡das, eles são produzjdos num estado de momento angular orbital nulo.
A vída-média r€lativamente longa indica c¿rtamente que os decaímentos K envolvem a

¡nteração fracå, lsto torna6e aparente, se considerarmos o balanço das paridades nos do¡s mo.
dos de decaimento especificados ern ( I 7-30a) e em (l 7-30b). Como em ambos os casos sâo en-

volvidos estados de momento angular orbital nulo, os quais têm paridade positiva, as únicas pa.

ridades que precisam ser consideradas são as paridades intrínsecas das partículas. De acordo

com a análise feita a respeito de (17-13), equação que envolve uma interação forte, o méson r
tem uma paridade intrÍnscca negativa. Argurnentos similares mostram que o méson K tem tam.

bém uma paridade intrrnseca negativa. Por ser ¿ paridade da autofunça-o de um sistema o produ.

to dæ paridades de seus componentes, vemos imediatanìente que a paridade é conservada no

modo de decaimento em três pions (17-30b), mas nfo é conservada no modo de decåimento em

dois pions (17-30a). Assi¡n, a conservagio da paridade pode ær violada no decaimento ¡( da

mesma forma que pode ser violada no decainrcnto É, porque em ambos os decaimentos hd par.

ticipaçâo da interação fraca, na qual a puidade não é conservada.

O Âo também é uma partÍcula instável, com uma vida-média da ordem de l0- ro s. Ser¡

principa.is modos de decaimento são

¡o+p*l-

Âo t¿ * ro

(r 7.3r)

(r7-32)

Eses decaimentos ocorrem através da interação fraca e violam a conservação da paridade. A

componente z do isospin também não é conservada: em ambos os decaimentos¡ l, = Q ¿¡¡s5,

enquaf¡to Tz = -l12 depois, pois Tz é +l12 para o p,-lt¿pano¡, -l puaoÍ- e 0Pa¡ao
ro. O próprio isospin não é conservado nesses dec¿imentos yia interaçã'o fraca, pois T= O antes,

enquanto que depois ele so pode ser T=l12ouT=312, uma vezgue 1= l12pan um núcleon

e T = | para um pion. Análises detalhadas das taxas de decaimento mostram que em ambos os

casos o sistema pion-núcleon é formado no estado T = l12. Do estudo de outros decaimentos

viainteraçãofracaenvolvendopaltículasquetémvaloresbemdelìnidos deTeTr(istoé,putí'
culas qu€ não $ão léptons) conclui*e qve em unu interação fraca AT = | 12 e AT, = | 12'

Recapitulando, as partículas Âo e K sã'o produzidas, concom¡tantemente, com uma alta

taxa (¡sto é, com uma æção de choque relativamente Brande), em processos envolvendo a in'

teração forte. Apos æ a[astarem, deðaem independentemente através de processos que envol'

rem a interação fraca. Estes decaimentos ocorrem com uma baixa taxa (com uma vida'média
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þ-¡etativamente longa) por se tratar da interação frac¿. A fìgura 17.19 ilustra uma fotografia <tei
i g¿ços deixados por partículas em uma cámara de bolhas de hidrogênio. Nela podemos observa¡
' ç¡n'particular a produçâ'o simult¡inea (17-27) de um ¡\0 e um.f quando um r- incidente coli.

FIGURA l?-t9. A produçi'o si¡nultânea de um 
^o 

e um Ko cm uma cåma¡a de bolhas de hidrogênio. um

n- incidente inle¡ate com um p do hidrog€nio líquido que enche ¡ câma¡a' O ¡$ dec¿i

em um r* e um r--. A produ@ ocor¡e via inleraçalo fo¡te, mas c¡d¡ um dos decaimentos

se pfooessa v|a intemça;o ffaca. A cu¡vatufa de cada pafícula no ctmpo magndtico aplicado

é us¡da pa¡a idcntificá{a' (Cortesia do Law¡ence Radiation l¡boratory)
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dc com um p do hidrogênio contido dentro da cámara. Após a æparação, o 
^o-decåi 

em ump

;; ;, .orno r. (17-31),e o K0 decai em um t+ , e um t¡- 
' 
como em (17'30a).

Sabendo*e que o 
^0 

e o K sã-o produzidos numa intera$o forte, por que é que não é

possível que decaiam num modo mais favorável, isto é, a uma taxa muito maior, através de urn

Itoær* que envolva também a interaøo forte? Esta quest¿Ío rÊlevante foi respondida po¡

Gell.Mann e, independentemente, pot Nishijima em 1953 através da introdução de um novo

número quântico chamado a estmnløza,S. A estranheza das partículas de um particular mrrl-

tlplete de isospin especifìca o desvio da carga média Q do multiplete em relação à carga média

de um multiplete de pion, se as partículæ são mésons, ou em relaSo à carga média de um mul.

tipletc de núcleon, æ elæ são bárions. O termo bdrìon rcfete+e à partícula cuja mæsa de ¡s.

pouso é meio¡ ou igual åquela de um núcleon participante de uma interaçâ'o forte. Nesta famí.

lia estfo inclufdos o núcleon, a partícula Â0 e também outras partículas de massa maior, como

o E, o ã e o O, as quais se¡Ío descritæ Íiais adiante.

O conceito de estranheza pode ær expresso de uma maneira ligeiramente diferente atra.

vés de (17-15)

Q=Tr+ Bl2 (para pions e núcleons)

que é a felação entre a carya Q em Eidades de carga do elét¡on (em módulo), a comPonente z

do isospin I" e o nrimero tuiOnico ¡. As relapes equivalentes para as partículæ Â0 e K são

(para r\o)

(garaK+ eßo)

þaraK- eF)

Q= Tz + Bl2 - ll2
Q=Tzi Bl2+ ll2

Q= Tz + Bl2 - ll2

(l ?-33)

(t7-34)

(17-3s)

Quando ele foi introduddo, o nf¡mero bariônico B foi defìnido como sendo 0 para um pion,

*l para um núcleon e - I para um antinúcleon. Vamos agora estender essa ilefÌni$'o de modo

a incluir todos os bárions e mésons:B =11pdraum btíríon,B = -l paaumantíbdrìon e B =0

Wru um méson.lJrna vez que I = 0 tanto em (17-3a) como em (17-35) e, segundo nossas çon.

iideraçres anteriores, essaslquagões mostram que: @ = *l para o K+ que possui I, = -ll2',
.fif que possui Q =-ll2;Q= I paraoK- queQ=0pafao.C que possui [ =-ll2;Q= I paraoK- quepossui Tr=-ll2;eQ=0Pano

F Eu.temTr=+ll2.PuaapartículaÂ0,.8=*leTr=g,dem¡neiraque(17.33)reproduzt ¡r&.¡g¡,s- ---z

corretamente õ valor 0 = 0. Em termos do nrimero quântico S, todas as quatro equapes relati'

msa@seescrevem

8+S
Q=Tr* ,

(t7-36)

onde,S= 0 pæa o nrlcleon e o pion,.S= -l paraoÂ0,.S=*l paraoK+ eKo eondeoralor
de .S para uma antipattícula é o negativo de seu valor para a partícula,justamente como no caso

com8. Desa forma, .S = - I para o K- e Ko.
Gell-Mann e Nishijima postularam que, além da conservação do isospin T,d estranhezas

ê cowervada na interação forte. A produção simultânea de um Âo e um K, como em nosso

exemplo
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't- 
+p+^o +Ko

809

oodc ocorrer via interaça-o forte, uma vez que a est¡anhez¿ total é nula antes e depois da reaçllo.

Ln,r.tan,o, todos os decaimentos ¡\o e K são proibidos de ocorrer através da interaçfo forte.

oois, em todos os casos, existe uma única partícula de estranhez¿ + I cuja energia relativística

iotat é apenas sufìciente para que haja somcnte decaimento em partículas de estranheza 0. Uma

insp€ça-o dos decaimentos de ¿( e de Â0, via interaçaìo fraca e indicados de (17'30) até (17.32),

mostrard que em cada uma das interações (as quais envolvem partículas que não sflo léptons) a

estranheza nlio é conservada e que, na realidade, ru interaça1o fraca se observa AS = l.
Este é um momenlo apropriado para discutirmos novamente o fenômeno de inte¡feréncia

observado no decaimento via inìeraçao fraca do Ko e do KÌ . Como foi dito antes, sua origem

eslá ligada ao fato de quc, dentro do contexto da interaçâo fraca, duas partículas -apcsarde
serem diferentes - âgem exatamente da mesma maneira. Podemos entender agora quais slto as

causas. O Ko e o /(l diferem aPcnas nos valores se seus números quânticos S e 1r' o que nlo

discrimina seus compoflamentos Pois nenhum dOs dois é conservado na ¡nteraçãO fraça'

Consideraç6es sobre estranheza tomam possível a comPreensão da produção e decai'

mento de bários de massa maior, cuja descoberta se deu rec¿nt.rmente. Exjstem trés conjuntos

dessas partículas. As partículas E formam um triplete de isospin, E-, Eo e E+, com T = | e

T, = - 1,0 e * I , reipectivamente. Elas foram inicialmentc consideradas como um triplete por

terem aproximadamente as mesmas massas de repouso

mr=ll90MeV/c2 (17-37)

Da mesma forma que os outros bárions discutidos até agora, as partículæ E slto férmions de

spin t i 2 e de paridade intr ínse ca posit iva. Sua estranheza é S = - I ' As part íanlas ! consti tuem

um doublete de isospin com massas aproximadamente iguais e de valor

m= = l32O MeV/c2 (l 7-38)

Seu isospín é T = ll2, comT, = -llZ para o 7- e Tr=*l12pano i0' Outra vez'essas par'

tículas sâo férmions de spin j/2 e paridade intrínseca positiva. Suaestranheza é no entanto

S= -2. Finalmente,existeapartíc:al¿fl- de massa de repouso

mn= l6T0MeYlcz (l ?-39)

e que consritui um singlete de isospin: T=O,Tr= 0. o o- é também um férmion de paridade

intrínseca positiva, mas seu spin é 312. Sua estranheza é S = -3'
. cada uma das partículas 2, E e o sâ',o produzidæ em colisões de alta energia, por intermé-

dio da interação forte, e em associação com outras partículas de tal maneira a conserv¿f a estra'

nheza. Por exemplo, o =- com S = -2 foi descoberto inicialmente nos raios cósmicos' sendo

produzido concomitantemente com dois mésons K0, os quais têm 'S = + L Com uma exceçã'o'

cada uma dessas partículas decai via interação fraca' Assim, no decaimento Z-

E-*Âo*zr-

a vida-média é de cerca de l0-ro s, valor esse típico da interação fraca'

(1740)

A exceçã'o é o Eo, que decai através da interação eletromagrética' segundo o esquema

Ðo*Ao*7 (r741)

Sabe-se experimentalmente que sua vida-média é menor que l0-ra s e prediz+e teoricamente
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que seja igual a l0-lE s. Observe que nesse decå¡mento via interação eletromagnétic¿ a compo.

nente z do isospin será coñservada, se atr¡buirmos T, = 0 ao fóton ? (uma vez que ?nz = 0 para o
Eo e para o Âo). É geralmente observado que ln, é conservado na interaçá-o eletroriagnética. O
decaimento E- indicado por (1740) não pode oconer em um tempo relativamente cu¡1q

através da interaçãoeletromagnética, pois in, =-l12pano7-,Tr=0Para o lf eTr=0para
o 7. Assím, o decåimento deve ocorrer mais lcntamente através da interação.fraca.

Considerando+e (17'36)

toma-se imediatamente ap¿uente que a conservação de T, aa interaçâo eletromagnética signifìca
qu€ S ¿ consenndo na interuçlo eletrotragnética, Ã rczão é simples, po¡s como @ e B sâ'o con.
servados cm tod¿s as circunstâncias, a conservação de T, implica na de S também. Entretanto,
T t ão ¿ consemado na ¡nteroçiío eletrcmagnética. Isto pode ser visto lembrandose que a intera.

ção forte conserya o isospin e é independente da carga, Sem dúvida alguma a interação eletro.
magnética não é independente da carg,a e, dessa forma, não pode conærvar o isospin

Deve ær d¡to também que, em I 961 , Gell-Mann usou conceitos int¡mamentc relacionados
com s estf¡mheza, os quais veremos poster¡orment€, para prever aexisténcia domésonno edo
mëvn rf , os quais foram depois observados experimentalmente. Estes mésons neutros tém
massas de repouso entre a de um méson K e a de um núcleon

B+SQ=Tr* ,

mno = 550 MeYlc2

mn'= 960 MeYlc2

(1742)

(1743)

Identicamente aos outros mésons, eles são bósons de spin 0 e de paridade intiínæca negati\¡¿.
Todos os dois têm também S = 0. Cada um deles é um singlete de isospin com I= 0 eTr=0.
O 40 decai eletromagneticamente em cercÅ de l0-te s, qr¡as€ sempre dando origem idois
fótons. O 4' também decai vía interaçá'o e¡etromagnética, m¡rs sr¡¡t vida-média não é conhecida.
No æu modo de decaimento predom¡nante, ele produz um 40 e dois pions.

l7-7 INTERAçÕES FUNDAMENTATS E LE|S DE CONSERVAçÃO

A tabela l7-l apreænta um resumo de certas informaSes, obtidas na seç.¿io precedente e

nas primeiras seFes desse livro, relativæ às quatro interações fundamentais da nattrre?À foile,
eletronugnética, fraca e gravitaciotul. A comparação das diferentes intensidades depende de

certa forma da escolha do atributo a ser comparado; os valores apresentados foram obtidos
a partir de compara$es feitas na maneira usada na seção 164. Todas æ entradas da tabela já
foram discutidas anteriofmente, exceto ru¡ que se referem às características do quantum do canr
go gavitacional.

O quantum do camPo gravitacional é denominado graviron. Sua massa de repouso deve sef nul¿, um¡
vez qu€ s hteraç5o gravitacional tem o mesmo longo alcancc que a intaraça--o eletromagnética, cujo quantun
é o fóton' de mas¡a de repouso nula. Sabe-se que o spin do graviton é 2, Ã nzao disso é a auséncia de mass¡
gravitacional negativa, irnpossibilitando a cxistência do rtipolo gravitacional oscilante, o qual conesponderia
à irradbçio d€ um graviton de spin t. Á font€ gavitacional oscilante de mult¡polaridade mais baixa posívcl
é do tipo quadrupohr (oorrcspondendo a oscilações de massa entre as formas clipsoidais achatada ealo¡rga'
da), ¡espon$vel peta emisã-o de um quantum de spin 2, Este argumento é cssencialmente o mesmo usado
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na seça:o 16-5,ocasiá-o em que sc concluiu que um fóton tem spin I porquc ná'öctdstemmonopolos€lctro.

mrgniticor oscilåntes No momcnto em que este liro esti sendo cscrho, há controvórsias s respcito d¡ dt.
tecçå'o ou na:o de gravitons, os quais se¡iam emitklos quando uma ¿sltelâ na fast final de sua vidr colapg,

t¡ansfo¡mando.sc num "butaco negro". Contudo, certåmcntc não hd cont¡ovérsi¡s sobre o fato de quc ¡ in.

tereçaì gravitacionat é a única d¡s qualro interações que é, ao me3mo tcmpo' dc longo alcance e sempre de

mcrmo sinal. Assim. seus cfeitos sio åcumulatþos e, conseqflentemente, a ¡¡aúdede - apcsar de sua fiaquez¡

lnt¡lnseo - é, de longe, a intera#'o me¡s óbvia do mundo macrosa5pico.

A tabela 17.2 apresenta as três interaÉes do mundo microscópico, isto é, da flsica quânti.

ca, c todas as quantidades que sáo conservadas em certas intereÉes. O símbolo * ou - signifì.

q¡, respectivamente, que uma dada quantidade é conærvada ou nlÍo' Já discutimos todas as en-

tradasãessa tabela, exceto aquelas que se ¡eferem à conjugação de carga e à reversão temporal,

TABELA 17-2. Aplicabilidade das Iæis de conservaçlfo Fundamentais com Relação

às Interações Fundamentais (+ Signifìca Conærvação; - Signifìca

Nã'o Conservação)

Quantidade
Conservada

Forte Eletromagnética Fraca

Encrgia

Momento linear

Momento angular

Carga

Número leptônico eletrônico

Número leptônico muônico

Ntlnæro bariônico

Módulo do isospin

Projeøo z do isospin

F¡tranheza

Paridade

Conjugaçfo de carga

Reversfo temporal

+
+
+
+
I

+
+
+
+
+
+
+
+

+
+
+
+
+
+
+

+
+
+
+
+

+
+
+
+
+
+
+

(AT = | l2para nâ'o leptônico)

(ATr= l12 Pâra não lePtônico)

(AS = I para não leptônico)

- ) (Exceto para uma violação

- ) Pouco freqüente no decaimen'

+ | to lento do sistemaKo, KT)

A conjugação de carga é o proceso pelo qual cada partícula de um sistema é transfor'

mada na sua antipartícula. Por exemplo, a conjugaç.lfo de carga do átomo de deutério em seu

estado fundamental dá um núcleo com um antinêutron e um antipróton - assim como um pó'

sitron atômico. Todas as evidências experimentais disponíræis slfo consistentes com a conclu'

são de que tanto da interação forte quanto da interação eletromagnética nã'o s,fo afetadas (ou

são inv¿riantes) pela operação conjugação de carga, Por exemplo, essa invariância é encontra'

da na aniquilação, via interação forte, de um proton e um antipróton, com produção de um

par partícula/antipartícula K+, K- e de outras partículæ; ela também é encontrada em exp€-

¡en.i6 envglvendo o decaimento eletromagrético do méson 40. Assim, acredita'se que o

núcleo do átomo de antideutério (cujo comportamento é govemado pela inteta$o forte)' as'

sim como o pósitron (cujo comportã*tnto é governado Pela intefação etetromagnética) te'

nham um coÀportamento idêntico ao núcleo e ao elétron do átomo de deutério rtormal. pois

8t2

ambos se encontram no mesmo estado quántico e possuem a mesnu energia. Pode¡nos dizer,

cntáo, como o símbolo * indica na tabela, que a conjugaçlto de carga é conservad¡ næ intcra'

pes forte e elettomagnética, pois a descriçlo de urn sistema governado por umâ dessar duas

ínteraçõcs é invariante na op€raçifo em queslfo, Ânalogamente, o símbolo na iabela indica,

por exemplo, que a paridade não é conservada na inte. ;y'o fraca po¡que a descriçifo de um

iirtemr, cujo comportamento é govemado por esta interação, n¿fo é inva¡iante pela operaçalo

paridade.
Na realidade, a evidéncia experimental para o símbolo - na tabela, indicando que a con'

jugat'o da catga não é conservada na interaçâo fraca (isto é, que a intcração fraca diferencia

um sistema de um outro obtido atravds da conjugação da carga), é a mesma que a evidência

experimental para a n¿fo conscrvaçâo da paridade nesa interação. Se o estudanle se ¡eferir ao

esquema já discutido da experiéncia sobre a paridade no decaimento P do 2?Co6o, apreséntado

na tìgura 16-15, e imaginar a op€raçfo da conjugaçäo de carga sobre a visão normal,veráime'
diatamente que a descriçlfo do decaimento p do anti-2?Coóo difere da descrifo do decaimen'

to p do 2?Co6o. A conjugação de carga Provoca a inversâo do sinal da carga na espira de cor'

rente, o que ímplica em uma inversllo do sentido de circulaçlIo da corrente positiva na espira.

Entretanto, essa operâção não afeta a direção preferida de emisalo de partícula por ocasiã'o do

decaimehto. Vemos assim que, Para o 2tCooo, um parafuso de passo esquerdo descreve a rela'

ção entre a circulação na espira de corrente, a qual representa seu momento dipolar magnético,

e a direção preferida de emissão da partícula durante o decaimento, Por outro lado' para o

anti.2?Co60, um parafuso de passo direito descrevb a relaçfo entre essÍ¡s quantidades.Dessa

forma, as experiéncias relativai ao decaimento p mostram que na coluna da interaÉo fraca da

tabela l?.2 devemos ter o símbolo - correspondendo å paridade e à conjugaøo de carga.

Observe que, se a opcraçlo conjugação de carga é efetuada sobre a visalo normal da ex-

periência de decaimento 0 ilustra<ta pla figura ló-15, e se, em seguida,a opraçá'o de reflexão

no espelho (note que aquela mostradr pela fìgrrra l5-16 corresponde å operaçã'o paridade) é

efetuada na obtida com a conjugação da carga, os efeitos dessas operações se cancelam. Isso

porquc o sentido da circulação da corrente na espira é invertido em cada uma dessas operações

sucessivas. Varnos ver agora o que esse resultado nos ensina sobre o comportamento do sistema

sob a operação de reversão temporal.
A rcyerúo temporal é o proæso de modifìcação do sinal das variáreis de tempo que des-

crevem a evolução de um sistema 
* Ou seja, é a mudanca do sentido do fluxo do tempo, como

ocorre numa projeção cinematográlìca "passada de trás para frente"' Quando aplicada à expe'

riência do 2?Co60, segundo a vistfo normal da figura l6-15, a reversão temporal inverte osen'

tido do vetor que descreve o movimento do etétron e inverte também o sentido de circulaçâo

da .corrente na espira. Assim, após a inversitro do tempo, a relaçlto entre a direçllo e a circulação

não é alterada, continuando representada por um parafuso de pæso esquerdo' D^essa forma, no

que diz respeito à reverslio temporal, não podemos usála diretamente Pafa verificar quc existe

urna ,ssimetria, com retação aoplano da espira, da distribuiçâo angular de enússão do elétron

no caso do decaimento É do 2ico6o. Note que essa assimetria éjrstamente o resultado que

permite a defìnição de uma direção de emissão preferencial. Na operação teversão temporal,a

ãescriça'o da experiência não pode ser atterada de uma maneira essencial qualquer que seja o

cæo. Assim, a experiência nâ'o nos diz diretamente se o decaimento p diferencia ou não entre

os sentidos de escoamento do tempo. Entretanto, indiretamente, ela nos revelaessa informação

* A, cquaç6,cs básicas da mccáncia clássiø ficam invariantes pela invetsäo do lempo, isto é, se fizermos

r * -r. i\ cquaçaÌo de Schroedinger, pof oulfo lado, cnvolve uma derivade primeíra em relação ao lempo e

nâo ficará invariantc p.t. trrnrfoiruião acima. Mas se tomarmos também o complexo conjugado de toda a

equaçå:o,cstaficaráinvariante. l\reve'rúote'nporol se¡cfereaambasoperações'(N'doT')
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graças a um teorema muito geral da tcoria quânticå relativístiça e que é o seguinte : Em qwlquer 
)

sistema, governado por uma\nteraç.lfo qualquer que obedeça à imposição relativista que ¿¡ c¿üs¿

darc proceder o eleito a aplicagâo sucesiva da conjugaçâo de carga da operação paridade e d¡
operaçã'o ¡eversão temporal não podem altcrar esscncialmente a desøiçá'o do comportamentq .

do sistema. Como uma conseqüéncia dessc leorcma, conhecido como o teoremø CPT, os sím.
bolos -, tanto parâ a consenåç.¿fo da paridade quanto para a conser\4ação da conjugaçã'o de
carga, apresentados na tabela para a interaçã-o fraca, implicam num símbolo + correspondente

à reversão temporal para a mesrna interaç5o.
Assim, no dccai¡nento p a interação fraca não diferencia entre os sentidos de escoamento

do tempo, embora dife¡cncie tanto um sistema de sua imagem no espelho qua¡to um sistema de

seu ar¡ti-sistemå. Em 1964, porém, Christenson e colaboradores encontraram que no decaimen.
to via ¡nteraçå-o fraca do componente de grande vida-média do sistema degenerado K0, Kl , exis.
tia, embora raramente, uma violação da invariância com relação à reversã'o temporal.llabitual-
mente esse decaimento ocorre com formação de trés pions, o que corresponderia, como no d9.
caimento p, a unr sí¡nbolo - na tabela, tanto para a paridade como para a conjugação da carga

e, conseqüentemente, corresponderia a um símbolo * para a reversâ'o temporal. Entrctanto,
c¿rca de 0,1 % do decaimento ocorre com formação dc dois pions, obrigando a indicaçáo por
símbolos-e*respectivamenteparaaparidadeeaconservaçãodecarga.Segundooteorernâ
CPT, tal fato implica quei para este decaimento, o sÍmbolo p¡ua a reversão temporal dcve
ær -. Ou æja, existe evidência que através do modo raro do decaimento via interação fracå da

componente de grande vida.média do sistema Ko, P , a tatutaa pode distinguir, en um nl-
vel microscôpico, o sentido do escoamento do tempo. Este resr¡ltado impressionante deve ser
encarado como sendo muito signifìcativo. O significado exato do que isso representa ainda

não foi entendido, da mesma forma que sua origem ainda permanece desconhecida.
A confìança na validade do teorcma CPT que foi usado na obtenção desse resultado é

encontrada na tabela l7-2, através dos três símbolos * correspondentes à paridade, à conju.
gafo de ca¡ga e à reversão temporal, tanto para a interação fole quanto para a eletromag.
nétic¿. O teorema diz, em essência, que o produto desses três símbolos deve ser * em todos
os casos. Medidas independentes para æ três operações foram feitas e confirma o teorema o

fato de que o produto dos trés símbolos seja realmente * para as ¡nterapes forte e eletromag-
nética. Uma experiência independente posível para verifìcar a reversão temporal numa ¡nte-
ração forte consiste na compara$o da seção de choque da reação

t2yr2a 12He4 - l3Al27 + ¡Ht

com a seç5o de choque da reação inversa

13¡¡22 4 lHt + t2Mg2a + 2He4

feita de tal maneira que os vetores momento linear do núcleo incidente e do núcleo alvo na

segunda reação sejam escolhidos como ændo iguais e posuindo sentidos opostos aos dos

ntlcleos fìnais da primeira reaçã'o. Evidéncias para a invariância com relação à revers¿Ío temPo'
ral na interação eletromagnética podem ser obtidas através do estudo do comportamento de

um s¡stemÂ cujas cargas interagem segundo um certo conjunto de condições iniciais e compa'
rando{ com o estudo do comportamento do mesmo s¡stema quando os vetores momento
iniciais são invertidos, O comportamento do s¡stema em um câso apresenta-sc como sendo

a projeção cinematográfìca de trás para a frente do outro caso: ¡sso porque a ¡nteraç¿fo€letro'
nragnética não diferencia entre os dois sentidos de fluxo do tempo e opera e)øtamente do

mesmo modo em a¡nbos os casos.
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Existem relaçôes ent¡e cada lei de conservaçio e ur¡ra ç€rta propriedade de si¡net¡i¡ de um espaço

físico ou matemático. Por exemplo. a simetris do espaço físico com relação à translaçalo (significando que

o €sp¡¡ço vazio em nosso unive¡so tem as mesÍus propriedaJcs em todos seus pontos) corresponde à conscr-

raç"-o do momento line¡r. Entretanto es.sas reh$es ó podem sef entendidas de uma fo¡ma må¡s ger¿l na

bas€ de uma teorie quânaíca mais sof¡sticada do que aqueh que foi desenvolúda neste li\to,

I7.8 FAMILIAS DE PARTÍCULAS ELEMENTARES

A tabela l?-3 apreænta a relaøo das partículas elementares (salvo osgravitons)queslfo

estáveis ou que decaem apenas através das interações eletromagnética ou fraca. As partículas

correlatas sãó classihcadæ em familias: o fóton, os léPtons, os mésons e os bárions' Os léptons

e os bárions sã'o férmions; o fóton e os mésons sã'o bósons. Os bárions de massa superior àdos

núcleons sâ'o algumas vçzps chamados de hiperons, mas esta denominação está sendo abando'

nada. Os mésoni e os bárions - isto é, as partículæ que particiPam da interação forte - formam

gapo qur é cham¿do freqüentement e dos hadnbns. As entradas da tabela sÍo: nome da famflia;

v¡¿a.m¿d¡a; cÃfra Q)sp¡n intf ínseco r; númefo leptônico ú" ou ¿r, númefo bariônico B; e, para

mésons e bárions, paridade intrínseca P; isospin 1; componente z do isospin 7, 
-e' 

hnalmente'

a estranheza S. A ãtribuiçao convencional da puidade do bárion e a atribuição 1, = 0 para o

fóton sa-o também apresentados.

Todos os léptons e bárions têm antipartículæ, embora estas não sejam apresentadas'na

tabela. compafados com um lépton ou um bárion, os "númefos quânticos" das respectivas

antipartÍculai têm: @ com o s¡nal trocado; o mesmo s; L, L u ou 8-com o sinal.trocådo ; pare

báriãns, p com o sinal trocado; o mesmo T;T, e S com o sinal trocado. Uma antipartrcula tem

exatamente a mesma masa de repouso e a mesma meia'vida que a P¿utícula' Estas duæ igual'

dades são preditas Pelo teorema CPT e foram verifìcadæ experimentalmente'

As antipartículas dos mésons sã'o apresentadas na tabela. Já havíamos discutido anterior-

mente o fato doK- e oKõ serem,respe¿tivamente,asantipartículasdoK+ edoKo'Umains'

peção na tabela confìrmará que a reta6o entre os númeroi quánticos dos K+, K- e dos Ko,

F- concorda com as regras das partículas/antiparticulas estabelecidæ anteriormente para os

léptons e bárions, exceto que a paridade intrínæca não se altera no caso Kl anti-K. As regræ

de paridade preditæ (e confìrmadas exPerimentalmente) para as partículæ/antiParticulas re-

fletim o fato que os mésons sâ'o bósons e que os bárions sâ'o férmions' Uma inspeçfo mais de'

talhada mostra¡á que a relação entre os números quânticos do n+ e do tt- é a mesm¿ que aque'

la entre os números quânticos do K+ e do K-. Podemos diz¿r, assÍm, que o 'l- 
é aantipartí'

cula do ff. Deste ponto d€ vista, podemos também dizer que o 
'fo 

é a sua própria ant¡Partí'

cula, o mesmo acontec€ndo Pafa o 40 e o ?'.
Não se encontra apresentado na tabela l7-3 um grande númefo de entidades de vida

muito curta que podem ou não sef chamadas de partículas elementa¡es. como um exem'

plo, nas ,*p".iênõi., de espalhamento pion.núcleon realizadas por Fermi em 1952, encon'

trou6e uma intensa ressOnânCia næ sepes de choque de espalhamento coÛesPondendo a unra

energia do pion incidente de 195 MeV. A figrua 17-20 ilustra a seção de choque z+ *p em

funçao aa energia total do sistema, no referencial do centro de masa, incluindo as massas de

,rpó*o do pioñ e do nrlcleon. Como o z+ posui T = l,T, = +l e o p posui T =ll2'T'.=
+ll2,osistema s€ encontranoestado T=3-l2,Tr=312'(o-sistema Í- +pnoestadoT=312'

Tz = -ll:&apresenta o mesmo tipo de resonância na seção de choque na mesnra energia' fome'

c€ndo dessa forma uma eúd€ncia adicional para conclus¿Ío que, embora a interaçâ'o forte depen'

da de ?F, não dePende de T"') A largun àmeia altura D da resonância' cujo máximo ocorre

a uma enefgia total de niá'iiv,í urca de 120 MeV. Isto signifìca que o pion e o próton

devem temiorariamçnte formar uma entidade composta que os mantém ligados durante um

lapso de t : hF - lg-ts eV-s/lgs eV - 10-23 s. Se essa ent¡dade se move a uma velocidade
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Número paridade
Bariônico Intrínseca Isospin Componente z Estrârihêza

B P T do lsospin l" .S
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TABEI.A 17-3. As Partlcr¡læ Elementares

2,6x10-E +l 0 0
0,9x10-tó 0 o 0

2,6 x lo-E -l 0 0
l,2xlo-E +t 0 0

/8.6xlo-tt\ o o o
tllel
\5,2xlo-8 1 o o o
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Positiva
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2,2 x 10-6
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+l
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0
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çaìodaestranhezz,urnavei¿que.S=+l paraoKîcoKo,enquantoqueS=-lgztaoK-.Acå¡8aeonú.
mero ba¡iônico sa--o conservadosjqsa--o igualmenlË conserv¡dos o momento af¡8uht e a paridadc, Porque o e¡.
lado fin¿l podc ter åpcnas uma unidade dc momenlo artgular orbital, (Lemb¡e que a paridade âssociåda ao
momenturn angular orbital é dada por (- l)'. Como o isospin e sua componentez sa:o também consqìãdosr
vemos que a rcação pode ocorrer úa intcraçalo forte. Sc estc não fosse o caso, a scçaio de choquc scria muito
pequcn¡ para scr ol¡se¡y¿da.

(c)O-*Eo +r-

Neste cåso a carga e o número l¡ariônico ca;o consennados. O momcnto angular e a paridade sío ta¡¡.
bém conservados, tendo o estado final uma unidade dc momento angular orbital. Como o r¡¿lor de I é 0 pua
on-,ll2peraoãoe-lparaor-,vemosqueénecessáriohavcrumavariaçá'odeisospindepclomenos

^î 
= l12. Além diso, TréOpara o o-, + ll2pano Ec e - I para r-,o queobriga quea componentez do

ircspin varie de lTr= l/2. A estranheza tamtÉm varia da quantidade ÁS = l. Essas mudanças de núme¡os

quânticos, quc perm¡tcm que o decairnerlto se pfocesse at¡avés da interaç--o fraca, proÍbem que o decai¡nento.

oco¡r¡ ¡través dos processos rff¿is rápidos, via inte¡ação eletromagnética ou interaçã-o forte'

(d)r++p-p+P+n

Devemos inic¡slrnente determina¡ os númc¡os quánticosdo antinêut¡on ¡-. Aplicando as reg¡as mencio-
nadas nc lsbela, encontramos: @ = Q,5= ll2,B= -l,P= ncgatir", T=l12,Tz= + l/2,.S=0. Uma inspcçaì

demonst¡a¡á que todos os números quânticos sa:o conserrados pela reaça--o, a qual pode enta:o ocoßer via inte-
raçaio forte.

(c)ã-Þ +e+ +vc

Sc for possível este processo, dcve ceftamcnte ocÐrfc¡ via interaça--o fraca, uma vez que ve nã-o partici-

pa dæ outns. A cargtê conserv¿da pois 0 = -l para oþ, O númcro ba¡iônico total é igual a -1, antes c

depois, scndo enta:o conser\ado, O núme¡o lcptônico elctrôníco é conservado porqueclecorrespondcao E-
ior -l para o d+ e +l psre o ye. O momento arigular podc ser conscrv¡¡do. A paridade não é definida para

léptons, mas t paridade nalo é uma considcraçá'o ¡elevante para a interaçäo f¡aca envolvendo léptons.O mes

mo fato o@¡¡e para o isospin e para e elranheza. Dessa forma, a rcaçab pode ocor¡e¡ atravós da interap--o

fraca, Observe que ela éjustamente a conjugaçalo de carga do decaimenlo d do nêutron.

(f)¡P-¡+r

Esta rea$o, se puder ocorrer, obúamente deve¡á se processa.r via interaçalo eletromagnétic¿, Como

Tz=0Duto^o ep8¡so?,enquantoTz=-ll2paraon,vemosqueehnãodeveocorre¡porquefzécon-
servado na interaça:o eletsomagnét¡c¿. Esta conclusalo está de acordo com a experiência e é uma das ¡azões

pelâ quâl fz = 0 é al¡ibu¡'do ao fóton. .

l7-9 HIPERCARGA E QUARIG

Correlacionandose as propriedades dos mésons e dos hadríons, descobriu+e que seria

útil empregar um número quántico f, denominado hipercarya, ao invés do número quánt¡co

estranheza S. A hipercarga é definida por

Y=S+B (1744)

onde .8 é o número bariônico. Como .8 é conservado em todas as interações, as regras relativas

à conservação de S se aplicam imediatamente a I/. Gell-Mann, bem como outros, descobr¡u

que o diagama de Y versus T, para os bá¡ions de spin l/2 forma uma figura simétrica mu¡to

simples e gue esse diagrama, quåndo feito para os mé$ons de spin 0, apresenta a mesma conli-
guraçã'o. F,stæ lrguræ em octeto sã'o apresentadas nas figuras l7-Zl c l7-22.E1æ sâo chafiudas
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de octetos por conterem oito partículas, incluindo as duas que ocuparn a mesma posiÉ'o
central.

A simetria dessas fìguras sugere uma extensão da teoria de matrizes usadas para descre-

ver as propriedadcs matemáticas detalhadas do spin e do isospin. A extensão é a chamada

þorit SU(3), que envolve o grupo de matrizes 3 x 3 unitárias especiais. A fìgura doocteto,
incluindo a dupla ocupaÉo, na posição central, é uma das lìguras obtidas pelas propriedades

de simetria desse. grupo, Outras figuras apresentam uma confìguraøo singlete ou umå con-

figuraçâo decuplete. O méson 4' ocupa esse singlete, completando a classifìcaçâ'o para todos os

nove mésons conhecidos. Existem também nove bárions, entre os quais o O- ainda não foi
clæsifìcado. Ele não pode estar em um singlete, uma vez que a teoria do SU (3) mostra que

isto nã'o seria possível para um bárion de spin 3/2. Ele é então colocado com outros bárions de

spn 312 no decuplete mostrado na fìgura l7-23. Todos os membros desse decuplete são resso-

nâncias. exc€to o próprio O-.

+l

y0

-I

-l -ll2 0 + l/2 +
Tz

FIGURA 17-21. O octeto de bárions de spin l/2 e paridade posítira.

+l

YO

-t

-r -ll2 0 +Ll2
T2

FIGURA 17 -2L O octeto de mésons de çin 0 e paridade positin.

A importância da teoria SU (3) ficou demonstrada quando Gell-Mann e Okubo previram

I massa de reporso e os números quânticos do Q- antes mesmo que ele tivesse sido obser'

vado exper¡mentalmente, A idéia envolvida na predição de masa é que, na ausência de intera-

+l
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^- 
(1236' a0 (1236) a+ 0236) a++ 0236)

E-0385) Eo(t385)

-312 -r -rl2 +ll2 +l +tlz

F¡GLJRA 17-Zl. O decuplete de b&ions de spin 3/2 e pa¡idâde positiva'

çses fortes e eletromagnéticas, todos os membros de uma confìguração devem ter a mesma

ánergia de massa de repor¡so, sendo que a interaçâo forte ¡emoræ Parte dessa degenerescéncia

(desdobrando a energia de masa segundo I), enquanto a interação eletromagnética remove a

outra parte da degeneresoéncia (desdobrando a energia de massa segundo 1r). Dessa forma, a

m.str io O- pode ser predita através da extrapolação da dependência da massa como Y, to'

mândo por bæe os membros já conhecidos do decuplete.

Pode se¡ observado nas figuras 17.21, 17-22 e 17.23 que tanto a conlìguração octeto,

que é r¡m hexágono, quanto a configuração decupleto, que é um triân8ulo, têm uma simetria

iotacional ternária em relaç.¿to ao æntro. Pode*e dizer certamente o mesmo para a confìgura'

ção singlete, uma v€z que é apenæ um ponto no centro. Este fato levou Gell-Mann a PostulÍIr

i existência de quarks, um conjrurto de três partículæ que sob dife¡entes combinações pode

formar os mésons e os bárions. A tabela l?4 apreænta os números quânticos não'inteiros dos

tr€s quarks et, 4z e q3. Os antiquarks d, -qz e q-3 foram também postulados, sendo que para

cada um destes, os valores de Q, B, P, Tz e Y têm sinais opostos daqueles dos quarks corres'

pondentes.

TABEIJ\ 174. Os Quarks

Símbolo Quark O s

0
Tz

Tz

4t
4t
4t

+213 l12 +ll3 Positiva l12 +l 12

-ll3 ll2 +ll3 Positiva ll2 -rlZ
-l 13 ll2 +U3 Positiva 0 0

+r13
+t13
_213

Todos os mésons podem ser ent¿fo formados por uma combinação de um deses très

quarks e um desses três antiquarks. As nove combinaç6es possíveis descrevem exatamente os

números quánticos dos nove mésons de spin 0, à condição de que se suponha que o quark e o

antiquark istejam em um estado t.Se no quâl sela momentos angulares totais sejam nulos, pois

seus momentos angulares orbitais sÍo nulos e seu spins são essencialmente antiparalelos' Além
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dísso, as ressonâncias mesônicas, cujos spins vão até 2, podem ser descdtæ pcrmitindose ao

sistema quark/antiquark se encontrar no estado 3.9 ¡ ou nos estados t P6,t P, e t P2..

Os bárions podem ser considerados como combinações de estados,s de trés quarks. Exis.
tern ao todo 27 combina$es possíveis e cada uma delæ posui números quánticos conespon-
dentes a um dos bárions conhecidos. Estas partículas slÍo classificadænas confìguraçõesocteto

e decupleto, ilustradas nas figuras 17-21 e 17'23, assirn como em duas outræ confìgwapes,
umâ octeto e outrâ singlete. Estas duas últimas configurações octeto e singlete são populadas

por ressonâncias bariônicas.

Existem no entanto problemas com o modelo de quarks. Um desses problemas relacio-

na-se com o fato de que o decupleto de bárions de spin 3/2 e paridade par seja composto por

três quarks no mesmo estado .S com spins "paralelos" e tais que dois ou três deles sejam idên-

ticos, como por exemplo 1l- = qúsqt,lsto não poderá ocorrer caso os quarks de spin l/2
sejam férmions, como pode ser visto em todos os outros casos envolvendo entidadescomspin

l12. Um outro pr.oblema é que, apesar dos grandes esforços empregados, ntfo foi ainda possí-

rel detectar um quark liwe. Se um quark fosse liberado de um sistema formado por dois ou

trés quarks ligados, por ocæiã'o de colisões de altas energias produzidas por raios cósmicos ou

por um acelerador, ete deveria se¡ estável já que sua carga não inteira nlío o permitiria decair

de forma alguma sem violar a conserv¿ção da carga. Além disso, essa carga não inteira o torna.

ria facilmente detectáræI.

Talvez a nzão pel.a qual os quarks lirrres ainda nfo tenham sido observados provenha do

fato de que as colisões visando sua produçâ'o ainda não sejam suficientemente energéticas. lsto

é, é possível que tenham energias de massa de repouso extremamentc altæ e æ iuntem entrc

eles para formar mésons ou bárions com energias de ligação igualmente elevadas, fazendo com

que somente energias muíto altas sejam capazes dc separá-los. Experi€ncias recentes' envol'

vendo espalhamento de elétrons de alta energia por prótons, têm indicado que o próton é com'

posto por partículas puntifofmes. Estas partículas receberam o nome de pørtons mas, na reali'

dade, podem ser quarks tigados. Esperare que futuros trabalhos exp€rimentais e teóricos

possam esclarecer.a situaøo dos quarks na física quântica.
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I.
QUESTOES

Por que 3P¡ não é uma componente do cstado fundamental do dêuteron? O que é quc

se pode dize r sobre t.Ss?

Que experiências podem scr realizadas para testar a eústência de um s¡stema estiivel de

dois prótons? E de dois nêutrons?

No referencial do centro de massa, a seção de choque diferencial para o espalhamento

nêutron-próton d isotrópica a baixas energias. Descreva qualitativamente o comporta-

mento da seção de choque diferencial num sistema de referência em que o prófou alvo
esteja inic¡almente em fePouso.

Considerando-se o comportamento qüántico de um sistema de duas partículas idénticas,

falamos de troca dæ coordenadas dessas partículas. Considerando-se o espalhamento

nêutron-próton, falamos de troca dæpartículas. Qual é a razão dessa diferença?

Por que a seçalo de choque diferencial de espalhamento próton-próton é necessariamente

simétfica com relação a 90" no referencial do centro de massa?

Explique por que a s€ção de choque diferencial de espalhamento é isotrópica se, e

somentese,oestadol=0éoúnicoqueparticipadainteraçãoqucproduzoespalha-
mento.

Grande parte do que conhecemos sobre as forças que atuam nos átomos é obtida atra-

vés do estudo dos estados ligados do mais simples dos átomos, o de hidrogénio. Por que

é que apenas una pequena parte do que sabemos sobre æ forças que atuam nos núcleos

é obtida através do estudo de estados ligados do mais simples dos núcleos, o do deutério?

Por que é que o nome isospin é apropriado para ser usado no conc€ito discutido na seção

t7-3?

O princípio de exclusão pode ser expresso em termos de isospin? Veja a fìgura 174.

Existe uma imagem física de como o momento de um méson z, transferido entre os cam'
pos de dois núcleons, produz uma fotça atrativa entre eles? Do ponto de vista do princi
pio de incerteza posição-momento, é realista supor que essa i¡nâgem possa scr encontrada?

Que t¡pos de mésons z podem ser trocados em um espalhamento próton-próton? E no

espalhamento néutron-né utron?

Qual é a partícula que se forma quando um próton enúte um méson zr-? E quandoum
néutron emite um méson a+? Por quc é que ocanrpo de próton nalo pode conter um

méson z-, assim como o campo de néulron nâo pode conler um méson n+ ?

Por que æ acredita que o caroço repulsivo de unt potencial núcleon-núcleon provém da

troca de mésons mais pesados que o pion?

L

9.

10.

ll

t2.

t3.

822

27.

823

15.

ló.

14. Com relação a um s¡steÍur isolado, que exemplos foram considerados nos primeiros cåPÍ'

tulos sobre a conservação do número de férmions e sobre a nã'o conserrraçã'o do número

de bósons?

O que significa exatamente a afìsnaçã'o de que um pion tem puidade intrúrseca negativa?

A comparação entre a taxa de decaimento em vôo de muons dos raios cósmicos com a

taxa de decaimento de muons em repouso fo¡nece a primeira verifìcação experimental

da dilata$o do tempo relativista. Qual seria uma maneira possível Para efetuâr tal compa'

n$o?

Os muons dos raios cósmicos têm sido tentativamente usados para descobrir cámaras fu'
nerdrias escondidas nas pirâmides do Egito, da mesma foima que os raios X são usados

para descobrir irnperfeições internas causadas por bolhæ de gás em peças fundidæ de

metal, Por que sío usados muons?

Existem outras pa¡tículas além dos neutrinos e antineutrinos que tém helicidades bem

defìnidæ? Explique.

Por que todos os quanta de ca¡npo Precisåm ser bósons?

Existem quatro tipos diferentes de núsons K. Por que não se pode lhes atribuir o número

quántico de isospin T = 312 p¡ua gue eles possam constiturr um quårteto de isospin?

O que exatamente especilìca o número qu:întico estranheza.S?

Por que é que, æm o conceito de estranheza, a produção abundante de partículæ Â0 e

K é muito difícil de ær conciliada com seu decaimento lento? Como pode a estranheza

fazer esa reconciliação?

Existe algum conflito entre a afirmação de que o módulo do isospin não é consen¿do

na interação eletromagnética e a afìrmação de que a componente z dos isospin é conser'

vada em tal interação?

Seja a experiência do decaimento É ilustrada pela figura 16'5. Considere que ela esteja

sendo observada por intermédio de um espelho coloc¿do horizont¿lmente por baixo
do núcleo ao invéi de um espelho colocado verticalmente ao lado desse núcleo. Exptiqræ

como os argumentos do texto relativos ao ap¡uecimento da imagem no esPelho do con'

jugado da carga devem ser modifìcados, mas de t¿l forma a conduzir à mesr¡rÂ conclusão.

Dê um exemplo de um sistema microscópico cujo comportamento æja invariante pela re.

versão temporal de um sistema macroscópico cujo comPortamento não seia invariante

com relação a essa operáção.

Por que podemos dizer que o méson r0 é sua própria antipartícula? Todas as partículâs

possuem ¡rntipartÍculas? O guÊ se Pode dizer a esse resp€ito sobre o fóton?

Parece-lhe :;rtnável afirmar que r¡¡na ressonância mesônica ou bariônica é uma partícula

elementar? O que é exatá¡nente uma partícula elementa¡?

tt.
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28.

29.

É dito algumas vezes que a estranheza nf,o é o número quántico mais fundamental para

ser usado, devido ao fato que a conservaç.lfo da estranhezâ é na realidade uma combinaçfo

da conservaçlfo da hipercarga e da conservaçâo do número bariônico. Explique.

Existem constituintes da matéria que nâo podem ser dcscritos at¡avés de combinações de

quarks e antiquarks?
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PROBLEMAS

Considerc a discussalo do potencial ccntrífugo da seç5o I 5.8 e então: (a) Escrera a equa.

ção que detcrmina a dependencia radial Â(r) da autofunça-o do déuteron, calcularrdo
(7-17) para t = 0. (b) Mostre que ela também podc ser escrita sob a forma

lt2 d2 uU\
- ,, ,f + v(r)u(r) = Eu(r)

onde

u(r) = rR(r)

(c) Compare essa expressâo com a equaçío de Schroedinger independenle do tempo
para problcnras unidimensionais. (d) Dê uma interpretaça-o física de u'(r)u(r). (e) Calcu.

le e rié uma interpretaçalo física da massa rcduzida ¡l .

Na equrçâo obtida no problcma l, considere o potencial núcleon*rúcleon l/(r) como
sendo um poço de potencial quadrado de raio ¡'e profundidade /s, como indica a figura

I 7-2. (b) Mostre por substituiçâo que a soluç:îo geral da equaçío obtida é

u(r)= ¿ sen k¡r * B cos /c1r

u(r\= ç¿-k'r * Dek"

r 1r'

r) r'

(c) Calcule ,k¡ e k2 em termos de F, Vo e da encrgia de ligaçâ.o do déuteron Af.

(a) Aplique à soluçá'o gcral obtida no problcma 2 as condiç6cs em que R(r), e conseqüen'

temente que u(r), deræ ser finita, contínua, unívoca e ter as primeiras derivadas com æ

nìesmas propriedades. (b) Mostre quc a aplicaçâo dcstas condiçôescmr= 0,r=r'e7+*
conduz à relação

J 2tt(Vo - LE) ,lTTEtr

Mostrc, por substituiçâo, que a rclaçfro obtida no problema 3 tcm um¿ soluçllo com

LE = 2,2 MeV (que é a energia de ligação do déuteron observada experimentalmente)

quando o potencial tem um raio ¡' = 2,0 F e uma profundidade Vo = 36 MeY .

(a) Usc os cálculos feitos nos problemas de I a 4 para estimar a dependência radial da

autofunção relativa ao estado fundamental do d€uteron num potencial de raio 2'0F e

profundidade 36 MeV. (b) Esboce o potcncial V(r) e a funçio u(r) = R(r)' (c) Esboæ

tambdm a densidade dc probabilidade radial P(r).

Um núcleon incide sobrc outro inicialmcnte em rcPousdÌ Sua energia cinética, que é tam-

?--t
lt/2p(Vo - LE) |cotf-r'l=-Lh_l
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9.

10.

bém a energia cinética total do sistcma nessc refcrcrrcial, é ,(. Mostrc que a energia ciné.
tica total do sislema no iêfercncial do centro de massa é (/2.

(a) Mostrc que, para urn potcncial núcleon-rrúclcon de ¡aior'= 2 F, o rnaior valor posível
para o número quántico momento angular orbital é /,nr* = l, a menos que a energia c¡-

ndtica de cada núcleon seja superior a 30 MeV no rcl'crencial do ccntro dc massa. (b)
Mostre també¡n que l,n"* = 2, a menos que as energias cinéticas æjam superiores a cercå

de 60 MeV.

(a) Calcule o valor de /r"* para um próton incidenre de 50 MeV sobre um núcleo cujo
peso atômico seja I = 100. Considere o raio r'do potencial do nrodelo ótico, no qual
o próton s€ move, como sendo igual à soma do raio à meia altura da distribuição de carga
ø = 1,0'î Atti F com o alcance das forças nucleônicas 2,0 F. (b) Estime também o valor
de 0 = À/r' e compare com o ângulo entre os mínimos adjacentcs na seçá'o de choque
diferencial de espalhamento apresentada na fìgura I 6-25.

(a) Use os resultados das medidas de espalhamento de elétron, apresentados na figura
15'6, para calcular o número total de núcleons por unidade de volume no interior de
um núcleo tÍpico. (b) Calcule então a distância média centro a centro existente entre os
núcleons. (c) Compare esse valor co¡n o raio do caroço repulsivo do poteacial núcteon.
núcleon e com o alcance da força nucleônica.

O principio de incerteza posição-momento produz um efeito cuja tendéncia é evita¡ o co-
lapso do núcleo, o que ocorreria se os potenciais núcleon-núcleon não tivesscm regiõcs
repulsivas, (a) Mostre que este princípio impõe que a energia cinética de um núcleon ti
pico confìnado em um núcleo de raio r' seja pelo menos K, onde

(b) Embora K se torne mais positivo à medida que r'diminui, a energia potencial t/do
núcleon típico se torna mais ncgativa caso os potenciais núcleon.núcleon sejam puramen-
te atrativos e numa situaçâ'o em que o núcleo tenha colapsado sufìcientemente parafazet
com que a separaçã'o entre todos os pares de núcleons seja menor do que o alcance do
potencial núcleon-núcleon. Mostre que, nessas círcunstâncias,

Vo- |

r'l

(c) Mostre então que a energia total do núclcon lípico E=K + I/toma-se cadavezmais
negativa å medida que / continua a diminuir, apesar do princípio de incerteza, caso os

potenciais n úcleon-núcleon na:o tenham regiões rcpulsivas.

ll. Uæ æ informações contidas nas lìguræ t6-14 e 16-34 pan determinar os valoresdele
ln, correspondentes aos estados fundamentais dos análogos isóbaros: (a) tH3 e 2tie3;

(b)3Li?eaBe?.

12. Avalie o maior intervalo de tcnrpo possívcl que um nréson ¡ podc existir no campo de
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um núcleon isolado, antes que ele seja absorvido por esse núcleon. (b) Avalie quantos
mésons r podem exist¡r num instante qualquer no campo e situados a uma distância do
núcleon da ordem de 3 F, o alcance da força nucleônica. (c) Aralie quÍìntos deles podem
existir a distâncias da ordem dc 0,5 F, raio do caroço repulsivo.

A vida-nrédia do z0 é determinada mais precisamente através do estado do decaimento
cm rcpouso do méson K+ no modo K* * tto * z+. Mede-se a distância média percorri-
da pelo ¡0 no interior de uma emulsão fotográfìca antes que ele decaia no modo de fácil
observação zo - e* * e- * 7, A partir do valor dessa distância e calculando-se a veto.
cidade do n0 em vôo, determina-se sua vida-média. Sendo sua vida-média de 0,9 x l0-r6
s, prediga a distância média percorrida por um z0 antes que ele decaia.

No referencial do laboratório (LAB), a partícula I encontra-se em repouso com uma ener-
gia relativística total .8¡ e a partícula 2 move-se para a direita com uma energia relativís-
tica total E2 e momento linear p2. (a) Use as equaço'es de transformação momento€ner-
gia relativÍsticas

.t
pi=-; :' r;r@r-vî¡c'¡! t - u'lc-

P'v = Pv

PL =P,

E,=+(E -vp,)\/ I -u'lc-

para mostrar que o referencial, no qual o centro das massas relativísticas do sistema se

encontra em repouso, se move para a direita com a velocidade

cPzu=cllf,fl
relativa ao referencial do laboratório. Mostre também que o momento total do sistema

é nulo nesse referencial do centro de massa (CM). (b) Suponhamos agora que as duas

partículas tenham a mesma massa de repouso m6 e {ue a energia relativt'stica total do

sistema no referencial do laboratório seja E¡¡g. Calcule a energia relativística total ECM

do sistema no referencial do centro de massa e mostre que

tr*=.,ffiPEfi
Use a relação indicada no problema l4b para calcular a energia c¡néticå, no referencial do

laboratório, de um próton incídente para a qual o processo de produção de um par pró-

ton/antipróton seja energeticamente poss ível.

(a) Considere um antineutrino eletrônico de I MeV incidindo sobre um próton. Avalie a

æçâ'o de choque de produção da seguinte reação

ir*p+n*e+

(Sugestão: (i) Suponha gue exista uma probabilidade não nula de que a reação ocorra
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18.

quândo a distância entfe o % e p for inferior âo comPf¡mento de onda À de de Broglie

conespondente ao t¿. Estime então o intervalo d€ tempo durante o quel eles podem Per-

manecer próximos. (ii) Estime a probabilidade P como sendo a razllo entre esse intennlo

de tempo e o tempo característico - 103 s para essa reaçá'o. (É, a in\ærsa de n * e+ + p +
-¿, a qul é uma altemativa a n ' p* e- * ir;o balanço detalhado requer que todå

ai três reaç6es tenham o mesmo temPo característico, o qual, Como se pode ver, é justa-

n€nte o tempo de vida de nêut¡ons Para a desintegração 0.) (üi) Considere que a seção de

choque æja - ¿¡t2.) (b) Use a estimativa para â\¡eliar o liwe caminho médio de um -u. de

I MeV no chumbo, fazendo e justificando a hipótese de que a seção de choque para a inte-

raç1¡o com o núcleo de chumbo seja - 102 vezes maior que a correspondente Para a inte-

raç¿fo com o próton.

(a) Por que é proibido o decaimento do méson p0 emdoismésonsn0?(b)Suponooque
o dêuteron incidente tenha energia suficiente, por que é que a rca$o d * d' 2He4 + r0
não é permitida? (c) Por que o decaimento de um méson n+ em um e+ e um 7 não é
possível? O que impede a reação n- P * e- +îe de ocorrer quando o nêutron pertencer

a um dêuteron?

Para cada uma das seguintes reaÉ'es, indique a interaÉ'o mais rápida através da qual as

leis de conservação permitem que elæ ocorr¡un. Se a reaçÍo é proibida por todas as in-

terações, diga por quê.

(a)P*r* *e+ 1e-
(b)Âo*p+e-
(c)l--e- *vr*vu
(d)n+P+E+ +^o
(e)p+þ-7+7
(0p+F*n+F+ro
G)Ko * r+ +¡- +ro +Ío

Descreva cada um dos bárions da tabela l7-3 através de uma combinaçã'o de trêsquarks

que reproduza corretamente os números quânticos.

Associe um méson da tabela l7-3 a cada uma das nove combinações.de quarks e anti'
quarks, discutindo as ambigüidades que eventualmente ocorram.

t9.

20.
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Apêndice
A Teoria da Relatividade Especial

O objetivo deste aÉndicc é desenvolver os resultados da teoria da relatividade especial de

Einstein que serÍfo necessários ao nosso estudo da física quántica. Evidentemente, é provável

que muitos estudantes já tenham trabalhado com a relatividade, no estudo da mecánica clássica

elou do eletromagnetismo, antes dc iniciar o estudo da física quánticå. Para eses estudantes,

este apôn<ticc pode ser útil como uma revisão. Para os outros, ele deve ser útil como um trata'

mento conciso <los rcsullados tnais importantcs da relatividade.

Ä TR,ANSFORMAçÃO DE GALILEU E A MECÃNICA

Na física clássica, o estado de um sistema mecânico cm um ccrto instante pode ær com-

pletanìcnte dcscrito sc construirmos um sistcma de refcróncia, c o u$rmos para especilìcar u
coordenadas das partículas que constituem o sistema e suas derivadæ em relaç/fo ao tempo. Se

conhecemos as massas das partículas e æ forças que atùam entre elæ, as cquações de movimen-

to de Newton tornam possível o c¡ílculo do estado do sistcma em qualquer ínstante futuro em

termos de seu estado no instante inicial. Poróm freqüentemente é desejável que, durante ou

após um cálculo desse tipo, especifiquemos o estado do sistema em termos de um novo sistema

de referência que esteja se transladando (ou seja, não girando), em relação ao primeiro refe'
rencial, com velocidade constante. Surgcm duas questões: (l) Como transformamos a nossa

descrição do sistema do referencial antigo para o novo? (2) O que acontece às equações que go'

vernam o movimento do sistema ao fazernros esta transformação? Essas sâ'o æ duas questões

com as quais a teoria da relatividade especial se ocupa. (Na teoria gcral, que não será necessd-

ria ao nosso estudo da física quântica, sa-o consideradas transformações que envolvem a acele'

raçalo de um sistema em relaçã'o ao outro.)
A figura A-l mostra uma parrícula dc rr'¡assa nr cujo movinrcnto sob influência da força

F cstá especifìcado em termos de dois sístcmas de rcferéncia. O sistema de referência "sem li-

nha" está se movendo relativamente ao sistema "com linha" com velocidade u em um sentido

que, por construçfo, é o scntido positivo <los cixos colincares x'c x' Pordefiniçtro,os tempos

l' e ¡ medidos nos dois relerenciais são ambos nulos no instante em que o plano y'z'coincide

com o plano yz. Nestes dois sistemas, há dois conjuntos dc quatro números (x', y" z" t') e

(x, y, z, l) que podem ser igualmcntc bem utilizados para especificar as coordenadas da par-
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tícula em qualqucr instante de tenìpo. Quais são as relações e¡ìtre estes dois conjuntos de nú.

rncros? Segundo a física clássica, sdo

y'=¡-ur
y,=y

t'= t

d2xntfi= Fx
dzvmV= Itr d2z

m-* Fz
dt"

(^-l)

(^-2)

Estas relafes são conhecidas como Tronsþrnaça-o Galileatw. Os argunrentos sintples da físi.

cã clássica que levam a elas são:

l. Se os zeros das escalas de tempo utilizadæ nos referenciais diferentes sdo por definição

iguais em algum instante e posição, entã'o segundo a física clássica as duas escalas de tcmpo per.

manecerão as mesmas para todos os instantes e todas as posições, de forrna que r'= r.
2. Como por construção os planos x?' e xy coincidcm sempre, tenìos z' = z; e, de manei-

ra s¡milar, temosY'=Y.

3. Como no intervalo de tempo entre zero e I' = t o plano y?' se move no sentido positivo

do eixo ¡' uma distâ¡rcia uf, a coordenada ¡' será nrenor do que a coordcnada x por cste valor.

Assim,x'=x - vt.
A transformaçáo de Galileu constitui a resposta dada pela fr'sica clássica à primeira ques-

tão proposta anteriormente.

FIGURA A-1. Um sistcma dc ¡cfcrôncia x', y', z', f' sc translildando conr vclocid¡dc constantc ucnt relaçaìo

a unr ¡cfc¡encial x, y, z, L Supomos quc os cixos x'c x scjam c¡linca¡cs-

A resposta à scgunda questdo é dada pcla nrccánica clássica usando-se a transformação de

Galileu para convcrtcr as equrçõcs dc Newto¡r no rcfcrcncial.x, )r, z, f

.z'
eixo cixo

na forma que essas equaçõcs tomûrn rìo refcrencial x', y', z', ¡'. Obscrve quç para quc (A'2)

seja válida é necessdrio que o rcfcrcncial x, y, z, t scj'à un relercnciul inercial, isto é, utrr rcfe'
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cixo y cixo y'

fencial no qual um cofpo que nã'o sofre açalo de uma força, e que está inicialmente em repouso'

permanece em fepouso.
Diferenciando duas vezßs cada uma das três primeiras equações de (A-l) em rela$'o a f'

e usando a quarta P¿¡¡a escrever f' = f, é trivial demonstrar que

Enr outras palawas, a aîÊleração da massa m medida no referencial com linha é a mesma medi-

da no refercncial sem linha. Evidentemente , a Íazão é quc dois referenciais que æ relacionam

por uma transformaçâ'o de Galileu na:o estão acelerando um em relação ao outro, de forma que

a transfornração não modifica a aceleraçalo medida. Além disto'

Fx'= Ft Fv'= Fv Fz'= F"

dzx' dzx

d{2 dt2

d2 x'mfr=Fx'

d'y'_d'y
dt'z dt2

d2z' d2z

dfl dt2

pois a componente da forgaF que atuasobre rz na direção dos eixosx'ouxéamesma,qual'

qurr qur seja o referencial em que a observamos, e analogamente este resultado vale para as

outræ componentes. Calçulando as componentes sem linha da aceleração e. da forçacm (A-2)

em termos'das duas correspoudentes com linha, mas sem mexer na mæsa, já que na física clás'

sica a massa é uma propriedade intrínseca de uma partícula, cujo valor nío pode depender do

sistema de referência, obtemos as equações de movinrento no sistema com linha

d2 v'
m---= Fv'

dt''

¿2 -,

^\= Fr. (A'3)
dt'"

Observc quc (A-3) tem.exatamente a mesma forma de (A-2). Portanto, parte da resposta à se'

gunda equaçalo é que as equações de Newton, que governam o compoftamento do sistema me-

aânico, nao'mudam quando fàzemos uma transformação 9e Galileu' O referencialx, y, z, t era

um referencial inercial, pois dzx/dt2 = d1 yldtz = d2zldtl = 9 tt {= O' ge ('l1l)' vemos que

x', y', z', t' também é um referencial inercial, pois rt2x'fdt'z - Ozy'ldt'2 = d2z'ldt'z =Ose
F =0.

Como as equações de Newton são idênticas em quaisquer dois referenciais inerciais, e co'

mo o compoftamento de um sistema mecânico é governado por estas equações, temos então

que os comportamentos de todos os sistemas mecán¡cos serão idênticos em todos os referen'

ciais inerciais, embora estes referenciais se movam com velocidade constante em lelaçã'o uns aos

outros. Esta previsão é verificada por um grande número de evidênciæ experiûìentais'

A TRANSFORMAçÃO DE GALILEU E O ELETROMAGNETISMO

A seguir, quefemos estudaf o compoftamento de s¡stemas eletromagnéticosquando faze'

mos uma transformação de Galileu. Os ienômenos eletromagnéticos são tfatados na física clás'

sica em termos das equações de Maxwell, que governam seu compoftamento, da mesma forma

que as equações de Newion governam o comportamento de fenômenos mecánicos. Não vamos

na verdaàe iure, u, transformações galileanas nas equações de Maxwell, como fizemos Para as

de Newton, pois o catculo é complicado. Emvezdisso, enunciamos os fesultados:asequ¿lFes

de Maxwell mudam de forma matemática sob uma transformação galileana,em grande contras-

te com o @mportamento das equações de Newton. Também vamos discutir o signifìcado físico

deste ¡esultado.

Comooestudanteprovavelmentesabe,asequaçõesdeMaxwellprevêemaexistênciade
pcrturbações.eletromagndticas que se propagam através do espaço com a maneira característi-
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ca de movimento ondulatório. Os físicos do século dezenove, que tinham uria visão mecå¡ich.
ta, estavam persuadidos que a propã8ação de ondas prev¡stes pelas equações de Maxwell exi6.
¡ia a existência de um meio de propagação mecånico. Assim corno as ondas sonoras se pto.
pagam através de um meio mecánico, o ar, também, de acordo com este visão, as ondæ etetro.
magnéticæ devem se propagar através de um meio mecánico, que foi por etes chamado de drer.
Exigiu+e deste meio de propagaçâo propriedades bætante estranhas, píua que não ent¡ase em
choque com alguns fatos conhecidos. Por exemplo, ele deveria nlto ter mâssa,já que âs ondas
eletromagnéticas, como a luz, podem se propagù at¡avés do vácuo; mæ teria que ter proprie.
dades elásticæ de forma a poder transmitir as vibrações que sã'o inerentes å idéia de movim€n-
to ondulatório. Apesar de tudo isto, os físicos daquela época achavam que o conceito de éteÌ
era mais atraente do que a alternativa de ondas eletromagnéticas se propagando sem o auxllio
de um meio.

Supôs-se que as equações eletromagnéticæ, na forma apreæntada por Maxwell, fosem.
válidas para o sistema de refe¡ência em repouso em relação ao éter, o dramado referencÍal do
étq.Uma solução destas equa$es levou a uma previsão do valor da rælocidade de propagaçâ.o

du ondas eletromagnéticæ no vácuo. Este resultado foi de 2898 x 108 m/s = c, que, denìro
do ero cxperimental, estava de acordo com o valor da velocidade da luz que fora medido por
Fizeau. No entãnto, em um sistema de referência que se move com velocidade constante em re.
laçáo ao éter, æ equa$es de Maxwell mudavam de forma, quando se usava as transformaç6es
de Calileu para calculá-las no ¡eferencial em movimento. Como seria esperado, quando essæ

cquações cram utiüzadas para obter uma previstfo da velocidade de propagação da onda ele-
tromagrética que seria medida em um referencial em movimento reletivamente ao éter. ob-
tinha-se que esta velocidade tinha um valor diferente de c.

O cálculo complicado que previa a velocidade da luz medida em um sistema de referên-
cia em movimento relativamente ao éter, feito ao transforma¡mos as equações de Maxwell em
equações no sistema de referência em movimento, através dæ transformações de Galileu,e de.
pois resolvendo essas novas equa@es neste referencial, nos deram a seguinte previsão simples:

vluz em relaçalo a ¡efercncial cm movimento = "luz cm relaça-o ao éter

- vrcferencial em movimento em relaçifo ao éter (A4)

oîdc 
"lu, ., relaçâo ao óret = c. A previsá-o estava de acordo com duas idéias ffsicas simples:

l. A luz se propaga com urira rælocidade de valor fìxo c em relação ao seu meio de pro-
pagaçfo, o éter, da mesma forma que æ ondas sonoras se propagam com utna velocidade do

mlor fìxo com relaSo ao æu meio de propagaçå'o, o ar.

2. A velocidade da luz em relaçâ'o a um referencial em movimento em relação do éter
pode ser obtida através de uma adiçâo vetorial comum entre rælocidades relativæ.

Deve ser obærvado que os argurnentos que justificam a adição vetorial das vetocidades
sl[o na reatidade os mesmos que justifìcam a transforma$'o galileana. Por oxemplo, em um caso

no qual todo o movimento está ao longo do eixo ¡' oux, (A,4) pode ser imediatamente obtida
fazendo+e uma derivação em relaøo ao tempo da primeira cquação de (A-l), e usando+e a

quarta, t'= t.
Em resumo, a física teórica dos últimos anos do século XIX bæeava*c em três funda.

¡rientos: as equaFes de Newton, as equaçÕes de Maxwell e æ transformações galileanas, Quase

tudo que podia ser deduzido a partir desses fundamentos estava bem de acordo com a$ exp'
riências que tinham sido feitas até a época. Em relação ao que estivemos discutindo, eles Pre'
viam que sistemas de refe¡ência em movimento uniforme relativamente uns aos outros efam

completamente equivalentes no que diz respeito a fenômenos mecánicos, mas nÍio eram equiva'
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lentes quando se tratava de fenômenos el€trolnagnélicos; havia um único referencial,o éter,no

qual a velocidade da luz tem um módulo com valor numérico c.

A E)OERIËNCIA DE MICHELSON.IúORLEY

Em 1887, Michelson e Morley fizeram uma experiência que se mosttou de grande impor-

tåncia. A experiência foi ptanejada com a intenÉ'o de estudar o movimento da Terra em rela-

É'o ao referencial do éter. Como a Terra se movc em torno do Sol, pareceria não realístico

faær a priori a hipótese de que o éter se movia com a Terra, e, como vamos indicar mais tarde,

jít eram coñhecidas na época obs.qryações experimentais que contradiziam essa hipótese. Seria

rnuito mais :ølzoável supor que o éter estivesse em repouso em relação ao centro dc mæsa do sis.

tema solar, ou ao centro de massa do univeno. No primeiro cåso, a velocidade da Te¡ra enr rela.

6'o ao referencial do éter teria um módulo da ordem de lOa m/s;no segundo caso,cle seria

um pouco maior. A idéia básica da experiência era medir a velocidade da lue cm duas direses
perpendiculares a partir de um sistema de refer€ncia fixo à Tena. Se considerarmos por mo-

mentos a teoria clássica, resumida na adiçtfo vetorial (44), veremos que a teoria prevê que æ

velocidades medidas deverão ter valores diferentes quando a luz se propagar em dire$es dife-

rentes em relação à direçffo de inovimento do observador através do éter.

Embora a diferença esperada entre as duas velocidades da luz medidas fosæ pequena, de-

vido ao lato de que a velocidade da Terra em relaS'o ao éter é pequena comparada à veloci'

dade da luz em relaçâo ao éter, Michelson e Morley construíram um aparelho com um interfe¡ô-

metro que seria suficientemente sensível para detectar e medir est¿ diferença, E eles se surPreen.

deram extremamente ao verifìcar que não puderamdetectarnenhumadiferença.Eles,emuitos

investigadorcs depois deles, repetiram æ medidæ com equipamentos aperfeiçoados, mas nun'

ca se observou difercnça alguma. Apesar das previsões da teoria clássica, a experiência de

Michelson-Morley mostrou que a velocidade da luz tern o mesmo valor, c, medida em direções

perpendicularcs em um sistema de referência que se supõe estar em movimento através do refe''

rencial do éter.
Estcs resultados chamaram a atcnção da maioria dos físicos, e muitos deles tcnta¡am in'

ventar explicações que seriam consistentes com os resultados de Michelson-Morley e que ain'

da mantivessem o máximo posível das teorias físicas então existentes. Entre essas expticações,

foram notáveis a "hipótese do arrastamento do étcr" e a "teoria da emisslio".

A hipóteæ do arrastamento do éter supunha que o referencial do éter fosse localmente

fixo a todos os corpos de mæsa finita. Era alrît¡va porque explicaria os resultados de Michel'

son-Morley, e não envolveria modificações nas leorias cxislentes. Mæ não poderia ser aceitâ Por

muitas razõcs, entre as quais a principal se relacionava ao fenômeno astronômico chamado aber'

raçaìo da luz. Era sabido, desde o século XVlll, que as posições aparentes das estrelas se movem

anual¡ncnte em círculos de diâmet¡os muito pequenos. Este d um efeito puramente cinemdtico,

devido ao movimento da Terra em tomo do Sol;de fato,d o mcsmoefeitoque fazcomquea

chuva pareça cair fazendo um ângulo com a vertical para um observador em movimento. A par'

tir desta analogia, é fácil ver que a aberração da luz não existiria caso a luz devesse se propagar

com velocidade de módulo ,onrtrnt. em relação ao rcferencial do éter, e se este referenciat

fosse arrastado pela Terra.
Na tcoria da cmissão, as equações de Maxwell são modificadas de forma a que a velocida'

dc da luz- t"iquc associada à vctocidatlc de sua fontc. tsto tambdm explicaria os resultados de

Michclson-Morley, jd que sua fontc tuminosa estava fixa ao interfe¡ômetro utilizado para medir

a Cifercnça das velocidadcs da luz; mas essa teoria dcvcria.scr rejeitada porque estava em'con-

flito com mcdidas astronômicas relativas a estrclas binárias. Estrelas binárias são pares de estre-

las que giram rapidamente em torno de seu centro de massa comum. Considere esse par num ins'

833

I

,''I

'' I
.\

f\v
tr,\s

,l'{

,'' \
¡\
i

.i,

"t,!
(:

. I.

;.
t,

i'
i1

ui,
','li'ii' l,l{ll'



)
)
Þ
.Þ

Þ

\
-'-:)

"q

\
?i

'r)

q.

tante em que uma esteja se movendo na dùcça;o da Tcrra e a outra esteja se afastando. Entaì,
se a teoria da emissão é válida:.¡, em relaç5o à Terra, a velocidade da luz de uma das estrelas seria
maior do que a da luz da outra estrela. Isto faria com que as estrelas pareccssem se movcr em
órbitas muito estranhas. No entànto, em l9l3 Dc Sitter nrostrou que os movimentos obseì.
vados das estrelæ binárias são explicados de fo¡nra precisa pela mecánica newtoniana quando a
velocidade da luz por elæ emitida é considerada com módulo indcpendente de seu movinrento.

Todæ æ evidéncias experimcntais (incluindo as evidéncias de uma série de €xper¡éncias
contemPo¡âneas extfematnente precisas) eram cons¡stentes apenas com a conclusalo de que nâo
hÁ um sislemt especial de referência, ou referencial do éter, com a propriedade única de que
ap€nas neste referencial a velocidade da luz tenha módulo igual a c. Exatamente da mesma fãr.
rna que Para referenciais inerciais e fenômenos mecánicos, totlos os relereticiais em movimento
relativo com velocidade constante são equivatentes, no sentido que a velocidade da luz medida
em c¡¡da rçferencial tem o mesmo módulo c. Colocando de fornta sucinta a evidência experi
mental:

A velocitlade da luz no vticuo independe do novimento do obse¡vaclor e do movimento
da.fonte.

O POSTULADO DE EINSTEIN

Einstei¡r Ioi, em 1905, o primeilr a percebcr que os f'ísicos deverianr abandonar o con.
ceito enganador e infrutÍfero do éter. Ern ess€ncia, aceitou a hipótese de que a luz æ propaga
através do vácuo, e que o vácuo é realmente vazio! Sem nenhum referencial do éter, o único sis-

tcma de ¡eferéncia que pode ter algum signifìcado para um obscrvador medindo a velocidade da

luz é.o ¡eferencial fixo em relaçã'o a ele mesmo. Entã'o não é de surpreender que um obser-
vador em todos os casos obtenha o nresmo resultado numérico, c, quando ele mede o módulo
da velocidade da luz. Einstein enunciou como unt postulado'.

As leis dos fenöntenos eletronugnéticos, bem conn as leis da meciìnica, sõo os mesmas em

todos os sistemas de referência inerciais, apewr de esles sislenas sc moverem uns em relaçdo aos

outros. Conseqüenlemenle, lodos os refcrcncíais inerciais são complelamcnte equ¡valenles paru
todos os fenômenos.

Este postulado exigia que Einstein mod¡fìcasse ou as equações de Maxwell ou as transfor-
mações de Galileu, já que as duas juntas implicam o conirário do postulado. Embora em 1905
a teoria da emissão ainda pudesse ser considerada aceitável, ele escolheu nao modifica¡ as equa-

Ses de Maxwell. Foi então forçado a modificar a transfornlaçã'o de Galileu. Este foi um gesto

audacioso. A crença i¡rtuitiva na validade das transforma$es galileanas era tão forte que seus

contemporâneos nuncå æ haviam questionado seriamcntc. No entanto, como veremos; a trans-
formação bem diferente adotada por Einstein em substituição à transformação galileana é ba-

æada em considera$es físicas realísticas, enquanto quc a transformaS-o galilcana é flagrantc.
mente não ¡ealística. Outra indicaçã'o da ousadía de Einstcin é que nossas considerações a-nterio.
res implicam quc qualquer modificaçÍo nas transformaçõcs de Galileu exigiriam alguma modi'
ficação correspondente nas equaçõcs de Newton, dc forma a que o þostulado continuasse a
ær válido. Veremos em breve a quc rcsultado isto levou, mas antes devemos estudar i$ novas

equ¡¡ções de transforrnação.

SIMULTANEIDADE

Considere a quarta equação das transformações de Galileu (A-l), quc é

l'= l
A eqttação diz quc a escala de tenìpo é a n¡esr¡ra para totlos os lugares e todos os instantes de
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þmpo em quaisquer dr¡is sitemæ de referência se movendo uniformemente um em relaçlo ao

outro. Isto é equivalente a d¡zer que existe uma esc¿la universal de tempo para todos estes re-

ferenciais. Isto é verdade? Para descobri-lo, devemos investigar realisticamente os processos utili'
ædos em medidas de tempo.

Vamos inicialmente ocupa¡-nos com o problema de defini¡ uma escala de tempo em um

único referencial. O processo básico envolvido em qualquer medida de tempo é uma medida de

simultaneidade. Como escreveu Einstein, "Se eu digo 'Este trem chega aqui às sete horas', es-

tou querendo dizer algo como: 'l) pontefuo p€queno do meu relógio indicar sete e o trem chegü
sío eventos simultáneos'," Evidentemente, não há problema nenhum em determinar a simulta-

neidade de eventos gue ocorrem basicamente na mesma posiç¿-o, como o trem e o rclígio pr6
xinø vsado para medir o tempo de sua chegada, Mæ fuí um problema na determinaçã'o da

simultaneidade de eventos que ocorrem em posi@es separadas. Na verdade, este é o problema

básico envolvido na construção de uma escala de tempo para um sistema de referëncia. Para que

tenhamos u¡na escala de tempo válida para todo um sistema de referência, deve¡hos ter uma
série de relógios distribuídos pelo referencial, de forma que sempre haverá um relógio próximo
que pode ser utiliz¿do para nedir o tempo em suas vizinhanças. Eses relógios devem ser s¡ncro-

nizados; isto é, devemos ser c¡rpazes de dizer, de quaisquer dois destes relógios separados I e 8:
"O ponteiro pequeño do relógio z4 e o ponteiro pequeno do relógio I indicam 7 simultanea-
mente".

Os estudantes devem agora estar idraginando uma série de métodos para determinaÉo de

simultaneidade em posições sep¡uad¡¡s. Todos eles certamente envolvem a tra¡¡smissão de sinais

entre duæ posições. Se tivésæmos å nossa disposição um método. de transmissão de sinais com
velocidade infinita, o problema de determinar a simultaneidade de eventos qu!, ocorrem em

locais diferentes não seria maior do que o de determiná-la para eventos ocorrendo no mesmo

local. Este era o ponto onde as transformações de Galileu estavam erradas, aosuporimplicita-
mente a existência de um tal método de sincronizaçalo. Na verdade, este método não existe.

Como estamos de acordo em sermos realísticos no desenvolvimento de uma escala de tempo,
devemos usar sinais de sincronização reais. Sinais luminosos (ou outros sinais eletromagréti'
cos) sao claramcnte os mais apropriados, pois tém a mesma velocidade de propagação sob qua¡s'

quer circunstâncias. Essa propriedade simplifìca tremendamente o proc€sso de determinação

de simultaneidade. Somos levados então à definiçdo de si¡nultaneidade para eventos separudos,

dada por Einsiein:
Um evento oconendo em um tempo t1 e posiça-o x1 é simultãneo aumeventoocorren-

do em um tempo t2 e posiçõo x2 se sinais luminosos emititlos em t I de x I e em t2 de x2 chegø'

rem simultaneamente øo ponto médio entre x 1 e xz, medido geometricamente.

Esta defìnição, ilust¡ada na figurä A-2,faz a alirmaøo bastante razoável de que dois even-

tos separados são simultâneos para um observador situado no ponto riédio entre sua¡¡ posi@es,

se ele vê os dois acontecerem s¡multaneamente. Observe que na teoria de Einstein a simultanei
dade no tempo não tem um significado absoluto, independente da localização no esPaço, como
ocorre na teoria clássica. A definição m¡stura intimamente os tempos t¡ e t2e ascoo¡denadas

espaciais x1 ex2.
Uma conseqüência disto é que dois eventos que são simultâneos quando observados de

um sistema de referência em gçral não são simu¡tâneos quando observados de um segundo sis-

tema de referência qu€ estd se movendo em relação ao primeiro. Para verifìc¿rmos isto, consi-
dercmos uma "experiência imaginária"'bem simples, adaptada de uma utilizada por Einstein.

' O t.t¡no vcnt dr¡ alcmão Gctlanken experiment (em inglês, thought expcriment) e foi inventado por

[instein para dcsignar uma expcriência idcalizada, cuja rcalização nalo viola nenhuma lei da Física, masque
evenlualmentc, por dificuldadcs prálicas, ruio pode scr efctivamente executada, O termo já apareceu no Ca'
pítulo 3, Utiliza-sc também a forma equiralente "experiência imaginada". (N. do T.)
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A fìgura A-3 ilustra a seguinte æqüëncia de ercntos do ponto de vista de um observador O que

está em repouso em relaçlfo ao chlfo. Este observado¡ colocou duas cargas de dinamite C, ¡
C¡ de forma tal que as distâncias TCt e õ-C" sejam iguais. Ele faz com que elas explodam sinrul.

v

z

FIGURA A-2. llustraçâo da definiçalo de simutianeidade dada por Einstcin.

taneamente neste sistema de referência enviando simultaneaÍiente sinais luminosos aCl eaC,
quc etuam como detonadores. @le está utilizando uma recíprócå da defìnição dada anterior-

mente.) Suponhamos que faça isto de forma tal que, em seu ¡eferencial, as explosôes ocorram

quandO ele está em frente de 0', um observador situado em um trem se movendo com uma

velocidade muito grande v. As explosões fazem marcas Ci e Ci sobre o lado do trem. Após a ex'

pefiência, 0' pode medir as distânciæ 0'Ç e I'ci. Ele deveria, como vai, achar que elas são

iguais, porque, se não fosse assim, o espaço nâ'o seria homoSêneo. As explosões tambCm produ'

zem sinais tunúnosos. O observador O vai receber esses sinais simultaneamente, contìrmando que

em seu referencial as explosões ocorreram simultaneamente, No entanto, O' vai receber o sinal

originado em Cå entes de receber o sinâl originado em Ci, simplesmente porque o trem se

moveu durante o intervalo de tempo finito neæssário Para que a luz o atinja. Como.as exFlosões

ocoreram em pontos eqüidistantes de O', mas os sineis luminosos não foram recebidossißrul'

taneamente, eÈ deve concluir que em seu sistema de ¡eferência æ explosões não foram simul-

tlineæ.
Btas discordâncias com relação à simultaneidade conduziram a resultados interessantes.

cl

o'

o

FIGUR.A À-3. Duas vistas sucessivas de um trcm se movendo com velocidade constantc v, do ponto dc vista

de um observador situado no chão O. As pequenas selas indicam sinais luminosos.

Do ponto de vista de O, C'C-rC, = eG;. Mas segundo O', Ci passou por C2 antes de Ci pæsar

por'C,,¡a que ele recebeo o rin.l ¿e ðäantes. Ãssim, O'deve concluir que ð-,C2 <Qe;'Se
isto não for evidente, pode ser demonstrado construindo*e diagramas que mostram a seqüôncia

dos eventos do ponto de vista d,e O'. A discordância na simultaneidade tambdm lará com que
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dois obsenndores discordem com relação ao andamento de relógios fìxados cm seus tesp€ctlvos
sistemas de referênciæ. Como veremos, ã natureza de sua discordância a respeito da medida de
intenalos de distância e tempo c tal que faz com que o e o' possam acha¡ o mesmo valor c
para a rælocidade dos pulsos luminosos que partem de C¡ ou C2.

A DTLATAçÃO DO TEMPO E A CONTRAçÃO DO COMPRTMENTO

Consideremos aqui uma segunda experiência imaginária feita com objetivo de facilitar o
dlculo quantitativo dos dois efeitos relativísticos que foram observados qualitat¡vamerite na ex-
peri6ncia anterior. Um observador O', que se move com velocidade v em retação ao obsewa-
dor O, deseja comparar um intervalo de tempo medido por seu relógio com uma medida do
fnesmo intervalo de tempo feita por relógios pertencentes a O. Eles já estabeleceram que,
quando estiverem em repouso um em relação ao outro, todos os relógios envolvidos tenhamo
¡¡esmo andamento e estejam sincronizados. Mas é evidente que, mesmo quando em movimento
relativo, a leitura de um relógio de O' pode ser comparada com a leitura de um relógio de O que

esteja momentaneamente coincidente com o primeiro, sem muitas complicaFes. Asim, me.
didas de um intervalo de tempo feitas com relógios nos dois referenciais podem ser compara-
dæ pelo processo ilustrado na figura 

^4. 
O' envia um sinal para um espelho, que o reflete de

volta a ele, Tanto O quânto O' gravam a emiss¿io do sinal com os relógios C1 e C', que são coinci-
dentes nese iflstante. Eles usam os relógios C1 e C', que são coincidentes quando o sinal de luz
é recebido de volta do espelho, pare gravar o tempo de sua recepção. Os dois eventos defìnindo
o pr¡ncfpio e o fim do interralo de tempo a ser comparado são a emissão e a recepSo do sinal
de luz.

O tempo decorrido entre esses dois eventos, medido por O',é 7- = 2At'ronde Lt'=l'lc
com l' sendo a distância ao espelho, medida neste referencial. O tempo deconido medido por
0 é T = 2Lt, Da fìgura, e do tcorema de Pitdgoras, é evidente que

c2 L12 = v2 Atz + 12

onde I é a distância ao espelho medida por O. Resolvendo esta equação, obtemos para At

Lt'=;l ;c'-v'
l2

c2 l-u2¡c2

tt
àI=- -::

c- 1/l - u'fc'

Mas é fácil mostrar que observadores se movendo um em relaçâ'o ao outro nlio podem discordar
a respcito dc medidas de distáncias perpendiculares â dircçá-o do movimento, porque discor-
dâncias a respeito da simultaneidade estão relacionadas com tempos de propagação finitos para

sinais de sincronização que sc propagam na dircçâo paralcla à direçâ'o do movimento relativo.
Portanto, tcmos / = /', e assim

rlôJ'
c {l - v' lc' {l - v'/c'
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FIGURA 44. A comparação de um ¡ntervalo de tempo tncdido por dois observadorc s. ,Ã esquerda: A îþwa
mostra s situa-çalo no instanlc da em¡ssã-o de um sinal luminoso (a seta pequcna), do ponto de
ústa de O'. À dire¡to: A l¡gura mosl¡a a situaçâ--o no instantc de sua iecàpção, Ao ionto ae
vista de O.

Obtemos portanto

IT=-T'tll - u'lc'
(Aó)

ï

Obtivemos que um intervalo de tempo entre dois eventos ocorrendo no mesmo local em um
ce¡to referencial é, rnaior por um fator de ll J I - u'/c' em um referencial se movendo em re.

lação ao primeùo, e, conseqüentemente, no qual os dois eventos ocorrem em posições sepa-

radas. O intervalo de tempo med¡do no referencial no qual os eventos ocorrem no mesmo lo-
cal é chamado tempo próprio. O efeito relacionado a isto é chamado dilatação do tempo.

Conside¡emos agora a mesma experiência, mas imaginemos uma régua.colocada no refe-

rencial O com um dos extre¡nos no rclógio C¡ e o outro no relógio C2. Chamemos de I o com-

primento da régua mcdida no referencial O, em rclaSo ao qrul ela está em repouso. Qwremos
calculu tr', o comgrimento da rCgua med¡da no referencia¡ O'.

Neste refe¡ençial, a régua está se movendo em uma dire$o paralela a seu próprio com-

primento. Como a velocidade de O' em relaçlo a O év,avelocidade de O,e também da régua,

em relação a O' deve ser exata¡nente -v, Se não fosæ æsirn, haveria urna assinetria inerente

entre os dois ¡eferenciais que nÍo é permitida pelo postulado de Einstein. I' é o intervalo de

tempo entre o ¡nstar¡te que O'vê o r*it.mo da frentc da rdgua pasw pelo seu relógio C'e o ins'
tante em que vê o extremo de trás da régua passar pelo retógio. Este intervalo de tempo está

relacionado com o comprimento ¿' da régua medido no rcferencial O',e cnm o módulo u de sua

velocidadç medida ncste referenc¡al, pela equaçã'o

L'=uT,

Tarnbém podemos estabelecer uma equaçâ'o relacionando as grandezas correspondentes medi'
dæ no refe¡encial O. Ncste refcrencial, C', quc esri se movendo com velocidade de módulo u,

p€rcone a distância I em um tempo ?- Assim

\

\
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L=uT

Dæ duæ últimas equa$es, temos

t'=t'L
T

¡{æ o argumento de dilata$o do tempo mostra que

Tr-==t/t 
-u2 lcz

Portanto,

t=rffiL 6a
Obtivemos qræ mede+e uma régua como sendo menor pot u f^tortffiiV guando a

medida é feita em um referencial que se move na dtrecÃo paralela ao *u próprio cqmprirnento,

comparada ao seu comprirnento medido em um ¡efe¡encial em rela$o ao qual ela está em re'

pouso. O comprimento d a égra medido no refe¡encial no gual está em rePouso é chamado seu

iomprimento próprio. O efeito é ctramado contraçio de Lorentz.Obsewe ql¡e uÍul comParação

de (A-6) com a equa$o i¡nediatamente ¿cima mostra que o fator que relaciona o intervalo de

tempo I' com lé o mesmo (e não o recíproco) que o fator relacionando a distância tr' com.L-

A TRá,NSFORMAçÃO DE ITORENTZ

Vamos agora obte¡ æ equapes que são utilizadas na teoria da relatividade para transfor'

mar variáveis espaciais e temporais de um sistema de referência Para outro que se move com Ye'

locidade consta;te em relação ao primeiro, Nosso argumento será guiado pelo qræ já aprende-

mos, mas em uma análise final ele é uma dedução independente baseada na evidência experi'

menial de que a velocidade da luz independe do movimento do observador e da fonte'

Consideremos uma te¡ceira experiëncia imaginária envolvendo dois obsenr¿dorcs O e O',

cnm O' se movendo relat¡vamente. Zl .orn uma velocidade de módr.¡lo u no sentído poiitÍvo dos

eixos x e x'. Os planos x'y' e xy são sempre coincidentes, como é mostrado na fìgufa A'l , e as

origens de seus sistemæ de ¡eferência coincidem no instante f = f'= 0. Neste instante O' proðttz

um sinal luminoso em sua origem, que produz uma frente de onda luminosa que se expandea

putir do ponto de em¡ss¿fo com velocidade de módulo c em todas as direfes. Porta¡rto, se-

iundo o, a frente de onda em um tempo l' será uma esfera, centrada em sua origem, de raio

r' = ct,. As coordenadas de qualquer ponto p€rtencente à frente de onda neste ¡nstante vão en'

tÍo satisfazer à equação de uma esfera

Mas também será igualmente verdadeiro que de acordo øm O a luz se efpurde a partir de seu

ponto de emissão, a origem, com velocidade de módulo c em todæ æ direses' Assim, do pon'

to de vista de O, a frente de onda em um tempo f também é uma esfera de raio r = cf cent¡ada

em sua própria origem, e satisfazendo à equação

X.2 + y.2 + X,2 = C2 t,2 (^-r)

xt +y2 *zz =c2t2 (A{)

Vamos encontrar relaFes entre os dois conjuntos de variáveis (x" y" z'' t') e (x' y' z' t) qve fa'
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çam com que tanto (A-?) quanto (A'8) sejam válidas, isto é, que transformem umå equaçâo nr,
outra.

Somos levados pelas nossas considerações precedcntes a supor a æguinte forma para ¡g

equações de transformaçllo

,,=7(x - ut)
y'= y
z'=z
¡,=7(r+ô)

onde 7 é uma grandeza adimensional, presumivelmente enrclvendo a velocidade relativa dos

dois referenciais, u, e a velocidade da luz, c, e onde ô é uma grandeza, também presumivelmente

envolvendo estas velocidades, que deve ter dimensões de tempo. Vamos em breve determinat

express6es para1- c ô, mas já podemos dizer que deræmos terT+ ¡ e ô + 0 ævfc+ 0. A razão

distoéquepara?=leô=0(A-9)sereduzparaætransformaçõesgalileanas(A-l),queéo
que deve oconer já que a transformaçâo galileana æria basicamente correta se a velocidade ¡ela.

tiva u dos feferenciais fo¡ extremamente pequena comparada å velocidade c dos sinais usados

para sincronizar os relógios nos referenciais. Introduzimos o termo editivo ô na quarta equaçÍo

quando u/c ntÍo é pequeno porque segundo O' o tempo de qualquer evento mcdido por O deræ

ær corrigido de um erro de sinøonização entre o relógio utilizado por O no evento e o relóglo

rsado por O na origem, como loi discutido na nossa primeira experiéncia. Tendo levado em

conta a sincronizaçlio, cotocamos o fator muttiPlicat¡\o ? na querta cquaçlfo para explicar a

disaepância entre intewalos de tempo medidos por O'e por O, como foi discutido em nossa se-

gunda experiência. Como foi também discutido al, deve apareceÌ o mesmo fator 7 na primeira

das equações de (4.9) para explicar a discrepância næ distâncias medidas pelos dois obsenado-

res. Como / e z são as distânciæ medidæ perpcndicularmente â dlreção de movimento relativo,

supomos que sew vatores nÍo serão mudados pela transformação.

Vamos agora verificæ se as fo¡mæ supostas eÌrt (A-9) podem realmente transformar (A'7)

cm (A-8) e, caso isto.aconteçe, quais são necesariamente as exPressões Pefa ? e ô. Usando

(A-9) para reescrever cada variável em (A'7) em termos das variáveis sem linha, temos

.tr(x, -2rxt+u2t2)+y7 +z? =c2.f (t2 +2ôr+ô'?)

Como devemos desta expressão obter (A'8), que não contém um termo com a combinat'o

de va¡iáveis rf, o segundo termo no parênteses do lado esquerdo devt ser cancelado por algo no

lado direito. E para que isto ocorra para todos os valores da variável independente f, ela deve se

dever apenas ao segundo termo do parênteses à direita. Asim, devemos ter

1'2uxt = c2^f 26t

6 = -wlcz

Observe que ô tem as dimensões de tempo, e que ô - 0 se U/c * 0, como previsto alrterior'

mente. Uma reconsideração de nossa primeira experiência fará evidente o porquê da correçã'o

de sincronizaçâ'o ô ser diietamente proporcional tanto a u quanto a x. Juntando os fatores de

¡2 e t2 nos termos restantes da equação, após substituirmos ô2 obtemos
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x2 f2 (l - u2 fcz) + y2 + z' = c2 t2 "t7 (l - u7 lct)

Comparando esta expressã'o com a forma exigida (A-8), veremos que podemos obtêra caso

^f (t -v2lc')= |

I
f- 

-

ll - v' /c'

Observe que 7 é adimensional, e que 7 + I se ufc * 0, também como foi previsto anteriormente.

Considerando os resullados de nossa segunda experiência, nfo é surpreendente que Tenvolva a

expressão \/@. Finatmente, usamos (A-10) e (A-l 1) para substituir 7 e 6 em (A-9), e

completarmos com sucesso nossa dedução da transformação de Lorentz

I
x'=æ(x-u¡)

{l - v" lc"

(A-r r)

(A-12)y,=y

I-
t'=-=(t-rxlc')

\/ l - ù'/c-

(A-lo)

A transformação de variáveis de espaço-tempo da relatividade é chamada transformação de

Larenlz pela razlo histórica de que equações com a mesma forma matertáticå (porém com um

signifìcado físico bætante diferente, pois u representava a velocidade emrelação ao referencial

do éter em vez de uma velocidade de qualquer reflerencial inercial em relação a outro'referencial

inercial) foram propostas por lnrentz, retacionadas com a teoria clássica de elétrons, alguns

enos antes do trabalho de Einstein.
A transformação de l¡rentz se reduz, como é esperado, à transformação de Galileu,

quando a velocidade retativa entre os dois referenciais, u, é pequena comparada â velocidade da

luz, c. Mæ são encontradæ diferenças signilìcativæ entre as previsões da transformação de

Galileu e æ da rigorosamente exate transformação de l¡rentz quandoué comparávelac.Elas

ná'o foram observadas na física clássica porque as experiências apropriadas nfo foram feitas'

Muitos resultados experimentais da física quântica, alguns dos quais são discutidos nesæ livro,

mostram que a transformação de l-orcnlz é, de fato, a que descreve Precisamente t natvleza.

Observe que para u maior do que c as equações da transformação de Lorentz nlfo têm sentido,

pois tempos e coor{enadas reais sâ'o transformados em imaginários. Assim, capüeæ represen'

tando o papel de uma velocidade limite para todos os fenômenos físicos. Vamos obter uma

compreensfo melhor disto à medida que avançamos na teoria da rclatividade.

A TRANSFORMAçÃO DE VELOCIDÀDE RELATIVÍSTICA

Consi<lere a partícula mostrada na figura Â-5, sc movendo com velocidade u em um sis-
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tenra de refe¡ência O. Desejamos calcular a velocidade u' da partícula medida no referencial
O', que está se movendo com ùolocidade v em relaçã'o a O.

Medida no referencial 0, o yetor velocidade da partícula tem componentes

tlx
u- =-^d[

dy
uy=î

dz
U, =-'dI

ux

dt ux-u

rì

I

O vetor velocidade, medido no referencial O' tem componentes

dx'
ui' =-' dt'

para istabelecer as rela@es exigidas, lomamos as diferenciais da transformação de lnrentz,
(A-12), lembrando que u é uma constante. lsto dá

dx'=J+W(dx - udt)

dY'= dY

dz' = dz

I
df ==(dt - udx/cz).

tll - v' lc'
Portanto obtemos

I

dx' @@x -vat)

dt' I / udx\ udx

6[,-T) t-cu;

dy

. dy' dy dt
|t' 

=- =- I / udx\ I / u2dx\

@|('-z-) @fl -z*)

| / udx\ | / u2dx\

@r'--r) ffi\-z")
Estas equapes constituem a transfornração de velocidades relativística.

Observe que quando uþ tende a zero, (A-13) tende às equações que seriam obtidas da

transformação de Calileu. Uma outra propricdadc i¡rtcressante é quc é imposwel escolher u e v

de forma tal que u', o módulo da velocidadc medida no novo referencial, seja maior do que c.
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dv' dz'
ui,=L y', =-' dt' ' dt'

ur=

dz

dtdz

t uu'¡--
c'

,,Frm
,wr
¡ --f c'

(A.13)

dz'
lt'n =-=' dt'

t/l - ut fc' u,

,*t¡ ---c'

FTGURAA-5.UmapartículaemmovimentoobærvadaaPaltifdedoissistemasdefefcrênciaoeo,,como
último se movendo com velocidade v em relaçalo ao primeiro'

ConsideremosoexemploilustradonafìguraA-6.Quandomedidasemo,apartículaltemve.
locidade 0,8c no sentido positivo de ¡ e â partícula 2 tem velocidade 0,9c no sentido negativo

de x. calculamos a velocidade da partícula i medida em um referencial o' se movendo com a

partícula 2 usando a primeira.qutþ de (A'13), cotnu¡ =u¡ = 0'8c e u = -0'9c' Obtemos

,, _ 0,8c - (-0,9c) 
- 

l'70c 
=0,99c

. (-0,ec[0,8c) t,12

'---T
Asequaçõesdetransformaçãodevelocidadedemonstramsoboutroaspectoofatodecatuar
**o u*" velocidade limite para todos os fenômenos físicos'

MASSA RELATTVÍSTICA

Foi enfatiz¡do que a modificação feita por Einstein nas equações de transformação exigi'

ria alguma modifìcaÉo compensadoia nas eguações da mecánica, de forma que estas equações

continuæsem a satisfazer à exigência de não trocarem de forma em uma transformaç5o de um

refe¡encial inercial a outro se movendo em ¡elação ao primeiro. Vamos agora começ¿r a des¿n'

volver a nova mecânic¿, que é chamada meaânica relativística'

É cla¡o que é desè¡ável leva¡ à mecân¡ca relativfstica tudo da mecinica clássica que as

yl'

-0,9c
,

v=-0,9c

+ 0,8c

I

FIGURA Aó. Ilustraçalo de um exemplo de adição reþtivística dc vclocidadcs'
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circunstånciæ permitirem. Veremos que é posível preservar a equaçâ'o de Nev¡ton para o mo.
úmento, em uma forma equivalente à dada originalmente por Newton

(A.14)

onde p é o momento de uma partícula sobre a qual atua uma força F. Também é possível pre.

3€ryar ¡ lei clásica, intimamente relacionada a ela, da cons€rvação do momento para partículas

em um sistema isolado

[.0Ì 
", oÏ,i"ur,],ni.", = l.J, 

^ o*,i.ur,J'n.r (A.ts)

Será até possível preservar a defìnição clásica de momento de uma partícula

p= mv (A-16)

onde m é sua mæsa e v sua velocidade. Mas para fazer tudo isto é necessário permitir que a

massa de uma partÍcula seja uma função do módulo de sua velocidade, isto é,

m = m(u) (A-t 7)

A forma desta função deve ainda ser determinada. No entanto, sabemos a priori que devemos

ter rn (u) = rrro s€ ulc 11 l, onde a constanle m¡ é a massa da partícula medida classicamente.

A ¡azão disto é que quando uma velocidade câracterfsticå se toma muito menor do que a ve-

locidade da luz, a transformação de l¡rentz correspondente æ aproxima de uma transformaçaio

dc Galileu, e não é necesúria nenhuma modificação na mecánica.
De fo¡ma a calcular a fun$o m(u), consideremos a æguinte experiéncia imaginária, Quan-

do rnedidos no referencial x, y, z, t indic¿do na fìgura A-7, os obsenadores O¡ e 02 estão se

mortndo em direções paralelæ ao eixo x com velocidades iguais em módulo e com sentidos
opostos. Estes obærvadores têm partículæ idénticas, por exemplo, bolæ de bllhar B, e 82,
cada ume delas com rnassa tno medidas quando elas estão em repouso. Ao passar, cada uma
atira sua bola de forma tal que ela âtinja a outre bola com uma velocidade que, de seu próprio
ponto de vista, s€ja perpendicular ao eixo x e tenha módulo u.

Quando obiervados no referencial x,y, z, t, B¡ e 82 se aproximaralo ao longo de traje-

tóriæ paralelæ que fazem ângulos 0 t ¡ = 0 tr com o eixo x, e retomam sobre trajetórias fazendo

ângulos 0 1¡ e 0 2¡ em relação a este eixo. Supondo que o momento se conser e que a colisão

é elrástica, é fácil mostra¡ que 01¡ = 0zl, e que os módulos das velocidades das bolas são os

rncsmos tanto antes quanto depois da colisão. Ovalor¡ealde0¡¡ede02¡depende do parâme-

tro de impacto d, que supomos ser tal Que 0¡ ¡= 0¡¡, conlorme é inostrado na fìgura.
Consideremos agora o processo como-ele é visto do ponto de vista de O¡, como está

ilrstrado na .figura A-8. O I atfta B¡ ao longo de uma linha paralela a seu eixo y com velocidade

de módulo ü, que suporemos rm.rito pequena em comparação com c. Ela retorna ao longo da

mesma linha com velocidade de mesmo módulo e com sentido oposto. Ele vë 82 manter uma

componente x da velocidade constante e igual a u, a velocidade de O1 em relação ao O¡ , que va'

mos supor ser comparável a c. De O 1 observa+e que a componente da velocidade de 82 ao lon-

go do eixo y muda de sinal dura¡te a colisão, mantendo porém um módulo constante. Para

calcularmos este módulo, notamos que a componente y da velocidade de 82, quando medida
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do¡=-
dt

gar Oz, é ü. Então transformamos isto Para o referencial O1 com auxllio da scgunda cxpresfo
ãe (A-13), e obtemos u{l - u2 f cz pata o valor da componente t, da velocidade de 81 quando

¡rrdida Por O¡.
Os momentos na direç.lfo /, tânto de .B¡ quanto de 82 , rnedidos no refcrencial O¡ , sim.

plesmente mudam de sinal durante a colisfo. Conæqüentemente, o momento total na direçãoy
ão sisterna isolado de duas bolas que colidem muda de sinal. Se a lei de consenação do mo-

FIGURA A-?. Uma cotisío simét¡ica entre duas bolas com massas de tepourc idênticas.

mento (A-15) deve ser válida, o momento total na direção y antes da colisão deve ær igual âo

momento na direç5o y depois. Isto pode ær verdade aPenas se e comPonente y totâl do mo'

mento do sistema medido por O¡ for zefo antes da colMo. Calcr¡lando æ componentes y do

momento como sendo as mässas vezes es componentes / da velocidade, conforme a defìniçlo

de (A-16), e igualando su¡r soma a zero, obtemos uma equação que é obviamente inconsistente,

æ insistirmos que æ duas massæ têm o \¡alor mo, a mesmÂ quC elas têm quandO as m¡ssaS SfO

medidæ em referenciais nos quais estão em rePouso. ¡, razfo d¡to é que segundo Or o módu'

lo da componente da velocidade de 8¡ na diresl/ é u, enquanto que o módulo da componm'

te da velocidade de 82 na dire ção y é u:/l - u' /c' .

No entanto, se fìzermos com que a masa de uma partícula æja uma funSo do_ módulo

de seu vetor velocidade totat, podemos satisfazcr à lei de corisefvação do momento'Como¿é

muito pequeno comparado a u, o módulo do wtor rælocidade de 8z medido por o¡ é basica'

runt. r, como podeser visto na fìgwa A{. O módulodovetorvelocidadedeE¡ vistopo¡Or

é exatamente u. Portanto, em 01 esøeveríamos a lei da conservação do momento P¿¡fa as com'

ponentes / como

m(u)u - m($u,[-7'i7 =o

n(u) = m1r¡tr77;7¡;'

Como u é muito Pequeno em cômparaçâo a c, podemos îanr'm(u)= m6 e obter
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FIGUR A-E. Uma colis¿-o s¡métrica, observada por O,, Como supomos que u scja muito menor do que u.
os ângulos entre as trajetórias de ,¡ e o eixo.t sio na realidadc muito menores do que é mos.
ûâdo.

Im(v)=777Vmo (A-18)

Uma teoria de mecánica relativística cons¡stente com a conservaçalo do momento exige que a

massa m(u) de uma partrcula medida quando ela está se movendo com veloc¡dade de módulo
u seja ma¡or do que sua mâsSârns medida quando elaestá emrepouso por um fator tfifiV ¡7.
A mæsa m(u) é chamadà a nasv relativística da partícula, e ms é chamada mass de repouso.

U¡na ¡econsideração de nossos argunrentos mostrará que os dois observadores na experiência
r¡ædem diferentes valores para a massa da pártícula devido å diferença nas su¿rs medidas da com.

Ponente da velocidade perpendicular à direção de seu movimento relativo, e que isto surge de.

vido à diferença em suas medidas de intervalos de tempo.
Pa¡a a velocidade bætante grande u = 0,1 c, a massa relativísticaé apenas a metade de l%

maior do que a massa de repouso. Mæ à medida que u cresce a massa relativÍstica cresce rapida.
nænte,jáquem(u)+*quandou+csernstiverquatquervalorfinito.Éevidentequeavelo-
cidade de uma partÍcula nã'o pode ser maior do que c.

ENERGIA RELATTVISTICA

- Consideremos uma partícula cuja nræsa de rcpouso é rne, inicialmente parada emr=0.
E apticada então uma força de módulo F no sentido positivo do eixo x, e a partícula sê move
sob influência desta força. É interessante calcular o trabalho total reaüzado pela força guando
a palfcula se move alé x = x¡. Chamaremos este trabalho de K. Usando a defini$o rsual de

trabalho,

onde t¡ é o tenrpo no qual a partícula atinge x¡. Para calcularmos csta integral, devemos conhe-
ce¡ a forma relativística da equação de Newton para o movimento. Com uma exprcssa-o aceitá.
vel ¡elativisticanre nte para o momcnto p = ñy,onde n¡ é a masa relativística, podemos conlìan.
temente introduzi¡ na relatividade a equação de Newton na forma de (A-la)

- dp d(tnv)-=ã=T
Isto é bæicamente apertas unra definição da força F. Usando-a para substituir /r na intcgral,
temos

84ó

xf- t¡ - t¡

x = fr a, = fr!!a, = l'rua,-6 Jo dt Jo

ì

-:Ï,#,,=f ,*
lntegrando por partes, obtemos

U.r
¡<=[up$r- lpdv

"o
Substituindo o m de p = mu poÍ (A-l 8), e expressando u du como d(u2)/2, temos

Esta integral é conhecida, e dá

K = mocz

o que se reduz a

K = mocT

['4# 
-']It(

-=ry+=ry
lsto está de acordo com a expressão clássica para a energia cinética, e confirma nossa identific¿'

ção de K em (A-19) como sendo a energia cinëtica rel¿tivística.

continuando a interpreta$o de (A- l9), observamos que K é uma funça-o de u que pode

ær escrita como a diferença €ntre um termo que depende de ue um telmo constante' como se

segue

-=ffi'r î'l#
7ffi."r-taf':

Substituindo os limites, e entã'o omitindo o índice/para simplificar a notagão, temos

- llloCz (A-le)

Mas a lei clássica da conservação da energia implica que o trabalho total realizado pela

força que atua sobre a partícula deve ser igual à sua energia cinética. Assim, gostaríamos de cha'

mar K de energia cinética da partícula. Para verifica¡ o limite clássico, tomémos uf c 111 ,e fa'

çamos a expansão do recþroco da raiz quadrada;obtemos

u2

-7
-v2

= tfloC2

K(u) =rir¡ - u,o,

u7



onde f(u) = n,o¿z ¡r1Ç7ff=mc2 ,comm sendo a massa reletivística;c onde f(0) é o ralor
de å(u) pâra u = O, ¡sto é,¿'(0) =ntoc2.ComoK é uma energia,ã(u) e E(0) também deræm ser
cnergias - sendo E(u) alguma energia æsociada à partícula quando sua relocidade é u, e E(0)
ændo alguma energia æsociada à partícula quando sua velocidade é zr¡o.Para identificar estæ
energiæ, feescrevemos a equaçã'o como

f(u) =l((u) + E(0)

A conclusâo é inevitável. Devemos interpretar E(u) como a energia total da partícula se mo.
rændo com velocidade u, já que é a soma da energia cinéticaK(u) da partícula e uma energia
intrínseca E(0) associada à partfcula quando ela está em repouso. A energia E'(u) é chamada
energi'n relativístíca total,e E(0) é chamada a. energía de repouso.

Estabelecemos então as relações bem conhecidas de Einstein, entre nrassa e energia:r{
energia de repouso E(0) de uma partícala é c2 multiplicado por sud massa de repouso m¡

E(0) = m¡cl (A.20)

e a energía relativística total E de uma partícula ê c2 multíplicado pot sut moss relativístíca m

E =mc2 (A-21)

A cquaS'o (A-19) nos dá a relação entre a energia relativística totalE, a energia cinética relati.
vística K c a energia de repouso m6c2

E=K*moc2 (A-22)

Normalmente é conveniente ter uma expresão para a enegia ¡elativística total que envol-

rla cxplicitamente o momento p. Esta expreslfo pode ser obtida se desenvolvemos a expreslio

m2 ca - mzsca = mâc4=ú,.(#-)

Asim

Embora æ escolhas feitas na teoria da mecánica relativística pareçam razoáveis, suajusti'
ficativa defìnitiva é obtida pela comparação das previsões da teoria com as experiénciæ apro'

priadas. Muitas comparaçöes bastante bem sucedidas ærã'o dadas neste'liwo, mas é apropriado
notar aqui que a existência de uma energia de repouso mscz nlo está em conflito com a física

clássica. Como æ experiências nesse campo envolvem sempre sistemas nos quais a energ¡a de
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mf,clu2-=ffi =c'm'v'=c2p2

m, co = c, p, + mzsca

E2 =c2p7 + mf,ca (A-23)

fepotßo é bæicamente constante, as energias de repouso apropriadas podem ser sonredas eos

dois lados de todas es equações de balanço de energia clássicas, sem destrui¡ sue valldade.
A teoria é, no entanto, de interesse mâior do que o interesse acadêmico, porque há im.

portantes processos nâ natureza em que a massa de repouso total de um sistema isolado muda

de forma significativa. Para estes processos, as experíências na físíca quântica mostram que a

variação na energia de repouso é compensada exatamente Por uma variaçlfo em energia cinética,

de forma tal que a energia relativfstica total do sistema se conserve. Isto é, eúdentementc, o
que acontece em um reato¡ nuctear. Conseqüentemente, na relatividade devemos substituir as

leis clássicas separadas de conservação de mæsa e conservação de energia por uma única lei com-

preensí'rel da conservação da energia relat iv íst ica to tal:

Quando medída em um dado sistema de referência, a energia relativístíca total de um sis-

tema isolado se mantém constante.

Conclufmos nosso desenvolvimento conciso da relatividade afìrmando que cálculos ex-

ptícitos demonstram que nem a equação de Newton, quando express¡l como em (A-14), nem as

equações de Maxwell mudam de forma sob uma transformaçfo de l¡rentz de um sistema de

referência a outro se movendo em relaçá'o ao primeiro. No entanto, estes cálculos mostram que

a força, no cílso da equago mecânica, e os camPos elétrico e magnético, no caso du equapes

eletromagnéticæ, mudam quando sof¡em uma transformaçáo de l¡rentz de um referencial para

o outro. Embora não possamos prosseguir nestes assuntos aqui, recomendamos eo estudante

que o estude em atgum outro tugar, para que obtenha uma visão física bastante importante -
particularmente em relaçâo à ligação entre cåmpos elétricos e magnéticos. Veja o A$ndice L.
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Apêndice
A Radiaçáo Emitida por
uma Carga Acelerada

Aqui daremos uma visalo bætante qualitativa da teoria clássic¿ da emissão de radiação
eletromagnét¡ca por uma carga acelerada, restringindo-nos ao cåso de uma carga estacionÁria
no vácuo que é subitamente acelerada até uma velocidade não relativística u ( c.

Sabemos que uma carga estacionária possui æsociada a ela um campo elétrico estático
E cuja energia por unidade de volume é dada por

(B-r)

Esta energia está armazenada no c¡lmpo e não se irradia. Se a carga se move com velocidade
uniforme, há um campo magnético B æsociado a ela, bem como um campo elétrico, A ener-
gia total a¡mazenada no cåmpo não estático de uma c.¿lrgâ se movendo unifo¡rBmente é maior
do que a armazenada no cå¡npo estático de uma carga estacionária, sendo a energia adicional
fornecida devido ao trabalho feito pelæ forças que inicialmente produziram o movimento d¿

carga. A densidade de energia neste caso é dada por

p =!ro|'

o=),0Ê ** u' (B-2)

e a energia umazenada no campo se propaga junto Çom a ø,ÍEa. Podemos Yer que a energia,

mesmo neste caso, não é irradiada, se fazemos uma transforma$o para um sistem¿ de refe-

rência no qual a carga é estacionária, e aplicamos a exigência de que o comPortamento dâ

carga, inclusive o fato de ela vradíar ou nâ'o, não pode depender do sistema de referência

do qual ela é vista. Portanto, pÍua uma carBa com velocidade constante, os campos elélriø
e magnético tém a capacidade de se ajustar de forma tal que nã'o há energiainadiada,embora
estcs carnpos nâ-o sejam estáticos,

Entretanto, para uma cuga aceletada, os .camPos elétrico e magtético não podem se

ajustar de forma tal que a energia umazenada não é irradiada. Podemos entender isto quali-

85r



tativanrcnte se consideramos o comportamento do campo elétrico. Na lìgura B-l descrevcmos

este campo, desenhando algumæ das linhas de força que circundam uma carga que estava cm

repouso no instante inícial f, sofreu uma aceleração a para 
^ 

direita durante o intervalo de

t d t', e ent¿Io continuou a se mover com uma velocidade constante fìnal. A figura mostra ¿s

linhas de força em algum instante posterior f", vistas do sistema de referência que se move

com esta velocidade u. A pequenas distâncias, æ linhæ de força são dirigidas radialmente a

partir da posição atual da carya. A grandes distâncias, elæ se originam onde a partícula esta-

ria caso não tivesse sido acelerada. A ntÃo disto é que informações a resPeito da posição

da carga não podem ser transmitidas para locais distantes com velocidade infìnita, mas ap€nas

com a velocidade c. Em conseqüência disto, há "dobras" nas línhas de força, encontradas entre

uma esfera centrada na posição antes da aceleração e de raio c(t" - t), que é a distância mí-
nÍma na qual o campo pode "saber" que a aceleraçã'o começou, e uma esfera centrada sobre

a posição real e de lro;io c(t" - r'), que é a distância mínima com a qual o campo pode uber
que a aceleração acabou. À medida que t" aumenta, a região que contém as "dobras" se ex-

pandc pare fora com relocidade c. Isto é, cada "dobra" de ajuste se propaga ao longo de sua

linha de força aproximadamente da mesma forma que um pulso produzido no extremo de

uma co¡da esticada se propaga sobre a corda. O campo elétrico na região em que hd "dobras"

tem componentes tanto longitudinal qu,lnto transversal à direçã'o de expansão. No entanto,

se construfmos diagramas para vários valores de t",é fácil ver que a comPonente longitudinal

some bastante repidaÍiente e pode logo ser ignorada, enquanto que a componente transversal

æ smortece lentamente. De fato, a teoria eletromagnética mostra, por meio de cálculos basea-

dos sobre a mesma idéia de nossa discussã'o qualitativa, que a grandes distâncias da região de

aceleração (r" grande) o campo elétrico obedece å equação

_qa
¿' ¡=-----;-Sêfto- 4ne6c'r

(B-3)

(84)

Nestaequação,queéválidasomenteseuþ(l,r=c(t"-t)éomódulodovetorrquevai
da região na qual ocone a aceleração a até o ponto no qual o campo transversal é calculado,

e0éoânguloentrerea.AdependénciadeflemderpodeservistadafiguraB'l,edia'
gramas comparáveis para valores maiores de f", e deveria ser claro da nossa discussão que f1
deva ser proporcional a q e a ¿. De forma análoga, há um campo magnético transversal se

movendo junto com .E'1, e a grandes distâncias da região de aceleração seu módulo, se vfc 11 1,

é dado por

11¡Qa
Br =- sen d- 4ncr

Estes dois campos transve¡sais que se propagam com velocidade c formam a radiaSoele'
tromagnética emitida pela carga acelerada. O campo irradiado é polarizado, com E no plano

de a c ¡ e com B lazendo ângulos retos com este plano, A densidade de energia da radiaçÍo d

P=leol! *+tJ
¿ Zlto

ou,com c=lhñã deforma queB¡=E¡lc

t_l-p=teoFl +-eo0! =¿o61

852

(B-5)

8s3

O "trctor de Poynting", que dil o fluxo dc energia por unida<te de área (isto é, a intensidade da
radiaçeo) está dirigido ao longo de r e tem módulo

Assim, de (B-3)

g=p¿=esc9z¡

o2a' . ^.ç=-- sen'd- l6n2 eac3rz
(B-6)

FIGURA B-1. As linhas de força que circundam uma carga acelerada. Apenas aþumas das linhas sa:o mos-

tradas.

que também pode ær obtido a partL da relaçã'o que define o vetor de Poynting

s=I e's
l¡o

Observe que nã'o há ene.rgia emitida na direção de aceleração, nem Para frente nem para

trás (0 = 0o ou 180") e que a energia emitida é máima em uma diregã'o que faz um ângulo reto

com esta direção (0 = 90o ou 270"). A energia irradiada se distribui simetricâmente em torno
da linha do movimento acelerado e cm relaçâ'o às direções para frente e para trás. Vemos tam'
bém de (f]-6) que a intensidade de radiação obedece à lei familiar do inverso do quadrado,

.S a l/r2. Para obtermos a.taxa na qual a energia total é irradiada em todas æ direções Por urii'
dade de teritpo, isto é, a potência, intcgramos.g sobre a áreade uma esfera de raio arbitrário ¡.
Isto é.
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n= I s(ùal= I s@)2nr2 seno do"r -(

onde dA = 2rr2 sen 0 d0 é o dlemento de área diferencial, na forma de um anel, sobre a esfera
em uma região cntre 0 e 0 + d0. Calculando a integral, obtemos

I 2 azaTR=--' -
4r.eo 3 cJ

h

tlt

gue é a taxa de radiaÉo de energia pela carga acelerada. Verifìca*e que a taxa de radiação é
proporcional ao quadrado da aceleração.

Devemos observar que se tem que fornec€r energia para que seja mantida urna aceleraçâo
linear consta¡rte da cuga, e uma parte dela apenas para compensår a energia i¡radiada. No en-
tanto, a perda Por radiação é normal¡nente desprezÍvel a velocidades não relativístic¿s. No
c¿so de desacelerÃcÃo, a energia irradiada é fomecida pcla energia atmaz¿nada no campo eletro-
magnético da carga cuja velocidade está decrescendo. Esta é a radiat'o debremsstrahlung,dis-
cutid¿ no Capítulo 2.

Umaaplicaçâ'o freqüente de (B-7) é, leilaa umdipoloelétricovibrando.sejaumacargagvi.
brando em torno da origem do eixo x com movimento harmônico simples. Então o desloca-
mento da carga como uma funÉo do tcmpo é ¡ =,4 sen ost,onde A é a amplitude da vibração e
ø=2Ívésuafreqüênciaangular,Aaccleraçãodacargaédadaporø=dzxldt2=-<^r2lsen
ot = - t¿2¡. Se substituímos este valor de ¿ em (B-7), temos

^ 
=?n' ^4'r' (u.B)

4nes3c'

Devido a que x varia con¡ o tempo, a potência irradiada também varia com o ternpo conr a

mesma freqüência de vibração do dipolo. o valor nrédio de¡2 = A2 sen2 c..¡, sobre um pcnodo
de vibraçdo, entretanto, é simptesmente A2 12, de fornra que a tuia média de raciiação é dada

Pof

(B-7)

(B-e)

(B-to)

q.. -'

f¡

Mas qx é o momento de dipolo elétrico do dipolo vibrando quando a carga está em x. Assim
q/ é a omplitude do momento de dipolo elét¡ico. Fazendo qA = p, temos a expressão útil

OU,

- azoiAz
Â =:-----=

4Íes3c"

- l6tta va a2A7
R =---j--

4Íes3c"

- 4n3va D2
¡R =----i

3esc'

t,.,.
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(

(.
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Apêndice
A Distribuiçáo
de Boltzmann

Apresentamos aqui um argumento numérico simples que leva a uma aproxima$o da dis'

tribuiç5ó de Boltzmann, e ent¡ó uln argumento geral ainda mais simples que verifica a forma

exata 
-da 

distribuiçáo. consideremos um sistema que contém um grande número de entes físicos

do mesmo tipo que estão em equilíbrio térmico a uma temperatura 1. Pua estar em equilíbrio,

eles devem ,i, *p*, de troca¡ energia entre si. Næ trocas, æ energiæ dos entes vão flutuar, e

em qualquer instante de tempo alguns vão ter energia maior do que a energia média, e out¡os

menõr. No entanto, a teoria clássica da mecánica estatística requer que esru energias I sejam

distribuídæ ægundo uma distribuição de ¡robabilidade definida, cuja forma é especificada por

r' Uma razeo ãisso é gue o valor médio ã da energia de cada ente é determirudo pela distri'

buição de probabilidades, e E deve ter um valor definido pa¡a um I particular'

par¿ i¡strar essas idéias, consideremos um sistema que consiste de entes, do mesmo tiPo'

que podem conter energia, urn exemplo se¡ia um conjunto de molas idênticas., onde cada uma

delas contém energia se seu comprimãnto está va¡iando. Suponhamos que o sistema estejaiso'

lado do meio que o circunda, de forma tal que a qruntidade total de energia sejaconstant€'e

suponhamos também que os entes podem trocar energia entre si através de-algummecanismo'

de form¿ tal que os oonstituintes do sistenu possam ficar em equilíbrio térmico entre si' Apenas

com o objetivo de simplifìcar os cálculos subseqüentes, vamos' Por agora, suPof também que a

energia dõ c¿da ente eitá restrita a um dos valores I = 0,48, 2^48, 348, 4A8, " 'Posterior'

rnente, faremos com que o intervalo A8 tenda a zBrc de forma que todos os valores daenetgia

æjam permitidos. Para simplificar ainda mais, vamos inicialmente suPof que hajl.ap€nas quåtro

1u- ni*ro pegu€no .r*ihido arbitrariamente) entes no sistema e que a energia total do sis'

ù*" tunf," o'vior'348 (que também arbitrariamente é escolhido como sendo um dos peque'

nos múltiplos intei¡os AeãA que a energia, pela hipotese acima,-deve ter)' Posteriormeute

vamos genereliz^f istO a sistemas que tenham urn gf-d. número de entes e qualquer energia

total.
Devido a que os quatro entes podem trocar energia entre si, podem oconer todas as pos'

síveis divisões da energia total 3Á8 entre os quatro eñtes. Na fìgura C'1, mo^stramos todas as

posiveis divisões, l¡r6â¿as p.t" t t* i. Paral = l, três entes têmenergia I =0 e o qua¡to

tem g = 3Ag, nos dando a energia rotal exigida 3À8. Na realidade, M quatro formas dife'

rentes de obter tal divisão, porguã guatquer um dos quatro entes pode ser o qtæ está no estado



de energia I = 348. Indicamos esse fato no algarismo da coluna 'húmero de divisões duplicadas

distintas!'. Um ægundo tipo possfvel de divisão, indicado por i = 2, d tal que dois entes têm

8=0,otercehotemS=AS,eoquartotemS=2^8.Hádozedivis&sduplicadasnestecaso,
como verifìcaremos no próximo parágrafo. A terceira divisão posível, i = 3, tambem tem qua-

tro formas dupticadas de fat¡r com que um ente tenha I = 0 e os out¡os três tenham I = 48,
dando a energia total exigida 348.

No cálculo do número de divisões duplicadas contamos como distintos qualquer rearran.

Jo dos entes entre dife¡entes estados de energia. No entanto, qualquer rearranjo de entes no
mesmo estado de energia não é contado, porque entes do mesmo tipo com a mesma energia

não podem ær distinguidos experimentalmente uns dos outros. Isto é, os entes ìdênticos são

tmtados como se fossem distínguíveís, exceto para reananjos dentro do mesmo estado de ene¡-

gia. O nrlmero total de rearranjos(permutações)dosquatroentesé4! =4x3x 2 x l. ( O número
de formas diferentes de ordenaçlo de quatro objetos é 4l,jÁ que há quatro possibilidades de

qual o objeto cscolhido primeiro, três posibilidades de qual dos três restantes é tomado a

ËË
-ÈE

o s 3 å .ã Ë{iå s å Ï ¿ Ëã '
o

ë,9
8E:¡i €
t

l= I 4120

i=2 12 t2l2o

n'(s,) 40/20 24120 12120 4120 0120

FIGURA C-I. Ilusttaçâo de um cálculo simples que levå a umâ aproximaçâo da distribuiç¿lo de Boltzmann.

seguir, duæ escolhæ de qual é o seguinte, e uma única escolha para o último objeto. O número
total de escolhæ é 4 x 3 x 2 x I = 4! Pa¡a n objetos o número de ordenações diferentesé
nl = n(n - lXn - 2) . . . l) Mas rearranjos dentro do mesmo estado de energia não contam.
Assim, por exemplo, no cÍrso i = 2, o número de divisões duplicadas distintas é reduzido de 4!

pan 4!l2l = 12, porque há 2! reananjos no estado I = 0 que não são contados como distintos.

Noscasos¡'= I ou í--3,o númerodetaisdivisõeséreduzido de4t.paraal,3]=a,jáquehá3!
reananjos no estado I = 0 ou I = 48, que nfo são contados como distintos,

8s6

I=3 4l2o

Fazemos agora i¡ última hipóteset todas as dÍviúes posíveis da enøgÍa do s¡steiru

oconem com a mesmo probabilidade, Então a probabilidade de que ocone æ dlvisões de um
dado tipo é proporcional ao número de divis6es duplicadas distintæ destc tipo. A probabilidade

relativa, P¡, é exatamente igual a este número dividido pelo nrlmero total de tais divisões. As
probabilidades relativas estão listadas na coluna asinalada P¿ na fìgura C'I.

Vamos agora calcutar n(8), o número provável de entes no estado de energia 8. Consi.

de¡emos o estado de energia I = 0. Para divisõcs do tipo i = l, há três entes nesse estado,e a

probabilidade relativa P¡ de que estas divisões ocorram é 4120:' para i = 2,hâ dois entcs neste

estado, e Pt = 12120 para i = 3, há um enle, e P¡ = 4120. Portanto n'(0), o número prováræl de

entes noestado 8=0,é 3 xØ120) +2x(l2l2}) + I x (a/20) =4Ûl2Û.Osvaloresden,(S)
calculados da mesma forma para os outros valores de I estfo listados na parte inferior da

figura C-1, marcada com n(8). (Observe que a soma destes núñeros é quatror de forma que

encontramos um totat correto de quatfo entes em todos os estados.) Os v¡lo¡es de n(8) tam.

bém são mostrados como pontos de um gráfìco, na figura C.2. A cun¡¿ sótida na figura C.2

é a função exponencial decrescente

n(f^) = P-alai (c-l)

onde ,4 e 8s são constantes que foram determinadas para dar a melhor curva que se ajusta aos

pontos que fepresentam os resultados de noso cálculo. A queda rápida em n'(8) quando I
cresce reflete o fato que se um dos entes toma uma grande pafe da energia total do sistema, o

restante deve necessariamente ter uma energia reduzida, e assim um número consideravelmente

reduzido de formas de dividir essa energia entre seus constituintes. lsto é, há muito menos divi-

sões da energia total do sistema quando uma parte relativamente grande da energia está con'

centrada em um ente.
Imaginemos agora que fazemos A8 c¿da vez menol, aumentando o número de estados

possíveis ao mesmo tempo que mantemos a energia total com o mesmo valor anterio¡. O re'

sultado desse processo é que a função calculada n'(S) se toma definida para ralores de I cada

ræz mais próximos. (Isto é, obtemos mais pontos em nossa distribuição.) No limite em que

A8 + 0, a energia I de um ente se torna uma rariável contínua, como a física clássica exige,

e a distribuição n'(8) se toma uma função contínua. se, l-uralmente, fizermos com que o nú'

mero de entes no sistema se torne grande, obtém+e que edsa função é idêntica å exponencial

0 Ae 2AS 3AA 4^s
8+

F'TGURA C-2. Uma compafâçâo dos ¡esultados dc um dlculo simplcs e da distribuiçalo de Boltzmann.

decrescente n(8) de (C-l ). (lsto é, à medida que os pontos se aproximam mais e mais, eles não
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mais se espalham em torno {a exponencial decrescente, e sim caem diretar¡¡ente sobre ela.)
Pua verifìc¿¡ isto, através de üma extensão di¡eta de noso cálcr¡Io para o caso de um núrrpro
muito grande de estados de energia e de entes, terÍamos um tnbalho considerável para enu-

nrerü as divisöes distintas que têm os valores exigidos da energia total e do número de entes,

e entfo para calcular æ muitæ probabilidades relativas. Vamos verifìcar a nalidade da distribui-

ção de probabilidades dada em (C-l) por um processo mais sutil, porém måis simples.

Considcremos um sistema de muitos entes idênticos em equilíbrio térmico entre si, manti.
do entre paredes que o isolam do exterior. O equilÍbrio exige que os entes sejam cåpazes de tro-
car cnergia. Por exemplo, ao intcragir com æ paredes do sistcma, os entes podem trocar energia

com elæ, e assim indiretamente trocår energia uns com os outros. Asim um ente interage com

c¿da um dos outros no s€nt¡do de que se um ganha energia, isto ocore às custas da quantidade

de energia total do resto do sisterra (todos os outros entes, além das paredes). Exceto por este

vú¡culo de conærvação da energia, os entes são independentbs uns dos outros.,4 presenp de

um ente em algum eslado de energia particulø ¡tio iníbe nem prolbe de foma algatru a clun-
ce de que outro enle idêntico este¡a neste estado. Consíderemos agora dois desses entes, Seja a

probabilidade de encontra¡ um delcs em um estado de energia com energia 8¡ dada porP(8¡).
Entifo a probabilidadc de encontrar o outro emum estado de energia 81 serl dada pela mesma

funfo distribuiça-o de probabilidades,já que os entes têm propriedades idénticas, mas calculada

para energia 82. A probabilidade será {82). Devido ao comportamento independente dos

entes, ess¿s duas probabilidades são independentes uma da outra. Em consegüência disso, a

probabilidade de que a energia de um ente seja 8¡ e que a energia do outro seja 82 é dada por

.P(8r)(8z), A raz,tfo disto é que probabilidades independentes são multiplicativas. (& a proba-

bilidade de obter cara ao jogarmos uma moeda é I12, enlÍo a probabilidade de obter cåra em

cada uma de duæ moedas é (l 12) x (l 12) = 1¡a,in que os dois lances são indepe ndentes.)

Consideremos agora todas as divisões da energia do sistema nas quais a soma dæ energiæ

dos dois entes tem o mesmo valor fixo I I + 6 2 , como no caso particular discutido acima, mas

nos guais a divisã'o desta energia toma diversas formas. Como a energia total do sistema isolado

é constant€, para todas €ssas divisões o resto do sistema também te¡á um valor fxo da energia.

Assim para todos eles há o mesmo número posível de formæ para que o resto do sistema dis-

tribua sua energia entre seus constituintes, Em conseqüéncia disso, a probabilidade dessas divi'
sões nas quais há una certa divisão da energia I ¡ * 82 entre dois entes pode diferir da proba.

bilidade de outræ divisões, nas quais há uma divisão diferente desta energia, apenas Ee essas di'
visões diferentes ocorrerem com diferentes probabilidades. Se supuærmos novamente qn todas

as possÍverlr d.ivisões da energia do sistena ocoftem com a mestrut probabilidade, concluímos
que todas æ divisões nas quais a mesma energia I ¡ + 82 é diúdida entre dois entes em form¿s

diferentes ocorrem com a mesrnå probabilidade. Em outras palavras, a probabilidade de todas

essasdivisõeséumafunçå'oapenæde8r +Szepodeserescritacomo,porexemplo,Q(ü+
82). No entanto, concluímos anteriormente que a probabilidade para um caso particulat tam'

bém pode ser escrita como P(8 ¡ fi82). Portanto, encontramos que

(8,){8u )= 0(8r + 8r).

O fato essencial aqui é que a funçã'o distribuiSo de probabilidades P(8) tem a proprieda'

de de que o produto de duæ dessas fungles, catculadas em dois valores diferentes das va¡iáveis,

I ¡ € å2 , é uma função da soma, I r + 82 , dessas variáveis' Mæ uma função exponencial, e

apenas umå funçã'o exponenciat, tem esa propriedade, já que o produto de duas exponenciais

com expoentes diferentes é uma exponencial cujo exPoente é a soma dos dois expoentes. Espe'

Cifica¡nente, se tomarmos a probabilidadc P(8) de encontrar um ente em um estado com enef'
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gia I como sendo proporcional ao nú¡¡lero provdvel rr(tå) de entes uesse estado, como cefta-

mente deveria ser, e usarmos (C'l) para c¿lcular rr(tå). tenros a função

L\u¡ = ¡t' tt' tt; o

onde I é proporcional a /, que demonstra a propricdade exigida,j:i que

P(¿;rY{E2) -gr-a,laogr-Ít'lt¿o =32r- ttì' +¿'; 2)/r'io =Q(få¡ +tir)

Nosso argunrento não prova na realidade que n(ti) é unta exponencial decresænte, em vez de

crescenre; mas uma exponencial crescente pode ser eliminada por princípios físicos, já que seu

valo¡ vai a infinito para valores grandes de fi. Assim verificanros avalidade geral de (C-l).

Vamos agora calcular a constante 8o em (C-l )

n(8)= P-aleo

Se tratamos um slstema que contém dois tipos diferentes de entes em equilÍbrio térmico, não é

difícil provar que o valor de 8s não depende do tipo de ente que constitui o sistema- Portanto

vamos usar em nosso argumento entes com as propriedades mais simples' Como n (8) é o núme'

ro provável de entes do sistema em um estado de energia 8, o número de entes cujæenergias

seriam encontradas no intervalo de I a I +d8 é igualan(8)vezesonúmerodeestadosneste

intervalo. Isto ocorre se os entes são osciladores ha¡mônicos simples, como as molas menciona'

das anteriormente. Assim o número provável de osciladores harmônicos simples com unu ener'

gia entre I e 6 * d8, em um sistema em equilÍbrio que contém muitos deles, é proporcional

ã n(6)dS. Se atribuirmos o valor apropriado à constante multiplicativa /, essa probabilidade

pode ser igualada a t(8)d8. Então a energia média de um dos osciladores é

-r

I an6¡aa
-toG=-

I
J nÉ)aa

A integral no numerador tem um in,.gr.l¿o que é a energia, com um peso gue é o número de

osciladores que tem esa energia; a iniegral no denominador é exatamente o número total de

osciladores. Se substituirmos n(8) de (C-l)' temos

v
I a6r-elao ¿6

J
e =+---

f nr_att" dE
Jo

(Observe que nâ'o precisamos saber o valor de /.) Procedendo de uma forma completamente

análoga aoque foi feito no exemplo l'4, exceto no fato de que temos integrais em vezdeso'

mas, obtemos

(c-2)

(c-3)8=8o
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Mas segundo a lei clássica da equipartição da energia, como expressa em (l-16), para oscilado.
res harmônicos simples em equilÍbrio a uma temperatura I

8=kT (c{)

onde aconstante de Boltzmann é k= 1,38 x l0-23 jfK.Combinando (C-3) e (C4), temos

8o=kT (c-s)

Este ¡esultado é correto para entes de qualquer tipo, embora o tenhamos obtido para o cæo
particular de osciladores harmônicos simples. Assim podemos escrever (c.l) como

n(8) = 1¿-elkr (c-6)

F,sta é a famosa dl'sfr¡åu içîo de Boltzmann. como o valor de I nã'o é especifìcado, (c-6) na rea.
lidade se referc a uma proporcionalidade: o número provável de entes di um sistema em equilí-
brio a uma temperatura ?nque estão em um estado de energia géproporcionTls¿-G/kr.g*-
presso em termos diferentes:a probabilidade de que o estado de energia g seja ocupado por um
ente é proporci6¡s1 a ¿- a/ kT .

, O valor que escolhemos parå a constante I é ditado pela conrrniéncia. No Capftulo I
aplicamos a distribuição de Boltzmann a um sistema de oscitadores harmônicos simplei. Como
foi discutido af, em um sistema deste tipo n(8) d8 é proporcional ao número provável de
osciladores com energia no intervalo de I a S + d8, já que os estados de um oscilador har.
mônico simples sfo distribuídos uniformemente em energia. Evidentemente, n(g) dg tamgm
é proporcional à probabilidade P(S) d8 de encontra¡ um oscilador particular com energia
neste intervalo. Assim temos, como em (C-2),

P(8) = þ¿-alao

desde que a constante B seja escolhida apropriadamente. Isto é feito se coloca¡mos

ff-r
J P(f")ds=J Be-alao dE,=B l¿-eleo ¿6=1 (c-7)

Isto é, defìnimo, r1T¡ ¿a comoosen¿o a probabiliide de encontrar um oscilador harmônico
sìmples particular com energia entre I e I + d8, e assim, para termos consisténcia, devemos
eigir que /i P(8) d8 tenha valor um, porque a integral é ixatamerfte a probabilidade de en-
contrá-lo com quatquer energia. Calcula¡do li e-elso d8 em (C-7) e depois resolvendo a
equaøo para termos o valor de B, encontramos B = llkr..Assim temos uma forma especial da
distribuiç'f[o de Boltzmann

P(8) =e-6'leo
KT

que é usada.no Capítulo l.
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Apêndice
As Trajetórias do Espalhamento
de Rutherford

A fìgura 44 most¡a os parâmetros da trajetória do espalhamcnto de uma partícula leve

com carga positiva +e por um núcleo pesado com carga positi tZe. Vimos no texto que o

momento angular I = Mr2 tl,p/tlt é constante, Porque a força que atua sobre a partfcula cstá

sempre sobre a direçtfo radial. Vamos então aplicar a lei de Newt<¡n Para a componente radial

do movimento, para detcrminar a trajetória da partícula' De F = Ma, obtemos

#=,1#-'(rJl (D-1)

onde o terrno à esquerda é a força de Coulomb e os termos å direita sâo como se segue: d2 rfdtz

éaaceleraçãoradialdevidaâvariaçâ'onomódulodere-r(d,tld!)'=-rri'réaaæleraçfocen'
trfpeta (que também está sobre a direção radial) devida à variação na direçffo de r. Para ob-

termos e trajetória, precisamos achar ¡ em funçfo de 9.
A solução de (D-l) fica simplificada se escrevermos a equação não em termos das coor'

denadas r e p, m¿¡s em termos das coordenadas rr,9, onde

r=llu (D-2)

Então

dr dr do dr du dq

-=--dt do dt du dç dt

dr I du Luz L.duÈ= ---- =---
dt u2d'pM Mdp

I
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4
x

\'j
,ì

I'
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l'

d7r

L7u2 dlu
ìf'1 d2ø

Lzu2 d2u t

ffi'
zZe2 u2

lrf dp' u 4neoM

dzu zZe?M zZezM

dg' 4nesLz 4nesú2uzbz

já que L = Mvb, onde u é a velocidade inicial da partícula e å é seu parâmetro de impacto, de-

fìnidos na figura 44. Se fìzermos p = (zZez 14rcùl(Mu2 l2), como em (44), essa expressão æ

simplifica, f¡cando

dzu D

oÊ 
*u=-E (D4)

Esta é uma equaçå'o diferencial ordinária de segunda ordem para u como unra furçfro de g.

A nluçäo geralde (Da) é

u=Aøsg*Bæn,p-Dl2bz

que contém æ duas constantes arbitrárias,.4 e B. Podemos mgstrar que (D-5) é de fato a so-

lução de (D4) calculando

du

ã=-nseng*Bcosg

dzu

@=-'lcos9-Bseng
e substituindo estas expressões em (D4). Isto nos dá

-,{ cos g - B *n I * A cosg*Bscn, -# = -Dl2b2

Esta identidade mostra a validade da solução geral.
Para obternros asolufio parricular, dcvemos calcula¡ as constantes,4 e B. Exigimosque
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dt2

d2r

ã=
Substituindo esta expressão em (D-l), temos

(D-3)

(D-s)

(D5) esteja de acordo ømascondições iniciaís:g'0quando r+@edrfdt- -uquando
f + @. Assim

I

u=--0=A
r

D
cos0*8sen0-f

DA=-
2b'

Portanto, a soluSo particular é

dr 
= -L 

du 
= -, = -Lt-nsen o +B cos o)

dt Mdq M-

MuMulB=-L Mvbb

DLD
u=- COS g *-æn- 2b2 

---' b 2b2

llD
;=;""v+#(cos,p- 

l) (D'6)

Estaéaequaçãodaórbita,dandorcomoumafun$ode9'Vemosqueatrajetóriaéhiperbó.
lica,já que (O-6) é a equação de uma hiperbole em coordenadas polares'
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Apêndice
Grandezas ComPlexas

O nùmero imaginario i é uma unidade defìnida de forma tal que

i2 =-l ou ¡=J:t (E-1)

onomeéapropriadoporquenenhulnnúmeroreal(istoé,comum)temquadradonegativo.Um
número complexo z pode ser escrito na forma geral

onde ¡ e y sã'o números reais. o número x é chamado de parl e reøl de z, e y de parte irøsíndria

dez(emúoraysejareal).Observequezsereduzaumnúmeroreal puroæy=0'eaumnúme'

ro imaginário puro se x = 0'
õ, núrn.ro, complexos obedecæm às mesmas leis da álgebra que se aplicam aos números

reais, exceto com relação à propriedade especilìcada pela definiçã'o (E l).4 definição de igual'

dade é estendida, de forma ial que dois núnlrro, complexos são iguais se e só æ a parte feal de

um for igual à parte real do outro, e ã parte imaginária de um for igual à parte imaginária do

outro. Isto é.

xt =x7

z=x*iy

zt =zl

It=!z

(E-2)

(E-3")

(E.3b)

implica que

e vice-versa.

O complexo coniugado do número z -- x * iy é escrito cÃÍno z+'e é definido como

(E4)z.=x-ly
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Dadehnição,segue{e.que 
n

z*z = (x- ryx,r + iy)= x' - i'y' - ixy + ixy - tz - ¡z rz

Então

2,7=¡¿ 1y2 (E-5)

Isto é, o produto de um número comPlexo Por seu complexo conjugado é sempre igual a um

número rea¡.

A equa$o (Þ5) ilustra o teorema de Piüígoras. De fato, hd uma representação geométr¡c¿

muito útil p¡ua números complexos, mostrada na figura E l. A posifo de um ponto P, em rela-

So aos cl¡amados eixos re¿l e ùnagiruirio do plarø complexo,é usada na form¿ mostrada na lì.
gura para especificar a parte feal x e a parte imagináfia y do número complexo ¿lssociado.

A posifo do ponto representativo P também pode ser especificada pelas coordenadæ

polares r c d, clnmadas módub e l¿se, qtie são defìnidas na fìgura. Os dois conjuntos de coor-

denadas são relacionados por

x=rcosd

y=ræn0

t'2 =x2 +y2

sen o =L

De (Þ2) e (&6) vemos que o número complexo geral pode ser expresso em coordenadas polares

como

z=¡(cosd +isend)

Observe também que

z.z=r2 (E-9)

Podem ær obtidas rela$es importantes considerando-se rota$es no plano complexo do

ponto representativo P. Na fìgura E-2, z é um número complexo representado por um ponto P

sobre o eixo teal. Se o ponto representat¡vo for girado, mantendo-se Ì constante, por um ángu'

lo 0, o nfrnæro complexo correspondente se torna z + dz.E evidente da fìgura que

dz=izd0

dz

-- 
id|

x
cos 0 =-

r

(

t'

I 86ó

o que é o mesmo gue

e-to=cos@-isenO

Como se pode ver que esta relação é independente da localizaSo inicial do Ponto fePresenta-

tivo, ela pode ser integrada

FIGURA E-I. A reprcscntaçá'o geométrica de um númcro complcxo. As relaScs entrc as coordemdas le-

tangularcs c polares do ponto representativo P podem scf obtidas a partÛ de um enme da

fþura.

Isto dá

zfina Iln--¡o
zini"i"l

ou

zfina¡ = "ini.i"l 
/"

Sefizermosr=l,entãozinicial=l,ede(E-8)tambémtemosz¡¡n.¡ =cosO*isen@'Por-
tanto obtemos uma expressâ'o para a üponencíal complua

,j@=*r@*isenO

A rotaçã'o no sentido oposto dá

(E-lo)

,-io =.os (-O) + i sen (-@)

(E-r r)
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Somando e subtraindo (Þ10) e @'l l), obtemos imediatamente que

¿o + e-io
æsO=-

¿ø _ e-to
sen @ =-

2i

Comparando a definição de @a) com @-10) e (E-ll) vemos que o complexo conjugado de

uma exponencial complexa é obtido trocando+e o sinal do i que aparece no expoente. Isto é

1etø¡' - "-tø

Aplicando (Þ9) e (E-l¿) a uma exponencial complexa, obtemos

(E-14)

12 = z,z = (¿¡@¡."io = e-í@ ¿ø = eo = l.

FIGLTRA E-2, IlustraÉ'o de uma rotaþ-o, com distânch à orþem constânte, de um ponto representativo.

Portanto uma exponencial complexa mantém seu módulo constante I = l, mesmo æ sua fase es'

tivtr variando. Mas suas pailes real e imaginária, que são dadæ, de @-2) e (E-6), Por cos O e

sen O, são funpes oscilatóriæ de faæ @, Se sua fæe estiver c¡escendo cont¡nuamente de 0 a

nl2, at,a3¡12,a 2n, e asim por diante, uma exponencial comptexa tem seu valor variando

de .|l a *i,a -1, a -f, a *1, e isto se repete ciclicamente. Neste sentido, ela é uma função osci'

latória dc sua fase.

Ao derivar ou integrar uma grandeza complexa, M'o utilizados os processos básicos do cál'

orto, tratando-se i como uma constante. Um exemplo de integraçã'o foi feito no cálculo para ob'

termos (Þ10). Como um outro exemplo, a primeira de¡ivada da exponencial complexa é

o

a

x

(E.12)

(E.13)

(E-15)
,i9ae 

= id@
d@

Embora a interpretação geométrica nos faça escrever naturalmente a fase de uma exPo'

nencial complexa como um ângulo O, ela pode na realidade ser qualquer grandeza que' como

um ângulo, não tenhq dimensão. Na mecânica quântica, æ exponenciais complexas freqüente'

mente utilizadas são

868

Eixo real

¿k* el(kx- ut) e-îEtl¡

Na primeira, por exemplo, o número de onda angular & tem dimensões de (comprimento)-l ,
de fo¡ma que k multiplicado pelo co,mprimento ¡ é adimensional. Todas æ relações citadæ
pan éø têm extensões óbvias para èlkx e pua as outras. Por exempto, a aplicaçãb das regras

de derivação a ëkx , cnmk constante, dá

(E-r6)
dér'=¡p¿r'

dx
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Apêndice
Soluçao Numérica da Equaçao

de Schroedinger IndePendente

do Tempo para um Poço

de Potencial Quadrado

Em mecánica quântica' bem como em outfos camPos da ciência e da engenharia, muitos

dos cálculos que apafecem no trabalho profissional atual são feitos em computadores através

de téøric¿s numéricas. Em alguns ."tot . f*çao energia potencial na qual estamos interessados

tem uma forma tal que sua eluaçeo de Sctuoedinger independente do lempo não pode ser re-

sotvida mesmo pelæ-téøricæ .nriiti.tt mais gerais (pot :. zöes explicadas no Apendice H)' Em

outros, as soluses analíticæ podem ser obtidas, mas soluses numéricæ podem sê'lo de forma

mais convenienie se for possívãl a utilização de um computador adequado' 
-

Como uma simptes i¡stra$o dæ técnicas numÈricas, e dos "qilculos imaginários" da

seção5.?,vamosobteraquiurnasotuçøonuméricadaequaçãodeSctuoedingerindependente
do tempo para a função energia potencial

I/s, u¡rla constante

v(x)=
0

x 1-al2 oux) *af2

-ø121x 1+ø12

(F-1)

Este é o chamado poço de potencial quadrado , por motivos gue ficam evidentes se olhafmos o

gráfico de sua forma, na fijrua F-!. Pa¡¿ esse potencial simples, podete obter uma solução nu'

mérica em um tempo razoãvelmente curto usando-se 
"p"no 

utn" aolculadora pequena' se não é

necessária uma precisão numérica muito grande. A equa$o de schroedinger independente do

.tempo pa¡â esse potencial particular tamblm poae sei trãtada com téøricas analític¿s bætante

sirnples (veja o Apendice'C), J. forma que poderemos comParar os resultados da solução

.*.i. *t õs rssultados aproximados obt¡Oos a partir de nosa solu$'o numérica' 
.

Dos argumentos da seção 5-7, sabemos que o comportat.nto dt uma solu$o ú(x) da

eqrução de Schroedinger indepndente do tempo (545)

ry='ff rr<.>-Etúo)
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V(x) = ¡ro

¡=0
u=0

x= +alz
u=+0,5

FIGURAF-1. UmpoçodepotencialquadradocumrâlorsupostopararcnerghtotelSdeumapartículali-
gada neste potencial.

para a encrgia potencial V(x) e para a energia total f,, deveria ser completaÍrcnte determinado

para todos os .x pela equação e pelos valores iniciais supostos de r/(x) e dt6\ldx. Para ver isto

cxplic¡temente, observe que podemos c¡lcrrlu os valofes da solução e sua primeira derivada em

um ponto.rr, próximo do ponto inicial xq, em função dos valores destas grandezæ no Ponto
inicial, da forma qræ segue. Pare (xt - xo) muito Pequeno, o valor da soluçâo em.r L que le-

prescntarcmos por [ú(¡)]r. , é dado, pela defìniçâo de derivada, por

onde [f(x)]r, é o vator, suposto conhecido, da soluçfo €rI1 .16, e ld{t(x)ldxlro é o valor,

também suposto conhecido, de sua de¡ivada neste ponto. Uma fórmula similar pæaldþ(x)ldxl, .

em termos das grandezas conhecidas pode ær obtida a partir da equaçfo de Schroedinger inde'-

pendente do tempo se a escrevernos como

d.-,te) - d l_l/fi,l. -2! ,,,,-, Fr.,,/-ì
-=-l-t=-- IV(x)- Elú(¡)¿tz dxL dx J h'1

e então e multiplicarmos pela diferencial dx, obtendo

[ú(x)].-, - [ú(x)],. = 
[ry,r] ,o 

(', -'o)

,['P]

(F-2)

2m=-
h2

Lv(x) - Elit(x) dx

Dc acordo com a defìniçáo de uma diferencial, isto é

(F-3)

desde que (x, - ¡o) æja sufìcientemente pequeno. Reptindo+e o Processo a partir dc um

noyo ponto inicial x L podemos obter os valores de t$) e dtþ(x)ldx em um ponto próximo x2 '
Continuando-se nesse processo, podemos obter a solução e suas derivadæ para todos os valores

de ¡.
Para aplicar (F-2) e (F-3) à funçlfo potencial dada por(F-l),é bastante conveniente divi-

872

[#1,, 
- 
[#1,. 

= ff v<'t- El" rú(x)]'o ('' -'o)

dirmos todas as expressões pela largura a do poço quadrado. Dessa forma, æ equaç6es podem

s€r reescritas em termos da variável espacial adimensional

A equaçâ'o (F-2) se toma

u=;

[¿u,øll
=[ú(u)1," * 

Lì-J," 
(u, -r¡o)[ú(u)1,,

(F4)

(F-s)

(F-7)

(F-8)

(F-e)

e (F-3) fìca

r 1 'rrlrfu\1 zr*'lII9l =l"iY' | .+tv@)-El,o[r(u)],.(u¡ -ae) Fó)
L du J,, L .- J,.

Evidentemente, devemos especifìcar a profundidade lze do poço de potencial quadrado se qræ.

remos obter uma solu6o numérica para a equâção diferencial. A forma de (F.6) sugere que Po.
demos fazer isto de uma forma mais conveniente se especifìcarmos o valor da comblnaçlfo adi-

mensional de parâmetros 2ma2 Vollf , Para nossos objetivos, podemos escolher qualquer vator

razoável. Portanto fazemos, de forma arbitrária

2ma2 Vn

- *-=e
Se também fìzermos a encrgia total igual a

E=aVo

onrte o é um parâmetro adimensional, então (F'6) toma a forma adimensional

onde

[ ¿ør,ll f ¿'t't ill-+l +[C(l)],"['r(u)]u"(ur -rlo)
L ou J,, L d' )""

2ma2aVs

c(u) =

2ma2 2ma2 Vn

t, Ívr-El=- h' Il-ol=6aIl-al

Vamos fazer os cálcutos numéricos com (F-5) e (F-9), que tornamos adimensionais porque tais

cãlculos só podcm ser feitos com números puros. Os cálcutos serão feitos com a intençâo de

dctcrminar aproximadamente a cncrgia mínima possívcl /:', e a forma da autofunção cofrespon'

rlcn te ry', pr6 u6 partícuta de massa m ligada fro poço de potcncial quadrado especifìcado por

(F-l) e (F-7).

2ma2 E

Ir2

=-64a
h2

-0,5(u(+0J

(F-10)

u(-0,5ouz)+0J
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SabemoS, contudo, dos qrgumentos qua.litativos da seSo 5-7, que na regialo do interior

do poço quadrado a autofun$ð correspondente å energia mínima vai ser algo æmelhante à

metade de uma frafo co-seno, ajustadâ à região. No entånto ela vai tcr um comprimento dc

onda maior, já que se estende para a região exterior. Calculandoomomentop correspondente

a meio comprimento de onda tr/2 = a ajrstandoo à região interior, a partir da relação de de

Broglie p = h^= hf2ø, podemos usar a energia correspondente g= p2 lLm= h2 l8ma2 =n'hz I
2tta2 pøra nos ajudar a lazs uma estimativa do valor real de f, e economiza¡ bastante esforço

no cálculo numérico. Em termos de o, o valor estimado de E é a = E/Vo = lnzhz l2rnaz)l
(32h2 lna2) = Íz l& = 0,154. Como estimamos À por baixo, f e û estão superestimados. Por-

tanto fazemos uma suposição e tentamos, para valor inicial no cálculo, o valor a = 0,100.
Considerando o que observamos com os argumentos qualitativos, é evidente que a auto-

funçã'o para a energia mínima possível neste potencial deveria ser simétrica em torno do ponto

u = 0, em relação ao qual o potencial é simétrico. Isto simplifìca bastante as coisæ, pois preci-

samos fazer os cálculos para a região uÞO,e porque a simetria nos conduz imed¡atamente à

conclusão que dþ(u)ldu = 0 em u = 0. Devemos portanto iniciar os cãlculos em u = 0. Como a

escolha de þ(u) emu = 0 é irrelevante devido à linea¡idade da equação diferencial, vamos tomar

ú(u) = + 1000 neste ponto. Obteremos uma precisâo suficiente tomando ttt - uo = 0O50, etc.

O primeiro cálculo está mostrado na tabela F-I.

TABELA F-l Uma Integração Numérica

lq{ +*J

\
'I

à
{,"i

0,000
0,050
0,100
0,150
0,200
0,250
0,300
0,350
0100
0ls0
0,500
0,550
0,@0
0,650
0,?00
0,750
0,800
0,850
0,900
0,950

I,000

a = 0,100

- ó,40
c=+s1,6

+ I ,000
+ I,000
+0984
+0,952
+0,904
+0,84t
+0,764
+0,673
+0,570
+0356
+0,333
+0,203
+0,t 2t
+0,068
+0,032
+0,006

-0,0 l5
-0,035
-0,058
-0,086
-0,t22

0,000

-0,320
-0,æo
-0,95s
-1,260
- I ,549

-l,818
-2p62
-2,277
-2,459
-2,605
- I ,646

- I,061

-0,7 ¡ 3

-0,5 t 7

-0,!25
-0,408
-0lsr
-0,552
-0,7t 9

-Q,967

0,000

-0,0r 6
-0,032
-0,048
-0,0ó3
-0,077
-0,091
-0,103
-0,1l4
-0,123
-0,r30
-0,082
-0,053
-0,036
-0,02ó
-0,02r
-0,020
-0,023
-0,028
-0,036

-0,320
-0,320
_0315

-0,305
-0,289
-0,269
-0,244
-0,2 r 5

-0,182
-0,t46
+0,959
+0,585
+ 0,348
+0,196
+0,092
+0,017

-0,043
-0,10r
-0,t 67

-0,248

I -a=0,900
0(u(0,500

¿ ) 0,500

dtltldu (dtltldu) M C,tAu

Ì
I

r

1

q..-,

b

\
f. ¡.;

.Þ'
(. ,,

)*
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A primeira linha da tabela especifica os valores suPostos de ú(u) e dÚ(u)ldu em u = 0,

e faz parte do primeiro pæso do cálculo. Todas as entradas nessa linha são grandezas cåtculadas

puau=0,000.Aprinreiraentradaéovalorder/;asegudaéovalordedtþldu;atercei¡aé
dþ ltlu ¡¡¡tltipltcada por Au = 0,050, a variação em u d¡ primeira linha para a ægunda; e a quar'

ta entrada é ', multiplicado por cau. Para todæ as linhæ, até o valor de u = 0150, cau =

-6,40 x 0,050 = -0,320; após este ponto, CAu = *57,6 x 0050 = *2,88. A segrurda linha

completa o primeiro pæso do cálculo e laz pafte do pæso seguinte. Dc acordo com (F 5) e

(F-9), a primeira entrada na segunda linha é a soma da primeira e terceira entradas da linha

anterior; a segunda entrada é a soma da ægunda e guarta entradæ da coluna anterior. O mes'

mo esquema é seguido para a construção do restante da tabela. O cálculo foi terminado em

u = I ilgg porque {' estava tendendo rapidamente ¿ -æ, coÍlo pode ser visto no gráfìco da

fìgura F.2. lsto ocorreu Porgue o valor escolhido de c e¡a muito grande. Em conæqüência,

{ se encurva muito rapidamente na região interior, e conseqüentemente vai passar pelo zero

apenas um pouco fora ãesta região. Apos passar por zÊro, nada pode ser feito para evitar qræ

f vá para --.

1,0

0.8

ë o.q)
0,2

- o'' 
o'

FICURA F.2. Uma soluçaio da c4uaçalo de Schrocdi¡gcr independente do tempo para um Poço de potenciai

quadrado. n soluça:o começ¿ a tender para menos infinito em gandes tt Porque o valot su'

Posto da energia total é lþciramente grande'

um segundo cálculo, usando a = 0,098, é mostrado na tabela F'2.8*e cálcr¡lo está dese'

nhado na figura F-3. Ete também falhou, mas no sentido oPosto, porsle 1 
seafastoudoeixo

na região exterior , **.çou a tendef a *-- No entanto, os resultados dos dois dlculo¡ in'

dicam- que o valor posíveí de a está entre 0,100 e 0O98, e uma comPara$o das duas crwas

dá a impressão que ele está um pouco mais próximo do limite inferior. Outros cálculos podem

ser usados prfa estre¡t¡u esses limites, mA$ s€ria necesário diminui¡ o valor de A¿ e aunpntar o

número de casæ decimais, de forma a diminui¡ a imprecisão numérica do cálculo' Uma solufo

para a eqruso de Schroedinger independente do temPo para ess€ ry":Îtt r¡sando método¡

analíticos (veja Apcndice G) dá c = 0,0980 p.r. . t'nã' energia posível' A concordância com

nosso sálculo numérico é boa, mas não perfeita, devido à imprecisão numérica já mencion¿da' A

solução analítica tambem mostfa que há dois outros valores posíveis para a energia de estados

ligados, correspondenter . o = o,¡g¡ e r = 0,808. Evidentemente, qualquer energia não ligada,

correspondend o a eÞ l,é Possível.

1,00,40,2



TABELA F-2 Uma Segunda lntegraçâo Numéric¡

0poo
0,050
0,t00
0,150
0,200
0,250
0r00
0,350
0l0o
0,450
0,500
0,550
0,600
0,650
0,700
0,750
0,800
0,850
0,900
0,950
l,0oo

c = 0O98

-6.27c= +s7,7

+1,000
+1,000
+0,994
+0,953
+0,906
+0,8¡14
+0,769
+0,679
+0,579
+0166
+0,345
+0,217
+0,138
+0,091
+0,064
+0,050
+0,045
+0,u7
+0,056
+0,072
+0,096

0,000

-0,3t4
-0,629
-0,937
-t,236
-t,520
- 1,785

-2þ26
-2,239
-2,420
-2,566
- I,570

-0,944
-0,546
-0,283
-0,098
+0,046
+0,176
+0,312
+0474
+0,692

0,æo

-0,016
-0,031
-0947
-0,062
-0,076
-0,089
-0,101
-0,1l2
-0,r21
-0,129
-0,079
-0,047
-0,027
-0,0t4
-0,005
+0,002
+0,009
+0,0t 6
+0,024

-0,314
-0,314
-0,309
-0,299
-0,284
-0,26s
-0,241
-0,213
-0,181
-0,146
+0,996
+0,626
+0398
+0,263
+0,185
+0,144
+0,130
+0,136
+0,162
+0,208

I -c=0,902
0(a(0,500

z Þ 0,500

dtltldu (dþldu)Au CùAu

è

-0.2' ' ' ' ' ' ''0 0,2 0.4 0.6 0,8 1,0
u

FIGT RA F 3. Uma rcluçâo da equaçäo de Schroedinger independente do teñpo para um poço de pot€nciat
quadrado. A soluçalo começâ I ir para mais infinito para g¡andcs u porque o valor suposto pan
a energia total é lþeiramente pequeno.

876

A téørica que utilizamos é chamadalntegração numérica. O termo integração é apropriado

porque começamos com umâ equaç,fo contendo-d2rr/dx2 e obtemos no fìnal o próprio f;
þtt-to, reatû¿mos um Processo que é o inverso da derivaçâo'

Se o estudante tem âcesso a uma calculadora, ele achará fácil e intercsanþ fez¡¡ uma in'

legt cÃo numérica da equação de Schroedinget independente do tempo. Se ele tem acesso a um

co-mjuødor, mesmo um de pequeno Porte, ele achará que fazendo integaçõesnuméricas para

estaåos ügados e nlo ligadosem vários potenciais se pode desenvolver raPidamente umaintui'

fo real pãra muitæ das características da mecánica quântica'

t
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Apêndice
Solução Analítþa
da Equaçao de Schroedinger

Independente do TemPo Para

um Poço de Potencial Quadrado

Desenvolvemos aqui a solu$o geral para a equação de Schroedinger independente do

tempo para os estados fug.ào, ¿, ufn-poço de potencial quadrado de profundidade fìnita, se'

;rriti;'" processo que ã discutiao ¿e rótm" tualitativa na seÉo 6-7' Aplicamos depois os

irrufi.¿o, åo .rro p.itirula¡ de um poço de potencial quadrado com os mesmos parâmetros que

foram usados na solução numérica do Apndice F'

A descrição do movimento clássico de uma partícula em um estado ligado em um poço'

quadrado sugere que seria mais apropriado Procurar solut'es para a equação de Schroedinger

na forma de ondæ estacionáriæ. Ãssim consideramos como uma soluçâ'o geral para a equåção

de Schroedinger independente do tempo na região .it.7: x 1+al2' T1-11? 
= 0' a auto'

fungo de onãa estaciãnária para a partícula liwe de (6-62), que escfevemos aqul como

onde

t@) = I sen k,x * .B cos &,x -al2 1x 1+a/2

tcr=JTmf ¡

úU\= Céú + De- k':x

{t(x)= Fskrrx * Ge- kttx

x 1-ø12

(c-l)

(G-2)

Nasregiõesx1_af.¿y)+a|2aequa$odeSchroedingerindependentedotempotemas
solu@es gerais dadas por (6ó3) e (6'6Ð' Elæ são

x) +al2 (c-3)



onde

krr='/Tñ{vf,-Ðlh

Para determinar as constantes arbitrárias, inicialmente impomos a

funções permaneçam finitas para todos os x. Consideremos (G-2)
dente que essa exigência obriga que

D=O

De forma análoga, é necessá¡io fazer

F=0

pafa que (G-3) se mantenha fìnita no limite ¡ + *-. Imponhamos agora
autofun$es e suas primeiras derivadæ sejam contínuæ em ¡ = -a12 e x
quatro equações. Elæ são

- A sen (k ra 12) * B cos (kra 12) = çr- k ,ta I 2

A k', cos (k 
ra | 2) + B k, sen (k ra | 2) = ¿ ¡ç r r¿- 

k pa I 2

A sen(kral2) + I cos (kpl2)=Ç¿-kPl2

,4,t, cos (kral2) - 8,t, sen (kral2) = - 6¡rr"- k ¡a 12

Subtraindo (G-6) de (G-8), temos

2A æn (kral2) = (G - C)e- k¡alz

Somando (G-6) e (G-8), temos

28 æs(kral2)= (G + C)e-knal2

Subtraindo (G-9) de (G-7), temos

28 kr sen (kra 12) = (G + C)kne- k rra 12

Somando (G-7) e (G-9), temos

2Akrcos(kral2)= -(G - C)krre-krf 12

Se B * 0 e (G + C)# 0, podemos dividir (G-12) por (G-l l), e obtemos

krts(kra12) = k, *B*0e(G+C)+0

Se A * 0 e (G - C)# 0, podemos dividir (G-13) por (G-la), e obtemos

com f ( Izo

exigência de que æ auto-
nolimite¡+-æ.Éevi-

(c4)

(c-s)

a exigéncia de que æ

= *a12. S¡o obtidas

(c-6)

(c-7)

(c-8)

(c-e)

(G-r0)

(G-r r)

(G-r 2)

(G-13)

(G-14)

(c-15)

880

k, cotg (kral2) = - k, æ,4 *0e(G - C)*o

Então (G-8) fica

881

É fácil ver que (G-la) e (G-15) não podem ser satisfeitæ simultaneamente. Se pudessem,

a equação obtida ao somarmos estæ duæ

krtg(kra12) + kr cotg (kral2)= O

seria válida. Multiplicamos por tg(krø12). Então a equação fica

k, tgz (kra12) + ,t, = 0

tg'1 1*ra¡z¡= -1

Mas isto nã'o pode ser válido, pois tanto &¡ Quanto a12são reais.Portantoéposswel apenasor.

satisfazer a (G-la) e nã'o satisfazer a (G.15), ou satisfazer a (G-15) e nfo satisfazer a (G.la). As

autofunções do poço de potencial quadrado são de dois tipos. Para o primeiro tipo

kt ts(kf 12) = kü

A = o (c-16)

G-C=o

B cos (kra 12) = çr- k rta 12

G = B cos (kra l2)ek ua 12 = ç

e as autofunções são

Então (G-8) fìca

Para o segundo tipo

lB cos (k ra 12)é na I 2 
7sk n x

ú(x) = [¡ jcos (&,x)

lB cos (k ra 12) 4 ¡a I 2 
1r- 

k ¡ x

x<
-a121x

x

(c-17)

-al2
1a12

) al2

krcotg(kral2)=-k,

B = 0 (G-18)

G*C=O

A sen (kral2) - 6r- krro 12

G = A sen (k ra l2)ekrro 12 = ; C

(
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e as autofunções são

[ -,4 sen (kralz¡éuolzPktrx

þ(x)= [Alsen (,t,x)

IA sen (krø|2)ek uo l?le- k u*

de forma que a equaçfro fica

x 1-al2

-al21x 1al2

x)al2

Consideremos a primeira cquação de (G-16). Substituindo k, e krr, e multiplicanilo
tudo por al2, a equação fica

Jffi¡Ñ tsd,,,E71Ñ>=Jntgo - qF6P (c-20)

Pa¡a uma dada partÍcula de massa m e um dado poço de potencial com profundidade Vselu-
gura ¿, essa equação é uma equação com uma única incognita,f. Suas soluções são os possíveis
valores da energia total da partícula - os autovalores pÍua as autofunções do primeiro tipo. Po-
demos obter as solu$es dessa equaçã'o transcendental apenas por métodos gráfìcos ou numéri-
cos. APresentamos um método gráfico simples que ilustra as características importantes da
equação. Façamos a trocå de variávcl

s=Jrrno, lzh,

{i rg 8 = J,,,Vú' lrlf - tì'

(c-l e)

(c-2t )

(c-22)

\

1.,.

(..

¡1.
\. .i

,h
1., r

t

Se fizermos um grálìco da função

P(E)=6teÍi

e um da fun$o

qi.¡)=tÑ lz¡l - ez

as intersegões especifìcam valores de I que são soluções de (G-22).
Um gráfìco destes está mostrado na figura G-l . A função p(8) tem zeros para I = 0,

n,2r,... e tem assíntotas em I =t12,3¡l2,5rl2,...Afunção4(8)é umquartodecírcu-
lo de ¡aio J^171Ñ. É, evidentc da figura que'o número de soluções de (G-22) que existcm
depende do raio do quarto de círculo. Cada solução dá um autovalor para É ( /o correspon-
dente a uma autofunÇá'o do primeiro tipo. Existe um deses autovalores seJmV^a2 l2h2 1tt',
dois se ¡ < J^v;Fiñ ()z; trés se ), <1ñVæ tñ ( 3¡; etc. o cÂso-\,/miV ¡ltf = 4
está ilustrado na figura. observe que isto corresponde a 2mvoaz lh¿ = 64. o valor usado na in-
tegraçâo numérica do Apendice F. Para este caso há duas soluções: E = 1,25 c Íi = 3,ó0. De
(G.21), os autovalores sâ'o

882

u=a,2#=t,# n" = ffi'¡/o =o,oe*o ro

our(A)=q(a)

-e cotg 8 =Jmvoo| l2rr,' - e'

883

,= ,' :;*,n = ÊÐ' ro = o3o8 r,o

4

J

)

I

45
Í

€+

¡.'IGURAC.l. unìa soluç¿lo gráfica da cquaçaio para os autovelofes do primeiro tipo de um Poço dc poten'

cial quadra<.lo particular. Solu(ão de

e.q.e=$Vf¡zn'--E

oup(¡¿)=q(8)

os autovalores conespondentes a autofunFes do segundo tÌpo são obtidos a partir das

soluções de uma equação análoga obtida a partir de (G'18)' que é

-E cots 8=.,[n/;FPF -æ (G-23)

3rl2
8+

FIGURA G-2, Uma solução gráfica dâ equaçâ--o para os âutoyalores do scgundo tiPo de um poço de Poten-

cial quadrado, Soluçalo de

I8
5rl2¡12



A figura G-2 ilustra a solução dessa equação. É evidente que lfo exijlg r¡gnhum autovalor para

E 1 Vo correspondendo a autofunções do segundo tipo æ t/mV6d'12ñ < z/2;haveni um se

alz < Jmvo-F!\F 13n12; dois se 3zl2 <JtVA\=Ñ 15n12;etc.A figura ilusrra o caso

,ñV-æ72¡t = 4. A única solução de (G-23) é t" = 2,47,e o autovalor é

Vo = 0,383 Vo

Vemos que para um dado poço de potencial há apenas um nf¡mero restrito de valores
possírais da energia total .E para E 1 Vo. Estes sÍo os autovalores discretos pæa os estados li-
gados da partícula. Por outro lado, sabemos que qualquer valor de.E. é posível se E) I/s;os
autovalores dos estados não ligados formam um contínuo. Para um poço de potencial que é

muito ræo ou muito estreito, ou aIrrþg5,jff um único autovalor do primeiro tipo será
ligado. Com valores cresæntes de 1/mV¡a2 l2hf um autovalor do ægundo tipo será ligado.
Para valores ainda maiores desse parâmetro, um autovalor adicional do primeiro tipo será li-
gado. A seguir, um outro autovalor do segundo tipo será ligado, etc. Como exemplo, consi-
dcremos o caso JmVoa' l2h' = 4. O potencial e os autovalores contínuos e discretos estão
ilustrados em escala na fìgura G-3. Usamos os números quânticos n= 1,2,3,4,5, . . . para

FIGURA G3. Os autovalores de um poço de potencial quadrado particular.

indicar os autovalores em ordem de energia crescente. Para esse potencial, apenas os três pri.
meiros autovalores são ligados.

Dæ soluções 8, de (G-22) e (G-23) para um dado vator de t/mVoo, lZfl,as formas ex-
plfcitæ das autofunções, (G-17) e (G-18), podem ser calculadas. As relações exigidas sâo

2*ri= a 

-

e k¡¡;=J^v}-tz-¡n4¡
L

(G-24)

O valor da constante A ott B deve ser ajustado de forma que cada autofunçáo utisfaça à condi.

ção de normalização.Parc o cæo t/m-ViVl2ff = 4, æ três autofunções normalizadas corres-

884

r = 0,0980 Zo

pondentes aos autovatores E¡, E2 e E3 úo

n,s#e'ß"#

I
ú, (,) = 1,26 

7; 
cos

I
rt,r(x)= 1,237;sen

n,o)*;,.'"J-

llSL*e- t'"o L

-n,olJ.,-

x 4 -a12

-al24x 4al2

.r 2 al2

x 4 -al2

-a124x 4al2 (C-25)

x)a12

(''"à

þ,;)

FIGUR^ G*4. As autofunFes para os auto€stados lþados de um poÇo de potencial quadrado Particula¡.

-2\6 -2,2-t,8
0,-t,4- 1,0-0,6-0,2
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ú¡(x)= l,l3--cos 3,60-' t/a al2

lr
-5,80-7e- t'74 

-{a

As autofunções, multiplicadas Wr Jo,estão desenhadas na figura G4 como função de x l(al2).
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x2a12
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Apêndice
Soluçáo em Série da Equaçao
de Schroedinger Independente
do Tempo para um Potencial
de Oscilador Harmonico Simples

Neste apendioe, vamos usar técnic¿s analític¿s para resolver a equação de Sch,roedinger

independente do tempo p¿ua uma partícula de mæsa m ligada em um potencial de osciladot

ha¡mônico simpleS

C^
v@)=-x'

onde C é a constante da força, da força restau¡adora linear correspondente. É importante es-

tudar esas técnic¿s nâ'o apenas devido à importância do oscilador harmônico simples, mas tam'

bem porque a solução da equaSo de Schroedinger independente do tempo mesmo Pafa o caso

impoitanie do átomo de um elétron envolve técnic¡s que sã'o praticamente idênticæ. Os es-

tudantes com inclinaSes matemlticas irão, além disso, ¿chá'la bastante interessante'

A equa$o de Sctuoedinger independente do tempo para este potencial é

* a'ú c ".--Zãr*-x¿{t =f,¡¡

Se obtivermos a constante da força em termos da freqùência de oscilação clásica'

tIT
. y=-

2n{ m

-n' 
d'! 

+ hf mv2x2 g = ¿g
2m dx'

d2 rlt f z^g f zn^r\t *r-l U = o*'*Lo, -\ r/ J

esta equação fica

(H-l)

(H-2)

(H-3)
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Introduzindo os Parâmetros

a=2trmvlh e ß=2mEN

a eqrnøo toma a forma mais compacta

¿2 ¡,
ï + (ß - a2x2¡g =g
tlx'

É convenicnte expressála em termos da variável adimensional

Temos

A equaS'o fìca então

#.(*-.) *='

+(p-auz)g =g

(H4)

(H-6)

lul* - ([I.8)

GI.s)

d{t dudú -dú
dx dx du du

d2,! au a lag\ dz,lt

- 

=--t-t = ct-
dxz dx du\dx / duz

d2ú
a-

du'

(rr.7)

Devemos achar soluções para as quaii r/(x) e sua primeira deriv¡da sejam unfvocas, con'

tfnuæ e finitas, para todos os z de -- a 4æ. As duas primeiras condições scrão automaticå'

mente satisfeitæ pelas soluções que encontraremos. No entanto, ærá neoesário considerar ex'

plicitamente a exigência de que f(u) se mantenha fìnita.quando lul -r-.go..sæobjetivo,é
htil primeiramente considerarmos a forma de r/(u) para valores muito grandes de lzl.

Mas para qualquer valor finito da energia total f, a gandez4 p/c æ toma desprezfiel com'

parada au2 ,para valores muito grandes de lul. Assim, podemos escrever' de (lI'Ð,

d'rlt . .

- 
=u'\l

du'

A solução geral dessa equação diferencial é

888

û = Ae-ut 12 * Beu' 12 (rr-e)

889

onde I e B são constantes arbitrárias. Verificamos que essa é uma solut'o de (tl{) calculando

!= 1¡-u¡r- u' 12 + Bue" 12

du

o'Ú 
= nr-rrz r- u2 12 - Ae-,' 12 I grt rtt' 12 ¡ gruz 12

du2

= A(uz - l)e- u' lZ * B(u, * l)su' lZ

Como, para lul - -, isto é basicamente

é evidente que ela satisfaz (H-8) identicamente.

A seguir, aplicamos a condiçlo de que æ autofunções devem permanecer furitæ quando

lul + -. É evidente de ftI-9) que isto exige que faEmosB =0.Portantoaformadasautofun'
pes para lul muito grande deve ser

þ(u)= ¡¿- u' 12 lul +- (H.10)

A forma que encontramos em (H-10) sugere que procuremos sotuções da equação diferen'

cial completa (H-7) que possam ser escritas como

þ(u)=P-u'l2Pg¡ (H-ll)

Estas solupes devem se¡ válidas para todos u. Portanto, as //(u) devem ser funções que variem

lentamente em compafação com e- " 
/2 quando lul * -, de forma que (H'l I) esteja de acordo

com (H-l 0). Nos outros pontos, ll(u) deve ter as formas necessárias para dar as formas cor¡etas de

{t(u).Para obtermos æ H(u), calculamos

ff=nr'r-u'12 Iguz¿'12

1 =u2(Ae-u'12 + B{' l2)=u'rl,

!! = -trur- u1 12 ¡¡ ¡ 1r- u''l2dH
du *du

¡.

i

.,

t*

i

ù
ri-
.!u
EÞ

{û,
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f,s.J

,',ãlt*j
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':'

.;.
I

'"!- = - Ae- u' l2H + Auz e- u' 12H - Aue- u' lz dll
duz du

-Aue- 
u' 12lL + Ae- u' Pd'!

du du2

= Ae-u',, (, + u2 H - rr#.#)
Então substituímos f e d1 Û /du2 em (H'?), obtendo

Ae-u' 12 (-u * uru - zuL * !\*!ne-,' l2H - Au2e- u' l2¡1 = s
\ du du'/ a

Dividindo pot Ae- u' /2, e cancelmdo os tertnos que envolvcm u2 /1. temos

# -#.ff-) "=o

n@)= 
Êoa¡ul =ao * d¡u * a2u2 * a¡u! * ' "

(H-r 2)

Esta equa$'o diferencial determina as funções fl(u)'
Vamos recapitular. Comepmos com a equação de Schroedinger indepcndente do tempo,

(H.7). Por razões que serão explicadas, essa equaçá'o não pode ær rcsolvida diretâmcnte. No

cntanto, s€ escreyemos as soluções dessa equação como produtos da funça:o Or- u1 12, que

é a forma da dução quando lul + æ, pelas fun{es f/(u), transformamos o problema em um

problema de rcsolr¡e¡ GI.l2). Esta equação pode ær resolvida através da técnica døs séries de

Wtênci*s.
Nesta téc¡rica, que é a técnica mais geral existente para a solução analítica de uma equa-

So diferencial, corieçamos por supor que a soluSo pode ser escrita como uma sé¡ie de potén'

ci¡s na rarilvcl indepcndente. Isto é, supomos

(H-13)

oscoelicientes as,41,42,...sfoentãodeternúnadospelasubstituiçãode(H-13)em(H'12)'e
pela exigência de qw'a equaçÍo resultante seja satisfeita para qualquer valor de u. Calculando

as derivadæ,

la,ul- t = l¿¡ f 2a2u * 3a3uz * "'

890

dzï @

# =,à (l - L)la¡ut-z = l.2az 1 2'3a3u * 3' 4aau2

89r

e substituindo-as na equação diferencial, obtemos

| .2a, t?-'3a7u*3'4aau7 *4'5a5ut *"'

-2' la¡u - 2'2à2u2 - 2'3asut - "'

+ $la - l)ø s + (ßla - l)a ¡u + (ßla - l)a2u1 + (Plu - l)a 3ut * .'' = 0

Como isto deve ser válido para todos os valores de u, os coeficientes de cada Potênciâ de u de-

vem se anular indiv¡dualme'nie de forma que a validade da equa$o nâ'o dependa do valor de u'

Juntando os coeficientes, e igualandoos a zero, temos

uo:

u' ',

,r2 '.

u7.

Para a !ésima poténcia de u, a rela$o é

ul:

ou

| '2a7 * (Pla - l)a¡ = O

2.3a, * (ßla- t - 2' l)at =6

3'4aa*Gla-l-2'2)ar=g
4'Sas*$la-l -2'3)at=¡

(, + lX¡ * 2)a¡ * t + (þls - | - 2l)a¡= Q

(ßla-t-2t)
=-+O,-t+2 (r+lXI+2) '

(H-r4)

(H-r5)

Esta é chamada a reloção de recorrencta'

Aretaçãonospermitecalcular,sucessivamente,oscoeficientesa2'a4'aó'"'emtermos
deas,eoscoeficientes or,or,or,..'emtermosdeø¡'Oscoeficientesasea¡nãosãoespeci'
lìcados pela rela$o de recorrência, mas isso efa o que devia acontecer. como a equação dife'

rencial para //(uj contém uma ægunda derivada, sua nluçõo geral deve conter duas constantes

a¡bitráriæ. Vemos entlo que a õluçlo geral æ divide em duæ séries independentes, que es-

cfevemos como

H(u)= as (.;* .ïi* .;;;" * " 
)

*at (u *2r' ¡L'o-t u'
\ ¿t ttt ot

+a1 
øs øt 

r., + ..\
4sd3d1 |

ls ßzóes a, _ .fa, sãodadas pela relação de recorrência. A primeira ærie é uma funçÍo par de u,

e a segundié ,imã tunçøo ímpar desa variável'
'A 

rrzÃo pela quat (H-?) neo pode ær resolvida diretamente pela aplicação da técnica de

séries de potenciaS éþe.h L". . ot" ¡elaÉo de recorrência que envolve mais- de dois coeficien'

tes. O esiudante pode mostraf isso imediatamente æ aplicar a técnica' Se ele tentar entÍo es'

.;;;.; ** ,qu.çøo análoga a (H.15), ele verá que a téinica falha porque só pode haver duas

constantes arbitráriæ n. *tuçao de uma equação que contém uma segunda derivada' Fomos



czlpøaæs de superar a dificuldade transformando o problema na resoluçfo de (H-12). Basica.

¡nente o riresmo tnrque é útil para as equåções diferenciais que surgem da equafo de Schroe-
dinger independente do tempo para o potencial coulombiano, V(r\ e, ¡-r ,de um átomo de um
elétron. [Iá outros potenciais para os quais este truque nfo funciona, e ntfo há solução analí.
iica. Evidentemente, qwþuer potencial pode ser tretado pelas técnicas nunréric¿s do Apêndi.
oe F.

Pa¡a um vdor ârbitrário de pla, tanto a crie par quanto ã crie fmpar de (H.15) vÍfo con-
tcr um número infìnito de termos. Como vtremos, isto nlfo lcr¿rá a soluções acer?aueis. Consi.
dcremos qualquer das séries, e calculemos d r^zÍo entrc os coefìcientes de potências sucesi,¿as
deu pua,l gande. Isto dá

at+z _ (fla- t -21)__21 _2
i= --(+ 

D(r+ 2) t, t

vamos compará-lo com a mesma rczão para a expansão em série de potências da funfo eü',
que é

,,a ^ u4 ,16 ut{ =l+ut +- 4-+2t 3! (ilz)t
ul+ t

+ 

- 

+...
(u2+ t)t

Para I grande, a razão entre os coefìcientes de potências sucessivæ de u é

tl(u2+ l)t _ (rlz)t _ (uz)t' = I 
=L =Ltl(U2)! (U2+ I)t (tl2+ t)(tlz)t U2+t rlz t

As duás razões slfo a riesma. Isto signilìca que o termo de uma alta potência de u na série de

eu' pode diferir do termo correspondente na série par de H(u)por apenas uma constante mul-
tiplicativa K. Ele pode diferir do termo da série ímpar dcH(u) po¡r¡ rrzes outra constante.K'.
Mas, para lal - -, os tcrmos Ce potências baixas em ¿ nlfo slfo importantes na determinação
do valor de qualquer dessas séries. Conæqüentemente, conclufmos que

H(u)=ao¡ru'+a1K'ueu' lul +-

De acordo com (H-l 1), æ solufes da equaçfo de Schroedinger independente do tempo são

Ù(u)=A¿-uz l2¡¡1,¡

Portanto, se a srie de H(u) contém um número infinito de termos, o comportamento dessas

solu@es para lul + - 6

Ae-u' lzq(u)= aoAK{' 12 i alAK'¿u'12 lul- -

Mas isto cresce sem limite quando l¡l * -, o que não é um comportamento aceitável para uma
autofunção.

892

No entanto, podemos obter autofunções aceitáveis par^ certos valores de p/c. Fazemos

unla das constantes arbitráriæ a6 ou d¡ igual a zero. Então forçamos que a Crie restante de

H(u) termine, fazendo

onde

pla= 2n * 1

n=1,3,5,...

n=0,2,4,...

(ßla-t-2n)
-n+2 (n + l{n +Z) n

(2n + | - | -2n)

(H-16)

S0û6=0

$car =g

É claro de (H-la) que tal escolha de þla lará com que a drie termine no n{simo termo,já que

devemos ter,pual=n,

!

dn=0
(n + l[n + 2)

Os coefìcienles dn+4, on+6, on+8,. . . também serão zero porque sfo proporcionais àan+2.

As soluções resultantes Hn(u) øo polinômios de ordem n, chamados polinômÍosde Hermíte-

Cada Itr(u) pode ser obtido a partir de (tl-t 5) se calculamos os coeficientes a partir da relação

de recoirência com 0/a dada por (H-16) para esse valor de n. Alguns dos primeiros polinômios

de Hermite podem ær vistos na tabela ó-t, Eles sâo os fatores que multiplicam Ane-u'12 nas

entradas da tabela. (Em cada caso as constantcs arbitráriæ,øo ou ¿r foram escolhidas de forma

que o coefìciente de cada potência de u posa ser escrito como um inteiro simples.)

Para æ solufes potinomiais da equaçõo diftrencial de Hermite GI-12) as autofirnfes

correspondentes

Û n(u) = A ne-u' lzH n@) (H-lÐ

ter¿fo sempre o comportamento aceitável de ir para zero quando lul + -. A razÍo disto é que'

para f uf glande, a funçfo exponencial e-u' 12 vuia tão mais raPidamente do que o polinômio

Hr(u) que ela domina completamente o comPortamento das autofun$es.

Substituindo a e p de (H4), obtemos imediatamente de (H'16)

2mE h 2E 2E
=-=2n+l

h2 2nmv 2¡hv hv

n=0, 1,2,3,... (H-18)

Estes sâo os autovalores do potencial de oscilador harmônico simples, exPressos em termos de

sua freqüência de oscilação cHssica v.
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Apêndice
O Laplaciano e os Operadores

Momento Angular
em Coordenadas Esfericas

O OPERADOR LAPLACI,ANO

O operador laplaciano V2, utiliz¿do na equagã'o de Schroedinger tridimensional' é defini'

do em coordenadæ retangulares como sendo

¿z ð2 az
oz -- J-- +--
' - a*' ðy' ò22

Mostraremos aqui como transformar esse operador para exprimi'lo

senta em coordenadas esféricas:

- lal^a\ I a2 I al "a\
'' =l'f+J *7*-, 

"'.ñ t(:'"'il o'2)

Amaneiramaisdiretadeprocedertaltransforma$oéadeaplicarsucessi\¡¿mentea
..regra de cadeia" Ae Oerivaaæ p.t'J.it. ntat método é coniudo fastidioso' O primeiro termo de

(l-2) pode ser entretanto obtidå æm muito esforço, se considerarmos um caso er¡ que'o lapla'

;.*'"p"r" sobre uma funçáo rl¡ = g(r), furção apenas da coordenada radial' Nessa circunstán'

cia, as dlrivadas existentes nos dois últi¡nos termos de (I'2) são nulæ e então

la/,4ú\
vtú=7 *\' *)

Este mesmo resultado será agora obtido a partir da expresão

- ô7 l1, . ò''þ . ò2'l''vrú=#* urr* ur,

que é o laplaciano em coordenadas retangulares, indicado em (l-l)' operando sobre ry'(r)' Nessa

demonstração, faremos o uso de

(r-l )

na forma que aPre'

r=(x2 +y2 +22)tt7

895



expressão que relaciona as coordenadas retangulares com as esféricas (ræja a fìgura 7-2). Assim,

x Aú xdú
(x, + y, + z2)tt2 ar r ðr

ðú 
=4, 

y=
ðx ðx ðr

ò,ú=ta*t3rrry\
òy' r ðr r ðr\r ðr f

,'r =:u#.'* (jÐ

,'r =:#.'(-;#.+'#)
Desenvolvendo este resultado.

^ 2ðú ò2r!V'V=-^ +-
f Õr dr-

a'{, a /'a,¡\ ax/r a9\ . a /l ap\
a,, =;.ça'/ =a'ç'')*' ,.\;;)

at{r _ t ðû _- a'gÉ lL\
ar'-=T',*' a, arF;)
ò,t _!w,J a /_! aú\
ar,- 

=;; -;a'F t/
Da mesma maneira, as derivadas parciais em retação a y e z fomecem

t! =!a*!gêry\ô22 r ðr r ðr\r ðr /

Adicionando.se membro a membro essas expressões, obtemos

3 òú (x2 +y2 +22) a /r ag\
!-y =--ròr r ôr\rðrl

896 897

Observe agora que o primeiro termo de (l'2)' que é

pode ser reescrita sob a forma

ou, finalmente,

- 2ðÚ ò1t
(7¿tl, 

=_v Y ròr ðr2

que é a cxpressfo obrida no desenvolvimenlo acima. Os segundo e terc€iro termos de (l'2) po'

dem ser obtidos. considerando+e respectivamente Ú = Ú@) e', -- 'lt(0\.

OS OPERÂDORES MOMENTO ANGIJLAR

Em coordenadas retangulares, os operadores correspondentes às três componentes do mo'

mento angular orbital são

,'r = I* (t y)

L,op=-i|,(, i-'*)
Lyop=-", (, # -'#)

I.,oo=-itr ('+ , ri)

Quando expressos em coordenadas esféricas, estes operadores se escrevem

Lxop

Lroo

ô
L_ =-ih-'op ò,p

,'r =;("'# -,'#)

(r-3)

(r4)

=,0 (r.. r L *"orru*r, #)

=ir, (-*, r **toteo "n'r 
a)
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Mostraremos agora que as expressões (I-3) c (Ia) são equivalentes, tomandor,-_
o exemplo mais simples. Nes[e desenvolvimento, usåremos as expressões 'op

x'= ¡ sen d cos g

y=r*n0 seng

z =r cos0

que relacionam as coordenadas retangulares com æ esféricæ (ræja figura 7_2).
Para maio¡ facilidade, começåremos aplicando a regra de cadeia sobre ðù lðç:

òlt _ ðtþ ôx

ðg ðx ðg

A partir de (l-5), temos

-rsendseng=-),

ræn0 cosg=¡

0

898
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,ðúðy,ôþðz
ðy ðç ðz ð9

ðx

òs

ðy_
ð9

òz

ð,p

Ou seja,

ut=-r!!-**!
ðç -ðx 

ðy
que, colocado sob a forma de uma relação entre operadores, se escreve

ðað
ae= -Y a'*t Ð

mostrando a equivalência dæ duas formas deIr.. indicadas em (I-3)e (I4). Desenvolvimentos si.
milares provarão o mesmo ,*a.Lxop" Lrop. *

Em coordenadas retangulares, o operädor correspondente ao quadrado do módulo do mo.
mento angular orbital é

LZp=L'ron*tior+Llop

Efetuando os quadrados ¿¿ Lxop, Lloge Lrooe adicionandoos encontra{e após algumæ
manipula@es com funções senoidais que

'3r=-ot[* * (.",*) .##]

Obs¿rve a semelhança entre (l-7) e os dois u¡timos termos em (l-2). Ela indica uma manei-

ra alternativa para obter esses termos, e é apreæntada em liwos de referência de matemática.

(r-s)

(r-6)

(r-7)
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Apêndice
A Precessao de Thomas

O efeito relativista que introduz o lator I 12 em (8-25) no caso da energia Potencial orien'

tacional spinorbita é chamado precessâo de Thomas. Nã'o é dífícil entendê-la, se considera¡mos

uma geometria sufic¡entemente simples. Com esse objetivo, suponhamos que o elétron se move

em torno do núcleo numa ó¡bita de Bohr circular, como é itustrado na figura l'l' Bta figura

mostra a situaçâo como é vista por um observador num referencial x¡, em repouso com rela-

ção ao núcleo. O elétron se encontra temporariamente em repouso no referencial ¡¡l¡ no ins'

tante f ¡ ; logo após, no instante f2 , ele cstará temporariamente em repouso no referencial x2y¡ .

Amlros os eixos dos reicrenciais x! e x2!7 sá'o, por construçá'o, paralelos aos de ¡tlr, como

pode ser visto por um observador eñ x1!1. Nã'O obstante, mostraremos que O observador em

xy vô os cixos dc x2y7 ligciramentc girados em rclaçlo aos eixos de seu prôprio referencial.

Vô os eixos do referencial x3y3 girados ainrla mais, etc. Percebe assim que,â medida que oelé'
tron gira em torno do núcleo, o conjunto dc eixos, em relação aos quais o elétron se encontra

instantaneamcnte em Íepouso, está proccssionando em relaçlio ao seu próprio sistema de eixos.

Tal fato ocorre embora os obærvadores que se encontram instantaneamente em fepouso em re'

lação ao elétron afirmem que cada conjunto de eixos x, * ,/ n * , é paralelo ao conjunto anterior

rr,/n. Usando uma seqütÊncia de referenciais xnyn, eÍn relaçã'o aos quais o elétron se encontra

momentaneamente em repouso e tais que cada um deles se move com velocidade constante em

retação aos outros e em relação ao rcferencial xy, podemos apticar a teoria da relatividade espe'

cial ao problema em questâo, apesar do elétron se encontrar acelerado em relaçlo ao referencial

xy.
A lìgura J-2 apresenta xf , xtlt e x2l2 vistos por um observador emÌ¡/¡.como o elé-

tron se move oom velocidade v em relação ao núcleo, os eixos xy se deslocam comrælocidade

-v, ou seja, em direção aos valores negativos de x¡ . Assim, visto ainda por esse observador em

xtlt, o elétron é acelcrado em direçá'o ao núcleo com uma aceleração a, no sentido positivo e

paiaielamente ao eixo -l¡r . Se o intervalo de tempo (t, - t, ) é bastante pcqueno' a variação na

velocidade do elétron nesse intervalo é

q

{t(
\-

'-1

¡.

i.

dv=a(l2-tt)=adt (r-1)

que nada mais é do que a velocidadc do rcferencialx2y2 em relação ao referencial .rrl1. Utili'
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zemos agora as equ:lções retativistas de transformaçâ'o de velocidades apresentadas no Ap'éndi-

ce A para c¡lcula¡ as componêntes de u¿, a rælocidade de x2y2, vista por xy. Temos entalo

, uxdux
t- 

c7

Usando as mesmas equações de transformação paß calcular as componentes de u¡, veloiidade
do referencial xy em relação ao referencial x¡l2 , temos

ub,

dvr-v, 0*u
uo, =T=-=u-¡ 

, uxdux , -, .0
t- 

cz '- c2

, duru,'-7-
uu - du,

uh = -J_----!_= -du
, duru,¡_--;_

c'

FIGURA J-1. Os refercnciais us¿dos no cálculo da precessa-o de Thomas.

du -O
t- 

¡

Calcr¡lamos em scguida o ângulo entre o \€tor uc e o eixo x do referencial xy:

oo = 
uoY

üo,

fùt
du /t--;vc'=,

duz
--=-c'

902

o, =#( -

903

ubv -duoo=il=---FF
/t--=vc'

FIGURÂ J-2. Os referenciais USadOs nO CãlCulO da precessa-o de Thomas' como sâo vistos Pof lxn obsefva-

dor no referencial:tYt '

, i'i, Itttlt
| -, L-x,
l-,

A figura J-3 most¡a os fefefenciais x7l2 e xl vistos do refefencial xy. Devido ä equivaléncia

de rãferenciais inerciais, uo e u¿ precisam ter exatamente a mesma direç5o mæ sentidos opos'

tos. Uma vez que os ânguios .ñtt, ot eixos dos x e os vetores velocidades relativas não são os

mesmos'ofefefencialx2ylapfesentaumafotaçãoemfelaøoaoreferencialxy.oângulode

O ângulo entre o vetor uå e o eixo dos ¡ do referencial x1y1 é

rotaç5o é

FICURÁ J-3. Unu ilulraplo da precessío de Thomas, onde os ângulos aP¡uecem ex'agerados'

Como du é um infinitésimo, Podemos desptezar dvz fc2 e obter

do=ou-'"=(6\Fq



Além disso, temos que v2 /c' 11 l, pois a velocidade de um elétron num átomo de um só elé.
trofi é relativamente baixa em comparação com a velocidade da luz. (Bta relação também é

válida para os elétrons responsáveis pelos espectros óticos em outros átomos.) Grags a essa con-
dição, podemos obter uma excelente aproúmaçâo de r,ld, conserrrando apenas os dois primei-
ros termos de uma expansão binomial da raiz quadrada:

onde du foi calculado a partir de (J-l). Os eixos, em relaçá'o aos quais o elétron se encont¡a ins.
tantaneamente em repouso, apresentam então uma preæss¿lo em relaçâo ao núcleo com a cha.
mada ft eqüência d e Thomas :

d0 ua-, =ã=Tî
Uma inspeção das figuras mostrará que o sentido da precessã'o corresponde â seguinte expressão
rætorial

d0 =!!['-(' *n
duv2 udu vadt

2vc2 b2 2c2

I
@T = - ,]uxa

Em relação aos referenciais.nos quais o elétron se encontra em repouso, o momento dipo.
lar magnético de spin do elétron precessiona no campo magnético com a freqüéncia de Larmor
úr. Entretanto, estes referenciais também precessionam com freqüéncia o7 em relação ao re.
ferencial em que o núcleo se encontra em repouso. Qessa forma, o momento dipolar precessiona
em relação a esse referencial com a freqüência angular

t't' = t't * t'¡T (J-3)

Usando uma equação uráloga a (8-14), em æguida (8-24), e calculando g, e ¡rà, temos

(r-2)

(J4)

(I-5)

Para calcular clr em termos similares, podemos usar a segunda lei de Newton para relacionar a

acæleração do elét¡on em função do campo elétrico: a=Flm= -eElm. Tendo'em vista essa

relação, (J-2) æ escreve

R"u h 2eh e
O) = _:::-: vxE=__----- VxE=__VxE

c'h 2mc'h mct

e
(l)T =-^vxE' 2mc'

,r

Assim, a freqüência precessional no referencial em relaçã'o ao qual o núcleo está em repouso é

- ----; v x E + 
-^ 

v x E= - 
-- 

v x Emc' 2mc' 2mc'
(Jó)

9U

(t)' =

Comparando (Ja) e (Jó). \€mos que o efeito obtido pela tnnsformaçfo da freqüéncia dc pre'

cessfo dipolar magnética de spin. a partir dos referenciais nos quais o elétron cstá em repouso

para o referencial no qual o núcleo está em repor¡so é de reduzir seu módulo por um fator l/2'
O mesmo d verdade no que diz respeito à energia potencial de orientaçáo Af pois o valor dessa

grarndeza é proporcional ao valor da freqüência de precessã'o úr. Este resultado pode ser dedu'

zido através de equações análogas a (8-13)e (8-la)

LE=-u- '3=8/! 5 '3
h

8sllö -. =-;- "
Verifìcamos assim a existência do fator l/2 na relaç{o (8'25).
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Apêndice
O Princþio de ExcÏusáo

no Acoplamento ,LS

Se um átomo contém dois ou mais elétrons qr¡e Possuem os mesmos números quánticos

n e I, por estafem na mesma subcamada, o princípio da exclusão impõe restripes sobre os pos.

síveis ralores dos demais números quânticos. Na aproximar;ão de Hartree,esses números quãn-

ticos sã.o os m¡ e m, de cada elétron. Neste caso, o princípio de exclusão reduz's¿ à afirmatin

de que dois .létroni quaisquer não podem posuir o mesmo conjunto formado por todos esses

quatro números quânticos. No ..opì.,nrnto l.!, os números guânticos usados, em adição abs n

e I de cada elétron, são l" s" i' e mi. Estes números guânticos especificam a maneira segundo a

qual os elétrons interagem no ..opLttnto tS. As restrições impostæ pelo princípio de exclu-

sa;o sobre os possíveis 
"alores 

desses números quánticos nâ'o slfo óbviæ mas podem ser determi'

nadæ da maneira abaixo.
Usa¡¡do primeifo a aproximação Hartree, os valores possíveis de m¡ e m, são usados para

determinarorïdor.rposiræis aeini,m;emj.Aseguir,osvaloresposíveisdel"s',i',.yi'ã:
então determinados. Émbora no acåpta*tnto l.S as componentes z de U e S', especificadæ

gor mi em!, æjam alteradas pela intera$o residual coulombiana e pela interaç5o spinórbita'

L,, 5,,'t, ,ti nÍo são alterador. D.* modo, as restrifes encontradas na aProximação de Hartree

e relatir¡¿s aos nf¡meros q,ránii*r æsociados I', s', i; e mi também se aplicam no acoplamento

¿,s.

Comoumexemplo,determinaremososnúmerosquánticosdoacoplamentotr^Squesatis.
îlzemoprincípiodaexclusãoparadois.elétrons-nasubcamada2p.Comoauxíliodatabela
K-l e levando em consideração å princípio de exclusão' determina¡emos inicialmente todos os

.on¡unto, possíveis de valores ae m¡ e 
^, 

p^r^ os dois elétrons. Existem l5 conjuntos diferen'

t.r'd. o,¡ Ë r, ,n, que dois elétroni sati;fazem o princípio de exclusão; os demais conjuntos'

coûrorrr =*l,nr. =*l12,m7-=*l,mr-=*ll2devemsereliminadosporviolá'lo'Para
..å. *rij*,., ã" tålor., .å.r.rpäno.ntts dol números quântícos ^i'^'t'y;são 

determinados

.i*¡t ã", ,.guintt, rela@es: mi = mt, * m¡,, m'r.= ñr, * ñr,'^i= fi + m;' que rePresen'

t.m as equ.çOcs de adição das compbnentei z dos mömentcis angulues, (10ó)' (10'8) e

(ro.ro).
A seguir o problema consiste ru identificaso dos estados quânticos permitidos' especifì'

cados na tabela K-l em tef mos de mi, m:, e mi, atnvés de uma especificação em termos de l', s.

e¡,. Inicialmente usaremos as relapes (f'O-f ¿l derivadæ da consewação do momentoangular'

w



TABELA K.t. Números Quânticos Possíveis para uma Confìguração np2

Entrada ñ1, mim',miñt,
^1,

ñr,

I
2

3

4
5

6
7

8

9

l0
ll
t2
l3'
l4
t5

+t12
+t12
+t12
+t12
+tlz
-tlz
-t12
-t12
+t12
+t 1.,

+l t')
+t12
J.I 11

+t12

-r12

+l
0

0

-t
-l

0

-l
-l
+l

0

-l
-l

0

-l
0

-t12
+t12

-u2
+t12

-t12
-t12
+t12

-t12
-r12
-r12
+tlz
-112
-t12
-rlz
-rlz

+2
+l
+l

0

0
+t

0
0

+l
0

-t
-l
-I

-l

+l
+l
+l
+l
+l
+t
+l
+l

0

0

0

0

-I
-t
-l

o+2
+t +2
0+l

+l +t
00

-r 0
00

-l -l
0 +l
00

+l 0

0 -l
0-l
0-2

-t -2

Impondo 11 = l" = l, encontramos que as combinações posíveis de f, s, e I expressas em nota.
çâoespe-ctroscópicasãoassegu¡ntes:tSo, tp,, tDr, t.Sr, tpo,tpr,tpr,tOr,3Dr,3Dr.Os
estados 3D, são imediatamente eliminados, pois para esses estados deveriam existir valo¡es zÍ
iguais a 3 e -3, o que não ocorre, como pode ier visto na tabela K.l. Nao traven¿o ;rtrd"{tDv, não poderá harær estados 3D2 ou'Di, pois todos esses estados aorrrrpondgm a vetores
s' e L' com o mesmo móduro no rn€snx, muitiplete, aparecendo ou desapaàcendo conjunta-
mente. Observemos agora que a entrada n9 I da tabela estabelece a exlstêicia de estados comt'?-0.. ln Þ 2, uma vez que. mi.=s',... , C e mi=-1,...,1,.f,5tæcondigõessópodemser
satisfeitas apenas pelos estados rD2. Existem cinôo desæs estados conespoidendo aos cinco
yloryrri=:2,-1,0, le2.Aentradang2estabetecequedeveha*aråstadoscoms,Þle
I') l. Fste fato imptica na presents de estados tpo,rpt e-3pr.puarpo M um estado corres.
pondendo | ^i = 0. Para 3P¡ há trés estados correspondend i a mi = --1, 0 . l. par^ 3 p2 há
crnco estados conespondendo-a mi = -2, -1,0,1 e Z. O númeró de estados que identilìca.
mosatéagoraé5+l+3+5=14.Apenasumestadosingletenfofoilevadoemconsideråç¿fo
e ele deve corresponder a mj =0, pois todos os outros valores mrt da tabela já foram usados.
Toma-se então claro que ele deræ ær o estado quântico singlete r.S61

-- Vimos que na aproximaçã'o de Hartree os únicos estados quánticos posíræís para dois
elétrons_possuindo a configuração 2p2 sfo aqueres associados com os s¡mbolo, r,i;., rDr,
'/:o¡,z. Isto também é válido para. uma conlìguração np2 qualquer que seja n. como essas res.
tr¡ç6es se exprimem em termos de l', s' e i', também sâo vrílida; no acoplamento z.s. observe
quc estes rcsultados concordam com os da lìgura l0{, diagrama dos niwis de energia do óc
e onde se encontram representados os estados observados.

. 
como um segundo exemplo, consideremos seis elétrons na mesma subcamada p, isto é,

consideremos a configuraçfo np6, com qualquer n. Analogamente ao caso anterior, a tabera
K'2 apresenta os estados quânticos p.rrnìtiaór p.r. . aonñguraçâo em qu.r,ao. observe que
nessa tabela existe apenas uma entrada, r qurl .orr.rponde obviamente ao estado singlete

908

t.90. Lembrando qu€ ugt¡l subc¿mada p pode set ocupada pof, no máximo, ælr clétroru, con'

ctuimos que qu*ão essa subcamada está eompteta, seu momento angular spin totalCscumÓ'

mento angutar totâl sâo todos nulos. Além diso, é imcdieto que a mesma conclu^lfo pode scr

obtida paia qualquer subcamada comptetamente ocupada. Esta conclusfo é. confìrmade pcla

análise àos espectros óticos dos átomos dos gæes ngbres. Tambdm, sc uma subcamada comple'

tamente oCupada possui um momento angular ou um spin total nuto,o momento dipolat mag'

nCtico total deve ær nr¡lo. Tal fato é confìrmado pelæ experiências de Stern4erlach com

itomos de gascs nobres.

TABELA K-2. Números Quânticos Possí'æis para uma Confìguraçlfo np6

Entrada m¡, ^r, ñ1, ñr, ^1, ^r, 
ffi., ^r, ^1, ñr, fr\, ñr, mi mi m,

+r +rl2 +l -tl2 o +ttz 0 -tl2 -t +tlz -t -tl2 0 0 0

A tabela K.3 enume¡a os estados quânticos. permitidos pelo princípio de exclusfo para

algumas confìgura@es contendo vdrios elétrons na mesma subcamada. cada símbolo dc os

valores t, e s, de um multiplete permitido. os vatores possíveis de l' e mi para os estados desse

multiplete podem ser determinados em termos de I' e s' com o auxílio de (10'13) e (10'14)' As

entraåas Jreferem às diferentes confìguraSes formadas fazendo variar o ntlmero de elétrons

na suhcamada: desde nenhum elétron até o número máximo consistente como princípio de

TABELA K-3. Números Quânticos Possíveis para Conlìgurações Contendo vários elétrons

na Mesma Subcamada

!.

,:.

\
d\
{

{-

rs
3P

3P

rs'

ls

rs

¡so
zsl
ns2

nPo

nP'
nP2

nP"

,Pr
nP5

nP-

r,t, lD

rs, rD

rs

ndo rS

ndl
ndz rS,rD,rG
ndî
ndr rS,lD, lG, 1.S,

àd5

nd6 rS, rD, t6, lS,

nd7

ndg rS,tD,tG
nds
n¿llo lS

2s'

2P

2P,2D

2p

2,D

2 D,2P,2 D,2F,2C,2H
I D,IG,I F ,I T
2 D,2P,2 D, 2 F,2G, 2 H, 25,
ID,IG,I F,II
2D,2P,2 D,2F,2G,2H

2D

lP, 3¡'
rP, tF

3P,343P,3D,tF,3G,tH ÈD

2D,2F,2G,2[ rP,.F,.D,tG 65r

3P,3F,8P,3D,3F,TG,7H 6D

rp,. F
,p,"F
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exclus¿fo.Naar¡sénciadeelétrons,l'=s'=/"=0eoestadocorrespondenteérepresentado
por f.so. Havendo um e¡étron em qualquer subcamada, s' = ll2 e os estados permitidos são
nec¿ssa¡iament"'sro, ou 2Pro,.o etc. os estados permitidos para outras co;f¡guraFes sâ-o
determinados por cilculos como nos exemplos vistos ou por iålculos similareslOs'estados
permitidos podem ser também obtidos através'rtc métodos mais elegantes bæeados na teoria
matemática de grupos.

(:.,'

tlà,
('r'

8r

É particularmente interessante observar as simetrias na tabela K-l por volta dæ confìgu.
rações correspondentes ås subcarnadas repletas pela metade. O número de estados passa por
unr máximo para essas configurações, sendo que os estados ¡ærmitidos numa configuraçao em
que falta um certo nútnero de elétrons para cornpletar a subcamada é exatamente igual aos
na confìgura$'o em que a subcarnada apresenta aquele número de elétrons. Bte resultiido pode
spr também exPresso dizendose que os estados pefmitidos aos elétrons sâo os mesmos que os
permitidos aos buracos - um fato que tem conseqüências importantcs tanto em cstado sóli¿o
e em física nuclear como em física atômica. As iimetrias constituem uma demonstraçâo fla-
grante do efeito do princípio de exclusão porque, se não fosse poresse princípio,o número dc
estados aur¡enta¡ia monotonicamente com o número crescente de elétrons.
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Apêndice
Referências

Una lista ,le reJerências recomendadas, incluindo um breve comentdrio èaracterizando cadø

GERAL

Fundamentals ol Modern Pshysics, de R. Eisberg, Wiley, Nova lorque, 1961. (Tratamento

da mecáncia quântica semelhante a este livro, mas mais compreensível e de certa forma

em um nível mais elevado; cobertura de outros tópicos restrita.)
lntroduction to Modem Physics, de F. Richtmyer, E. Kennard e J. Cooper (sexta ed.),

McGraw-Hill, Nova lorque, l9ó9. (Comparável em conteúdo e nível a este liwo.)
hinciples of Modem Physics, de N. Ashby e S. Miller, Holden-Day, São Francisco, 1970.

(Compuável em conteúdo e em nwel a este livro.)
Introduction to Modem Physics, de J. McGervey, Academic Press, Nova lorque, 1971. (Com-

parável em conteúdo a este liwo; a meqánica quântica é tratada em um nível um Pouco
mais elevado.)

RELATTVIDADE

Introduçõo à Relatividade Especial, de R. Resnick, Editora Polígono, São Paulo, l97l
(tradução rle Shigeo Watanabe do original Intoduction to Special Relativity, Wíley,

Nova lorque, 1968). Contém uma representação geométrica do espaço'tempo e um tra'
tamento acessÍvel dæ bonseqüênciæ da relatividade para a teoria eletromagnética.)

MECÂNICA QUANTICA

Introductory Suantum Mechanics, de V. Rojansky, Prentiæ-Hall, Englewood Cliffs, Nova

Jérsci, 1938, (Ainda uma das mais claras introduções à teoria da mecânica quántica.)

Basic Qwntum Mechanics, de K. Ziock, Wiley, Nova lorque, 1969' (Um rápidodesenvolvi'

mento em um nível urn pouco mais elevado do quc o deste livro.)



ESPECTROS E ESTRUTURÄ ATÔMTCOS

Atomic Speüra and Atomic Slructure, de G. Herzberg, Dover, Nova lorque,l944. (Basi.

camente um tratamento descritivo.)
Atomic spectra, de H. Kuhn, Academic Press, Nova lorque, 1962. (uma discussãodetalha-

da de espectros e sua interpretação.)

ESTATÍSTICAS CL/{SSICA E QUÂNTICA

statistical an Thenrnl Phys¡'cs, de F. Reif, McGraw-Hill, Nova lorque, 1965. (um desenvol-
vimento completo do assunto.)

ESPECTROS E ESTRUTURA MOLECULARES

Elements of Diatomic Molecalar spectra, de H. Dunford, Addison-wesley, Reading,
Massachusetts, I 968. (O tratamento elementar existente mais compreensível.)

sóLrDos

Elementary solid state Physics, de c. Kittel, wiley, Nova lorque, 1962. (Aproximadamente
no mesmo nível deste livro, mas cobrindo uma faixa ampla de física de sólidos.)

Physics of Solids, de C. Wert e R. Thomson, McCraw-Hill, Nova lorque, 1964. (Orientado
para a metalurgia.)

NÛCLEOS

Introduction to Nuclear Physl'cs, de H. Enge, Addison-wesley, Reading, Massachusetts, 1966.
(Abrange de maneira bastante completa as experiências e teorias aproximadamente no
rnesmo níræl deste Iivro.)

Concepts of Nuclear Physícs, de B. Cohen, McGraw-Hill, Nova lorque, l97l . (Contém um
tratamento particularmente completo.dos modelos coletivo e de camada, aproximada-
mente no mesmo nível que este liwo.)

PARTÍCULAS ELEMENTARES

Introduction to High Energy Physícs, de D. Perkins, Addison-wesley, Reading, Massachu.
setts, 1972. (Discute os aspectos teóricos e experimentais das partículas elementares a

um nfvel ligeiramente superior ao deste livro, e com muito maior extensão.)

os MArs RECENTES DESETWOLVTMENTOS DA FÍSrCA QUÂNTTCA

O estudante pode se manter atualizado em relagâ-o aos mais recentes desenvolvimentos da

física quántica de uma forma relativamente fácil lendo os artigos popularizados, mas

tecnicamente precisos, encontrados em quase todos os números das revistas Påyslcs

Today e Scíentifìc American. Elas existem na maioria das bibliotecas.
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Apêndice
Respostas de Problemas
Escolhidos

Respostas de aproximadamente metade dos problemas que niío úo imeÅíatos

capfrulo l: (l) 4s30 Â (4) ?,53 lV (5a) 4,1 x l0e kg/s (5b) 6,4 x l0-ra (lob) 281'K (l4a)
2,50 (l4b) 2,14 (l4c) 1,00

Capftuto 2: (la) neo (lb) 5400 Â (5a) 6,6 x l0-3a J+ (5b) 2,3 eY (5c) 5400 Â (10) 3,6 x

l0-I? \ry Q2) 1,2 x l02o Hz, o,o?A 
^,2,7 

x 10-22 þ-m/s(l6a) 0927 
^,0,057 MeV (l 6b) 0,060 Â, 0,31 MeV (20) 2,& x l0-5 Â (25a) 2 92MeV (25b)

29,6%

Capftulo 3: (la) 1,66 x 10-35 m (3a) 3,31 x l0-2a kg-m/s, 331 x 10-24 kg'm/s (3b)

0,511 MeV,6,21 keV(3c) 37,6eY,6,2lkeY (7)2J x l0-t ? m= l0-2 x (raio

nuclear) (ll) dfóton/oclétron = 5,1 (l6a) 398 x 102 Â (l6b) 3,98x l0ó Â

(l6c) 3,98 x 10e A (2h)- I eV(22b)- l0MeV Q2c)-0,1MeV(23)-10-3
eV

Capftulo4: (6) 15,8 x l0-rs m (9a) 4170 contagens¡hora (9b) ll contagens¡hora (12)
Fgr^"/F"t"t - l0--40 Qq ßA6 ev, 7,18 x l0-2? kg'm1s,923 h,4p9nls
(l9a) I (l9b) 0J29 .À (l9c) 105 x l0-3a kg-m2/s(19<t) lB9 x l0-2a kg-m/s
(l9e) 4,14 x 10t6/s (19Ð 2,19 x 106 m/s (l9e) 825 x l0-¡ N (19 h) 907 x
1022 m/s (l9i) 13,6 ev (l$) -27,2 eY (l9k) -13,6 eV(25) 491 A(27)sAA
eV (32) 2J8.Å,

Capftulo 5: ø),,mdiÍ (7a) 0,195 (7b)0,333 (8) 3,4 MeV (toa).,,@ (l3a) I,7h (28)

0l ,{ (31) aP uo

cåpftulo 6: (9b) 3,05 x l0-s para o próton, 253 x lo-1 para o déuteron (14)n2t?Í1 I2tì147

(17)4,9 uo (25a) 2,6h(28b) -103ó (29) -o,l ev
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Capltuto 7: (3) E¡1";E¡:fu,.= 4001ó:100t3:l (a) 4as (7b) 5¿o (9a) 
^p 

ea14 (4rco)2tf
(gui'-per¡l (ìie6)'zh2 (t6a) eli'te (?:ia) mh (23b) ¿2 = ¡2= (nttl2, de forma
que L=mh

Capftnlo 8: (5a) (ø¡ + 2mr)U68 (5c) 4,4 x l0a tesla (10)i = 712;m¡= -712,-512,-312,
-t12, 112,312, s12,712; e ¡ = 512; m¡ = -s12, -312, -t 12, t 12,312, s/2, (18)
An=t1,13,15,...

Capftulo 9: Qaa) 2t (20) provavelmente " " " 1st 5Íta 6de (2ta) 5a eV (2tb) 54 eY (24a)
900 V (24b) u Ã (262)f¡(Fe) = 7,8 x 103 eV,E¡(Co) = 8,5 x 103 eV (26b)
8,5 x l0r eV

Capítulol0: (aa)s',t,j'=112,0,312;1,2,2;2,1,3(4b)2Sr7r04)t2(l8a)l,aeV(t8b)
2 x lOa tesla (l8c) neo

Capítulo ll: (6b) em = u '/1Mi;¡, O = hulk\ßNotA (tO) 6,4 x l0e nêutrons/m3 (t2a)
5,1 x I 0-3 ( I 2b) 0,32 (22) 3,t ey (24a) Ìf ,t 2 

¡ 32t2 m2 (24ù e Fl 3

Capítulo 12: (l) 4,64 eY (aa) A = t7 eY,plR6 = 1,6 (lQa) l/73 (lQb) 214ll (13) 2900,S

cm-t ,40 cm-t 118a) 2,49 x tot o nz it au¡ 3,ó5 x t03 N/m

Capltulo l3: (4Ð metálico (4b) covalente (scmicondutor) (4c) iônico (4d) covalentc (isolante)

(4c) molccular (6) l0'0 V/¡n (t0) 3 clétronsiritorno (l3a) 7,18 eV (l3b) inalte-
rado (21) f"r12

Capítulo 14: (9a) 8J x lo-s A/m (9b) 7,0 x 10, A/rn (t2b) 6,8 x lO-s (l4a) 680 testa
(l4b) t,7 x l0ó A/m (t4c) t,2 x l0r J

Gpítulo 15: (3a) 5,8 x l0-37 MeV (3b) 0,72 MeY (7a) 5,95 MeV (lOa) 23,8 MeV (lob)
0,a8 Mev(l2a) 2,8 Mev(l2b) 3'a F (l4a) 7,3 Mev(lab) 14,3 MeV

Capftulo tó: (a) Q - e-at'r IlR (7a)4,0 x lOe anos (7b) 22s(7c) l,2x l0-s g(9a) 3,9 x
lOa m/s (l la) possÍvel, Gamow-Telter (l I b) proibido, supressâ'o de 10-6 (l I c)
possÍvel, Fermi ou Gamow-Teller (lld) proibido, supressão de t0-3 (20)
79"(23)3xlo-s

CapítuloIT: (8a)10(8b)33"(l2a)5xl0s(l2b)l(l2c)a(15)6msc2=5360MeV(l6a)
-lo-43 cm2 (tou)-lor¡ cm

c=2998x 108 m/s

e= 1.602 x l0-re C

h=6,626x l0-34 J+

h=hl2n = 1,055 x l0-34 J*
= 0,6582 x l0-r s eV*

,t= 1,381 x l0-23 J/oK

=8,617 x l0-s eV/oK

No=6923 x 1023/mol

l14rco= 8,988 x l0e N-m2/C2

me = 9,L}gx l0-3 I kg = O,St l0 MeV/c2

m^ = 1,672 x lO-21 kg = 938,3 MeYlcz

mi=l,6lS x l0-2? kg=939,CúeYlcz

u = | ,661 x l0-2 ? kc = 931 ,5 MeY lcz

F6=efl2mr=9,27 x lO-24 A-m2 (ouJ/tesla)

p-=eY2m^=5,05 x 10-2? A'mz (ouJ/tesla)

ai=4reoh2'fm"ez =5,29 x 10-tt m=0,5294
Et = -m"e4 l(4f.e)22tf = -2,17 x lo-r 8

J=-l3,6eV
\.ç = hlmrc = 2,43 x l0-r 2 m = 0P243 Ã'

e= e1 l4reohc = 7,30 x n-j = lll37
&3000K = 0,0258 eV = l/40 ev
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LI=6,242x10t8eV
I barn (bn) = 10-28 m2
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Apêndice
Constantes [Jteis

e Fatores de Conversao

Escritas com número útil de algarismos significativos

Velocidade da luz no vácuo

Módulo da carga do elétron

Constante de Planck

Constante de Boltzma¡ut

Número de Avogrado

Constante da lei de Coulomb

Massa de repouso do elétron

Massa de repoìtso do próton

Massa de fepouso do nêutron

Unidade atômica de massa (Ctz = 12)

Magnéton de Boh¡

Magnéton nuclea¡

Raio de Boh¡
Energia de Bohr

Comprimento de onda Compto4 do elétron

Constante de estrutu¡a fina

&I a temperatura ambiente

I eV = 1,602 x l0-¡ e J

I Â,= l0-to m
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acústica, 506
de átomos e a teoria dc Schroedinger,
218
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Supercondutor,6l0
tipo II,6l8

Susceptibilidade, 6l I
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de Di¡ac do deca.imento beta, 7l I
de Einstein para o calor especílìco,
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Unfvocas, autofunçâo e deriradæ, 205
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de, l5l
lVien, lei do deslocamento de,22

e especuo de Planck,39
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